Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  thaï  was  prcscrvod  for  générations  on  library  shelves  before  it  was  carefully  scanned  by  Google  as  part  of  a  project 

to  make  the  world's  bocks  discoverablc  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 

to  copyright  or  whose  légal  copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 

are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  culture  and  knowledge  that's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  maiginalia  présent  in  the  original  volume  will  appear  in  this  file  -  a  reminder  of  this  book's  long  journcy  from  the 

publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  hâve  taken  steps  to 
prcvcnt  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  lechnical  restrictions  on  automated  querying. 
We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  of  the  files  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  thèse  files  for 
Personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  fivm  automated  querying  Do  nol  send  automated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machine 
translation,  optical  character  récognition  or  other  areas  where  access  to  a  laige  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encourage  the 
use  of  public  domain  materials  for  thèse  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attributionTht  GoogX'S  "watermark"  you  see  on  each  file  is essential  for  informingpcoplcabout  this  project  and  helping  them  find 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  légal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  lesponsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  légal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countiies.  Whether  a  book  is  still  in  copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can'l  offer  guidance  on  whether  any  spécifie  use  of 
any  spécifie  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  means  it  can  be  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringement  liabili^  can  be  quite  severe. 

About  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organize  the  world's  information  and  to  make  it  universally  accessible  and  useful.   Google  Book  Search  helps  rcaders 
discover  the  world's  books  while  helping  authors  and  publishers  reach  new  audiences.  You  can  search  through  the  full  icxi  of  ihis  book  on  the  web 

at|http: //books.  google  .com/l 


Google 


A  propos  de  ce  livre 

Ceci  est  une  copie  numérique  d'un  ouvrage  conservé  depuis  des  générations  dans  les  rayonnages  d'une  bibliothèque  avant  d'être  numérisé  avec 

précaution  par  Google  dans  le  cadre  d'un  projet  visant  à  permettre  aux  internautes  de  découvrir  l'ensemble  du  patrimoine  littéraire  mondial  en 

ligne. 

Ce  livre  étant  relativement  ancien,  il  n'est  plus  protégé  par  la  loi  sur  les  droits  d'auteur  et  appartient  à  présent  au  domaine  public.  L'expression 

"appartenir  au  domaine  public"  signifie  que  le  livre  en  question  n'a  jamais  été  soumis  aux  droits  d'auteur  ou  que  ses  droits  légaux  sont  arrivés  à 

expiration.  Les  conditions  requises  pour  qu'un  livre  tombe  dans  le  domaine  public  peuvent  varier  d'un  pays  à  l'autre.  Les  livres  libres  de  droit  sont 

autant  de  liens  avec  le  passé.  Ils  sont  les  témoins  de  la  richesse  de  notre  histoire,  de  notre  patrimoine  culturel  et  de  la  connaissance  humaine  et  sont 

trop  souvent  difficilement  accessibles  au  public. 

Les  notes  de  bas  de  page  et  autres  annotations  en  maige  du  texte  présentes  dans  le  volume  original  sont  reprises  dans  ce  fichier,  comme  un  souvenir 

du  long  chemin  parcouru  par  l'ouvrage  depuis  la  maison  d'édition  en  passant  par  la  bibliothèque  pour  finalement  se  retrouver  entre  vos  mains. 

Consignes  d'utilisation 

Google  est  fier  de  travailler  en  partenariat  avec  des  bibliothèques  à  la  numérisation  des  ouvrages  apparienani  au  domaine  public  et  de  les  rendre 
ainsi  accessibles  à  tous.  Ces  livres  sont  en  effet  la  propriété  de  tous  et  de  toutes  et  nous  sommes  tout  simplement  les  gardiens  de  ce  patrimoine. 
Il  s'agit  toutefois  d'un  projet  coûteux.  Par  conséquent  et  en  vue  de  poursuivre  la  diffusion  de  ces  ressources  inépuisables,  nous  avons  pris  les 
dispositions  nécessaires  afin  de  prévenir  les  éventuels  abus  auxquels  pourraient  se  livrer  des  sites  marchands  tiers,  notamment  en  instaurant  des 
contraintes  techniques  relatives  aux  requêtes  automatisées. 
Nous  vous  demandons  également  de: 

+  Ne  pas  utiliser  les  fichiers  à  des  fins  commerciales  Nous  avons  conçu  le  programme  Google  Recherche  de  Livres  à  l'usage  des  particuliers. 
Nous  vous  demandons  donc  d'utiliser  uniquement  ces  fichiers  à  des  fins  personnelles.  Ils  ne  sauraient  en  effet  être  employés  dans  un 
quelconque  but  commercial. 

+  Ne  pas  procéder  à  des  requêtes  automatisées  N'envoyez  aucune  requête  automatisée  quelle  qu'elle  soit  au  système  Google.  Si  vous  effectuez 
des  recherches  concernant  les  logiciels  de  traduction,  la  reconnaissance  optique  de  caractères  ou  tout  autre  domaine  nécessitant  de  disposer 
d'importantes  quantités  de  texte,  n'hésitez  pas  à  nous  contacter  Nous  encourageons  pour  la  réalisation  de  ce  type  de  travaux  l'utilisation  des 
ouvrages  et  documents  appartenant  au  domaine  public  et  serions  heureux  de  vous  être  utile. 

+  Ne  pas  supprimer  l'attribution  Le  filigrane  Google  contenu  dans  chaque  fichier  est  indispensable  pour  informer  les  internautes  de  notre  projet 
et  leur  permettre  d'accéder  à  davantage  de  documents  par  l'intermédiaire  du  Programme  Google  Recherche  de  Livres.  Ne  le  supprimez  en 
aucun  cas. 

+  Rester  dans  la  légalité  Quelle  que  soit  l'utilisation  que  vous  comptez  faire  des  fichiers,  n'oubliez  pas  qu'il  est  de  votre  responsabilité  de 
veiller  à  respecter  la  loi.  Si  un  ouvrage  appartient  au  domaine  public  américain,  n'en  déduisez  pas  pour  autant  qu'il  en  va  de  même  dans 
les  autres  pays.  La  durée  légale  des  droits  d'auteur  d'un  livre  varie  d'un  pays  à  l'autre.  Nous  ne  sommes  donc  pas  en  mesure  de  répertorier 
les  ouvrages  dont  l'utilisation  est  autorisée  et  ceux  dont  elle  ne  l'est  pas.  Ne  croyez  pas  que  le  simple  fait  d'afficher  un  livre  sur  Google 
Recherche  de  Livres  signifie  que  celui-ci  peut  être  utilisé  de  quelque  façon  que  ce  soit  dans  le  monde  entier.  La  condamnation  à  laquelle  vous 
vous  exposeriez  en  cas  de  violation  des  droits  d'auteur  peut  être  sévère. 

A  propos  du  service  Google  Recherche  de  Livres 

En  favorisant  la  recherche  et  l'accès  à  un  nombre  croissant  de  livres  disponibles  dans  de  nombreuses  langues,  dont  le  français,  Google  souhaite 
contribuer  à  promouvoir  la  diversité  culturelle  grâce  à  Google  Recherche  de  Livres.  En  effet,  le  Programme  Google  Recherche  de  Livres  permet 
aux  internautes  de  découvrir  le  patrimoine  littéraire  mondial,  tout  en  aidant  les  auteurs  et  les  éditeurs  à  élargir  leur  public.  Vous  pouvez  effectuer 
des  recherches  en  ligne  dans  le  texte  intégral  de  cet  ouvrage  à  l'adressefhttp:  //book  s  .google .  coïrïl 


COURS  DE  MATHEMATIQUES  SPECIALES 


DEUXIEME    PiUlTIE 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 


TotU  exemplaire  de  cet  ouvrage  non  revêtu  de  ma  griffe 
sera  réputé  contrefait. 


^^^^^^ 


ANUËHS,     1M1M4IMEHIË    BtUDl.N     ET    C'",  H  U  E    GARMEH,    4. 


COURS 
MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 


bEUXlEME     PARTIE 


GÉOMÉTRIE 

ANALYTIQUE 

A    DEUX    DIMENSIONS 


I.  6.  DE  LONGCHAMPS 

UE  HArHËUATIQUKS  SPtCl.lLES  AU    LVCKE 


LIBBAlKIt;  CH.  DELAURAVE 

15,   BUE   SOUKKLUT,    15 

1884 


/, 


î'^yfc'gic- 


.'  '  6' 


^  ('( 


/ 


>.  • 


y 


TABLE  DES  MATIÈRES 


PREMIER    LIVRE 


LA    LIGNE     DROITE     ET     LE    CEHCLE 


Paces 

PREMIERE  LEÇON. 
Les  GooFdoBBées.  RepréseD talion  des  courbes.  —  Êqaatious  carté- 
siennes et  polaires  de  Tellipse,  de  l'hyperbole  et  de  la  parabole.        1 

DEUXIÈME  ET  TROISIÈME  LEÇONS. 
Ciade  — miaire  de  quelques  eonrl|^s  eélèbres.  La  cissoïde 
droite    et  oblique.   —  La  stropholde  droite  et  oblique.  —  Les 
conchoïdes.  —  Les  ovales  de  Cassini.  —  La  lemniscate  de  Ber- 
noulii.  —  Les  ovales  de  Descartes.  —  Les  podaires.  —  Ck)nstrucUon 
des  tangentes  par  la  méthode  des  transversales  réciproques.    .    •      16 

QUATRIÈME  LEÇON, 
GoBstmetioii  des  expressions  homo^nes.  Homogénéité  des 
formules.  —  Construction  des  expressions  rationnelles.  — -  Moyenne 
harmonique.  —  Irrationnelles  du  second  degré.  ~  Moyenne 
harmonique  de  carrés.  —  Irrationnelles  bi-quadratiques.  —  Irra- 
tionnelles d'indice  2^*  —  Expressions  non  homogènes 38 

CINQUIÈME  LEÇON. 
TrsnsfomuiUoit  de  coordonnées.  Transport  des  axes  parallèle- 
ment à  eux-mêmes.  —  Rotation  des  axes  autour  de  l'origine.  — ' 
Introduction  des  panimèlres  directeurs.  —  Propriété  fondamentale 
des  courbes  qui  correspondent  à  une  équation  du  degré  m.    .    .      o4 

SIXIÈME  LEÇ<JN. 
Théorie  analytique  de  la  droite.  Différentes  formes  de  l'équaliou 


Il  TABLE  DES  MATIÈRES 

d'uue  droite.  —  Coefficieut  angulaire.  —  Droites  parallèles  et 
perpendiculaires.  —  Angle  de  deux  directions.  —  Surface  du 
triangle  et  du  polygone 63 

SEPTIÈME  LEÇOxN. 
Formiiles  diverses.  Équations  d'un  segment  de  droite  (premières 
formules).  —  Séparation  du  plan  en  régions  positives  ou  négatives, 
par  une  courbe  correspondant  à  une  équation  donnée.  —  Équations 
d'un  segment  de  droite  (secondes  formules).  —  Équation  d'une 
courbe  rapportée  à  un  triangle  de  référence.  —  Droites  con- 
courantes  ' 77 

HUITIÈME  LEÇON. 
Foriuales  relatives  aux  distances.  Distance  d'un  point  à  une 
droite.  —  Bissectrices.  —  Bissectrices  d'un  faisceau.  —  Faisceaux 
harmoniques. —  Points  et  droites  imaginaires.  —  Droite  de  rinfinj. 
—  Conditions  pour  que  l'équation  générale  du  second  degré  re- 
présente deux  droites  sécantes,  ou  deux  droites  parallèles.    .    .      89 

NEUVIÈME  LEÇON. 
Étude  analytique  du  Cercle.  Distance  de  doux  points.  —  Équation 
du  cercle.  —  Calcul  du  rayon.  —  Puissance  d'un  point.  —  Axes  et  . 
centres  radicaux.  —  Cercles  orthogonaux.  —  Cercle  ortliotomique.     109 


DEUXIÈME   LIVRE 


THEORIE  GÉNÉRALE  DES  COURBES  PLANES 


DIXIÈME  LEÇON. 
Les  Tangentes.  Équation  de  la  tangente.  —  Formes  diverses  de 
cette  équation.  —  Application  aux  courbes  du  second  degré.  — 
Équation  générale  des  tangentes.  —  Condition  pour  que  deux 
courbes  soient  tangentes.  —  Cas  où  l'une  des  courbes  considérées 
est  une  droite.  —  Coordonnées  tangentielles.  —  Normale.  — 
Sous-tangente.  —  Sous-normale.  —  Tangentes  communes.    .    .    123 

OxNZlÈME  LEÇON. 
Les  Enveloppes.  Cas  d*uu  paramètre  variable.  —  Cas  de  deux 
pai'amëtres  variables  dépendants.  —  Cas  général  de  p  paramètres 
variables  dépendants.  —  L'enveloppe  est  tangente  aux  enveloppées. 
—  Exemples  d'enveloppes.  —  Méthode  géométrique  pour  trouver 
des  enveloppes 139 

DOUZIÈME  LEÇON. 
LesFoiaires.  Centre  des  moyennes  harmoniques.  —  Théorème  de 
Côtes.  —  Application  aux  coniques.  —  Polaires  de  différents  ordres. 


TABLE  DES  MATIÈRES  m 

Page». 

—  Dernière  polaire.     —  Faisceau    des   tangentes.    -^    Polaires 
réciproques.  —  Idée  de  la  transformation  de  Poncelet 150 

TREIZIÈME  LEÇON, 
lies  Aisyaiptotos.  Directions  asymptotiqnes.  —  Asymptotes  paral- 
lèles h  oy.  -^  Propriétés  générales  des  asymptotes.  —  Applications.    162 

QUATORZIÈME  LEÇON. 
Anyaiptotcs  qneleoaqaes.  Équation  de  l'asymptote.  —  Application 
aux  coniques.  —  Asymptotes  rejetées  à  Tinfini.    —  Asymptotes 
imaginaires.  —  Directions  isotropes.  «Asymptotes  parallèles.  -^ 
Disposition  relative  de  la  branche  et  de  l'asymptote.    .....     174 

QUINZIÈME  LEÇON. 

Thé^rèBies  généraux  sur  les  Asymptotes.  Théorèmes  divers. 

—  Condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  droite  soit 
asymptote  à  une  courbe.  —  Équation  générale  des  courbes  ad- 
mettant m  droites  données  pour  asymptotes.  —  Examen  des 
courbes  qui  correspondent  a  des  équations  irrationnelles  ou 
transcendantes.  —  Asymptotes  curvilignes 191 

SEIZIÈME  LEÇON 
ïïjcm  poiutft  sluguliers.  Point  simple.  —  Point  d'inflexion  et  tan- 
gente inflexionnelle.  —  Concavité  et  convexité.  ~  Équation  de  la 
Hessienne.  — Espèces  diverses  de  points  doubles.  —  Il  n'y  a,  dans 
les  courbes  algébriques,  ni  point  d'arrêt,  ni  point  anguleux.  -*- 
Détermination  des  points  doubles 204 

DIX-SEPTIÈME  LEÇON. 
C^utres.  —  INuuiétres.  —  Axes.  Conditions   pour  que  l'origine 
soit  un  centre.  —  Recherche  du  centre  dans   les  coniques.  — 
Diamètres.  ~  Application  aux  coniques.  —  Diamètres  singuliers. 

—  Diamètres  conjugués.    —  Axes 222 

DIX-HUITIÈME  LEÇON. 
■ouioCfaétie  et  similitude.  Propriétés  générales  des  figures 
transformées  par  homotbétie.  — Formules  de  transformation. — 
Homothétie  de  deux  coniques.  —  Similitude.  —  Homographie.  — 
Interprétation  géométrique  de  la  transformation  homographique 
plane.  —  Transformation  homologique 239 


TROISIÈME  LIVRE 


LES    CONIQUES    d'APRIs    LEUR    ÉQUATION    GÉNÉRALE 


DIX-NEUVIÈME  LEÇON. 
Ciussifleullon  des  coniques.  Variété  des  coniques.  —  Distinction 
des  vraies  coniques  en  trois   genres.  —  Discussion  d'uoe  conique 


IV  TABLE  DES  MATIÈRES 

Pages, 

dont  réquation  est  donnée.  —  Courbe  du  genre  et  courbe  de   la 
variété 2i9 

VINGTIÈME  LEÇON. 
Rédaction  de  réqnatlon  i^nérmle  da  second  degré.  Réduction 
des  coniques  à  centre.  —  Calcul  des  axes.  —  Théorèmes  d'Apol- 
lonius. —  Réduction  dans  le  cas  de  la  parabole.  —  Équation  en  S.    262 

VINGT  ET  UNIÈME  LEÇON. 
Les  Inirarlanta.  Définition  des  invariants.  —  Invariance  des  fonc- 
tions p,  (T,  T.  —  Applications  des  invariants.  —  Calcul  du  para- 
mètre de  la  parabole.  —  Invariants  absolus,  ou  invariants  de 
courbe.  —  Similitude  de  deux  courbes  du  second  ordre.  — 
Théorèmes  d'Apollonius  (2c  dém.) 274 

VINGT-DEUXIÈME  LEÇON. 
Équation  générale  des  conlqnes)  formules  diverses.  Rappel 
des  formules  trouvées.  —Directions  principales.  —  Équation  qua- 
dratique des  axes.  —  Équation  de  l'axe    de  la  parabole.  —  Équa- 
tion delà  tangente  au  sommet.  —  Équation  du  cercle  de  Monge.     287 

VINGT-TROISIÈME  LEÇON. 
Foyers  et  directrices.  DéfinitionA.  —  Équation  générale  au  foyer. 
—  Invariants  de  cette  équation .  —  Calcul  des  axes.  —  Théorèmes 
sur  les  foyers  et  les  directrices  correspondantes.  —  Hyperboles  focales.    299 

VINGT-QUATRIÈME  LEÇON. 
Foyers  et  directrices  {suite).  Diverses  méthodes  pour  la  déter- 
mination des  foyers  et  des  directrices.  —  Propriétés  des  foyers  et 
des  directrices  relativement  aux  tangentes 313 

' ,  VINGT-CINQUIÈME  ET  VINGT-SIXIÈME  LEÇONS. 
Théorème  généraux  snr  les  coniques.  Équation  générale  des 
coniques  circonscrites  à  un  quadrilatère.  —  Tiiéorèmes  de  Desar- 
gues,  Mofi-Laurin  et  Braikenridgey  Pappus^  Chastes,  Pascal , 
Brianchon,  Newton,  Carnot.  —  Corollaires  des  théorèmes  de 
Pascal  et  de  Brianchon.  —  Coniques  inscrites  et  circonscrites  à 
un  triangle'.  —  Théorème  de  Newton  sur  les  coniques  inscrit^îs  à 
un  quadrilatère.  —  Parabole  inscrite  à  deux  ou  à  trois  droites.    328 

VINGT-SEPTIÈME  LEÇON. 
Intersection  de  deux  coniques  {Cas  général.)  Le  problème  est 
du  quatrième  degré.  —  Examen  des  cas  où  il  est  d'un  degré 
moindre.  —  Équation  eu  Xqui  ramène  le  cas  général  au  troisième 
degré.  —  Couples  et  centres.  — ;  Discussion  de  l'équation  en  >. 
dans  le  cas  où  les  racines  sont   distinctes 355 

VINGT-HUITIÈME  LEÇON. 
Intersection  de  deux  coniques.  (Cas  particuliers.)  Examen  des 
cas  divers  qui  peuvent  se  présenter.  —  Cas  où  l'on  peut  éviter 
réquation  en  X.  —  Applications  de  l'équation  en  X.  —  Cas  où  quatre 
points  d'une  conique  sont  situés  sur  un  cercle.  —  Triangle  con- 
jugué à  une  conique 365 


TABLE  DES  MATIÈRES 


QUATRIÈME    LIVRE 


ÉTUDE    DES    CONIQUES    D  APRES    LES     EQUATIONS     REDUITES 


VINGT-NEUVIÈME  LEÇON.  Payes. 

L*Blllpae  [tmigenlet  et  polaires).  Forme  de  la  courbe.  —  Cons- 
truction de  Tellipse  point  par  point  au  moyen  d'une  équerre.  — 
Représentations  analytiques  d'un  point  de  l'ellipse.  —  Différentes 
formes  de  l'équation  de  la  tangente.  —  Applications  de  ces  formes 
diverses  ù  des  exemples.  —  Polaire.  —  Équation  quadrntique  du 
faisceau  des  tangentes.  —  Construction  de  la  tangente  au  moyen 
de  la  règle 379 

TRENTIÈME  LEÇON. 
L'Ellipse.  {Normales.  —  Développée.)  —  Différentes  formes  de  l'é- 
quation de  la  normale.  —  Hyperbole  d'Apollonius  aux  pieds  des  * 
normales.  —  Pôle  tangentiel  et  pôle  normal.  —  Théorème  de  Joa- 
chimsthal.  —  Équation  du  cercle  de  Joachimsthal.  —  Centre  de 
courbure.  —  Développée  de  Tellipse.  —  Cercle  osculateur.  — 
Construction  de  ce  cercle 393 

TRENTE  ET  UNIÈME  LEÇON. 
L'Ellipse.  {Diamètres  et  cordes  supplémentaires).  Ellipse  rapportée  à 
deux  diamètres  conjugués.  —  Points  conjugués .  —  Formules  de 
Chastes.  —  Théorèmes  d'Apollonius  (3»  dem.).  —  Réciproques  de 
ces  théorèmes.  —  Diamètres  conjugués  égaux.  —  Cordes  supplé- 
mentaires. —  Variation  de  l'angle  de  deuxdiamètres  conjugués.  — 
Construction  de  Chastes  pour  trouver  les  axes,  connaissant  deux 
diamètres  conjugués.  —  Construction  directe  de  Tellipsc,  point 
par  point,  connaissant  deux  diamètres  conjugués 413 

TRENTE-DEUXIÈME  LEÇON. 
L'Ellipse.  {Étude  élémentaire  des  foyers  et  de  directrices.)  Définition 
élémentaire  des  foyers  et  des  directrices.  —  Propriétés  diverses  de 
ces  points  et  de  ces  droites.  —  Théorème  de  Poncelet.  —  Équation 
polaire  de  l'ellipse.  ^  Propriétés  qui  découlent  de  cette  équation.     429 

TRENTE-TROISIÈME  LEÇON. 
TimasfemiatioB  home^apliiqine   de  l'ellipse.    Formules    de 
transformation.   —   Cercle    principal.   —  Points  correspondants. 

—  Propriété  des  droites  correspondantes.  —  Applications.  —  A 
deux  directions  conjuguées  correspondent  deux  directions  rectan- 
gulaires. —  Aire  de  l'ellipse.  —  Théorèmes  d'i4po//oniM*  (4»  dem.). 

—  Seconde  solution  du  problème  de  Chastes.  —  Interprétation  géomé- 
trique de  la  transformation  homographiquo'  ronsidérée  dans 
cette  leçon i\Q 


vr  TABLE  DES  MATIÈRES 

TRENTE-QUATRIÈME  LEÇON. 
LHyperbole.  Forme  de  la  courbe.  —  Construction  de  Thyperbole, 
point  par  point,  au  moyen  d'une  équerre.  —  Représentations 
analytiques  d'un  point  de  l'hyperbole .  —  Formules  diverses  re- 
latives à  rhyperbole.  —  Étude  des  asymptotes.  —  Théorèmes 
divers  qui  s'y  rattachent.  —  Transformation  homographique  de 
rhyperbole 460 

TRENTE  CINQUIÈME  LEÇON. 
La  Parabole.  Construction  de  la  courbe,  point  par  point,  au  moyen 
d'une  équerre.  —  Différentes  formes  de  l'équation  de  la  tangente. 
—  Polaire.  —  Équation  de  la  normale.  —  Développée  de  la 
parabole.  —  Cercle  de  Joachimsthal.  —  Pâle  tangentiel  et  pôle 
normal.  —  Centre  de  courbure.  —  Diamètres.  —  Parabole  consi- 
dérée comme  limite  d'une  conique  à  centre  déformée  d'après  une 
loi  donnée 4*75 


CINQUIÈME   LIVRE 


CONSTRITCTION    DES    COURBES.     —     LES    COORDONNEES    POLAIRES 


TRENTE-SIXIÈME  LEÇON. 
Constpuetloii  dess  eoniqnes.  Construire  une  parabole  satisfaisant 
à  des  conditions  élémentaires.  —  Différents  cas.  —  Construire  une 
conique  connaissant  trois  points  et  le  centre,  ou  trois  tangentes  et 
le  centre.  —Construire  une  conique  connaissant  cinq,  points  ou 
cinq  tangentes 492 

TRENTE-SEPTIÈME  LEÇON. 
CSonatraetlon  des  eoarbes.  {Coordonnées  cartésiennes .  )  Cas  ji'une 
équation  résoluble.  —  Cas  d'une  équation  non  résoluble.  —  Fo- 
lium  de  Descartes.  —  Méthode  par  régions l'Ai 

TRENTE-HUITIÈME  LEÇON. 
ConatmetioB  des  eonrbes  [suite).  Examen  des  formes  diverses  qui 
peuvent  correspondre  à  une  équation  algébrique  donnée.  — 
Equations  irrationnelles.  —  Principe  algébriqiie  qu'on  utilise  dans 
la  construction  de  ces  courbes.  —  Courbes  transcendantes.  —  Pro- 
priétés caractéristiques  de  la  stropholde,  de  la  cissoTde  et  de  la 
lemniscate 525 

TRENTE-NEUVIÈME  LEÇON. 
Les  UnleiirsaleR.  Toute  courbe  du  genre  zéro  est  une  nnicursale. 
—  Classe  d'une  unicursale.—  Les  coniques  sont  des  uoicursales.  — 


TABLE  DES  MAÏIÈUES  vu 

Pages. 
Cad  des  cubiques  uuicursales.  —  Détermiuatiou  des  asymptotes, 

des  pomts  multiples  et  des  poiuls  d'iuQextoa  daus  les  uoicursales. 

—  Applicatiou    à  un   exemple. 5iil 

QUARANTIÈME  ET  QUARAiNTE  ET  UNIÈME  LEÇONS. 
«•ordoiuiées   polaires.  (Formules  générales.)  Équation  de 
la  droite.  —  Équation  générale  des  tangentes.    —  Équation  du 
Tasymptote.  — Equation  des  coniques.  — Formule  donnant  Tg  V. 

—  Équation  de  la  normale.  —  Sous-tajjgente  et  sous-normale.  — 
Application  aux  spirales.  —  Asymptotes  parallèles.  •—  Concavité, 
convexité,  points  d'inflexion.  ^  Cercles  et  points  asymptotes    •    .    567 

QUARANTE-DEUXIÈME  LEÇON. 
Coastmetion  des  eonrbes   en    coordonnées  polaires.    Om 

d'une  courbe  n'ayant  pas  de  poiuts  à  Tinfini.  —  Exemples  de 
courbes  ayant  des  bras  hyperboliques  ou  paraboliques.  .    .     .    395 

QUARANTE-TROISIÈME  LEÇON. 
Sections  plnnes  dacAoe  et  du  cylindre.  Section  du  cylindre  cir- 
culaire droit.  —  Méthode  géométrique  de  Dandelin,  —  Sectiou 
du  cône  circulaire  droit.  -^  Placer  une  conique  donnée  sur  un 
c6ue  circulaire  droit  douné;  solution  analytique  et  géométrique. 
—  Examen  du  cas  particulier  où  la  section  est  parabolique.  — 
Sections  anti-parallèles  du  cône  oblique.  —  Idée  de  la  transfor- 
mation des  figures   par  la  perspective 611 

NOTE. 

Cosstractiott  i^raphiqne  des  racines  d'une  éqoatloa  donnée. 

Principe  de  la  méthode.—  Cas  du  Second,  du  troisième  et  du  quu- 
Lrième  degré.  —  Application  aux  équations  transcendantes.    .    .    627 


ERRATA 


Page  14  ;  ligne  6  (en  remontant)  : 

remplacez  :  d  par  arf,  et  d*  par  /id-, 

—  153      -    13: 

au  lieu  de  :  (§  no),  lisez  :  (§  120). 
_  153      —   14: 

supprimez  :  =  o. 

—  203  ;  dernière  ligne  : 

au  lieu  de  :   J  3?!',  lisez  :  (§  39Ô). 

—  218;  ligue  7: 

au  lieu  de  :  cocflicieut  augulairu  OA,  lisez  :  coefficient 
angulaire  de  OA. 

—  218      —    11  : 

au  lieu  de  :  aux  équations  y^lz—  o,  lisez  :  à  lequa- 
liou  (3). 

—  219      —     4 . 

au  lieu  de  :  A„,_  ^^  lisez  :  /i"*  "  -. 

—  364      -    10  : 

au  lieu  de  :  ou  d'un  autre  genre,  lisez  :  ou   du   genre 
hyperbole. 

—  364      -    16: 

au  lieu  de  :  ne  sont  pas  du  genre  elliptique,  lisez  :  sont 
du  genre  hyperbole. 

—  396      —     2  (eu  remontant)  : 

au  lieu  de  :  équilatiou,  lisez  :  equilatère. 
—         des  centres,    —    du  centre. 
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LES  COORDONNÉES.   —  PREMIÈRES    APPLICATIONS 


1 .  On  peut  dire  que  la  géométrie  analytique  a  pour  but 
principal  l'étude  des  propriétés  des  courbes  et  des  surfaces, 
à  Taide  de  formules  algébriques.  Le  moyen  employé  pour 
atteindre  ce  but,  se  résume  dans  la  représentation  du  points 
dans  le  plan  et  dans  l'espace;  et  cette  représentation  s'ef- 
fectue par  le  secours  des  coordonnées.  Nous  indiquerons 
d'abord  les  principaux  systèmes  de  coordonnées,  dans  le  plan. 

9.  Abcisse  et  ordonnée.  Imaginons  dans  un  plan  deux 
droites  indéfinies  xx',  yy';  se  coupant  au  point  o.  Sur  cha- 
cune d'elles  nous  adoptons  une  direction  positive  et  nous 

De  L.  Tove  II.  1 


2  PKEMIÈHE  LEÇON 

convenons  que  les  semi-droites  ox  et  oy  représentent  les  di- 
rections positives  des  axes. 


co 


Ceci  posé,  soit  M  un  point  quelconque  du  plan  des  deux 
axes;  si  par  M  on  trace  une  parallèle  à  a;j;' jusqu'à  ce  qu'elle 
rencontre  yy'  au  point  Q,  la  longueur  MQ  représente  Vahcisse 
du  point  M.  Cette  longueur  est  affectée  du  signe  -f- ,  lors- 
qu'elle se  trouve  du  même  côté  que  la  semi-droite  ox,  par 
rapport  à  yy'. 

De  même,  si  par  M  on  mène  une  parallèle  à  y//',  droite  li- 
mitée à  XX' \  la  longueur  MP  ainsi  obtenue  représente  ïor- 
donnée  du  point  M  :  cette  ordonnée  est  positive  lorsqu'elle  se 
trouve  du  même  côté  que  la  semi-droite  oy,  par  rapport  à  xx'\ 
elle  est  négative,  c^ans  le  cas  contraire. 

De  cette  définition,  il  résulte  i**  qu'à  tout  point  du  plan  cor* 
respondent  une  abcisse  et  une  ordonnée,  positive  ou  néga- 
tive ;  20  que,  réciproquement,  à  une  abcisse  et  à  une  ordonnée, 
données  de  grandeur  et  de  signe,  correspond  un  point  bien 
déterminé  du  plan. 

3«  Axes  obliques  et  axes  reetun^ulaires.  L'ensemble 
des  deux  droites  j;j?',  yy' constitue  ks  axes  de  coordonnées.  Le 
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^'plus  petit  angle  dont  il  faut  faire  tourner  la  semi- droite  ox\ 
V^ur  l'appliquer  sur  la  semi-droite  oy  est  Pangle  des  axesj 
Lorsque  cet  angle  est  droit,  les  axes  sont  dits  rectangulaires; 
ils  sont  obliques  dans  tous  les  autres  cas. 

Si  un  point  M,  pris  dans  le  plan  des  azes,  a  une  abcisse 
qui  est  représentée,  en  grandeur  et  en  signe,  par  a;  et  une 
ordonnée  qui,  dans  les  mêmes  conditions,  est  égale  à  g, 
nous  dirons  que  a  et  p  sont  les  coordonnées  du  point  M.  Le 
point  o,  intersection  des  axes,  se  nomme  Yorigine  des  coor- 
données» 

4L.  CfHirdonnées  cartésiennes.  C'est  à  Descartes  qu'est 
due  cette  représentation  du  point,  et,  pour  distinguer  ce  sys- 
tème de  coordonnées  de  ceux  que  nous  définirons  tout  à 

l'heure,  nous  dirons  que  a  et  g  sont  les  coordonnées  carté- 
siennes de  M. 

Lorsque  Jes  coordonnées  x ,  y  d'un  point  sont  supposées 
variables,  on  exprime  ordinairement  ce  fait  en  disant  que  x 
et  y  sont  des  coordonnées  courantes. 

Par  exemple,  lorsqu'un  point  M,  dont  les  coordonnées  rec- 
tangulaires sont  X  et  y,  est  mobile  sur  un  cercle  de  rayon  R, 
ayant  son  centre  à  l'origine,  les  nombres  x ,  y  vérifient  cons- 
tamment la  relation  : 

&.  Représentation  des  eouri»es.  Imaginons,  d'une  fa^ 
çon  générale,  qu'un  point  M  se  déplace  en  restant,  constam- 
ment, sur  une  courbe  A,  bien  définie.  Les  coordonnées  a; ,  y 
de  ce  point  sont  des  quantités  variables,  mais  ces  deux  va^ 
riables  ne  sont  pas  indépendantes.  Imaginons,  en  effets  que  x 
prenne  une  valeur  numérique  a  :  tous  les  points,  dont  rab- 
aisse est  égale  à  a,  se  trouveront  situés  sur  une  droite  A', 
parallèle  à  yy'  et  coupant  Taxe  xxf  à  une  distance  a  de  Tori- 
gine.  Par  suite,  à  Tabcisse  a,  correspondent  des  ordonnées  ' 
en  nombre  fini,  ces  ordonnées  étant  celles  des  points  qui 
sont  communs  à  A  et  à  A'.  Il  y  a  donc  une  certaine  dépendance 
entre  les  variables  x^y  ;  quand  M  se  déplace  sur  la  courbe  Ai 
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Celle  dépendance  peut,  généralement,  s'exprimer  par  une 
relation  entre  x  eiy: 

Nous  dirons  que  la  courbe  A  est  représentée  par  cette 
équation,  et  dans  le  cas  oh  f(x,y)  désigne  une  fonction  en- 
tière du  degré  m,  en  x  et  y  y  nous  dirons  que  A  est  une  courbe 
d'ordre  m.  Réciproquement,  à  une  relation  donnée  entre  a;  et  y, 
correspond  une  courbe.  Considérons,  en  effet,  Péquation  (i) 
et  imaginons  toutes  les  solutions  réelles  x^ , ^i  ;  «2?, ,  y,;...  de 
cette  équation,  solutions  qui,  en  général,  sont  en  nombre 
infini.  A  ces  eolulions  diverses  correspondent  des  points 
M„  M,,...;  et  si  Ton  suppose  que  les  points  soient  réunis  par 
un  trait  continu,  la  courbe  que  Ton  peut  ainsi  concevoir,  et 
construire,  est  celle  qui  correspond  à  Téquation  proposée. 

6.  DéCnltion  des  lieux  g^éométriques.  Imaginons  une 
figure  fixe  F  et  associons-lui,  par  une  construction  géo- 
métrique effectuée  sur  F,  une  seconde  figure  mobile  F', 
dans  laquelle  nous  distinguons,  particulièrement,  un  certain 
point  I.  Lorsque  la  mobilité  de  la  figure  F'  est  convenablement 
réglée,  nous  verrons,  dans  la  suite,  ce  qu'il  faut  entendre 
par  là,  le  point  I  se  déplace,  avec  F',  et  engendre,  par  ce 
mouvement,  une  courbe  A.  Nous  convenons  de  dire  que  A 
est  le  lieu  géométrique  du  point  I. 

La  recherche  des  lieux  géométriques  constitue  Tun  des  pro- 
blèmes les  plus  ordinaires  de  la  géométrie  analytique,  et  cette 
recherche  repose  sur  un  théorème  fondamental,  que  nous 
établirons  d'abord. 


•af.  Théorème.  Lorsque  les  coordonnées  x,  y,  d'*unpoi7it  1, 
vérifient  constamment  les  deiuc  équations  : 

(0    /'(«^,2/>>0  =  o.        ?(x,y,  A)  =  o,    (2) 

dans  lesquelles  X  représente  tm  paj^amètre  variable,  l'équation 
du  lieu  décrit  par  I  s'obtient  en  calculant  le  résultant  de  ces 
deux  équationSy  par  rapport  à  X. 


LES  COORDONNÉES  5 

En  effet,  soit  R  (a:,  y)  z=.  o,  le  résultant  des  équations  (4)  et  (2^- 
désignons  par  a;y  les  coordonnées  d'un  point  r,  lesquelles 
vérifient  les  équations  (1)  et  (2).  Nous  avons  vu,  en  algèbre, 
que  les  deux  systèmes  : 

(A)     j  /*(^'2^'^)  =  «     (B)     (/'(^,y,X)  =  o 

étaient  équivalents  et  que  toute  solution  ocf,y',V,  du  système 
(A),  vérifiait  aussi  les  équations(B).  On  a  donc,  en  particulier, 
R(x',  y'jzno;  ce  qui  prouve  déjà  que  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  du  lieu  satisfont  à  l'équation  :  R(a;,2/)z:o. 
Réciproqtiementy  soit  x^y" ,  une  solution  de  l'équation 
R  C  a: ,  y  )  zz  o  ;  l'équation  f{af  ^  y^ ,  X)  iz  o,  détermine  pour  X 
des  valeurs  correspondantes,  réelles  ou  imaginaires.  Soit  X* 
Tune  de  ces  valeurs.  Les  nombres  af,y\X\  vérifiant  le  sys- 
tème (B)  et  celui-ci  étant  équivalent  à  (A)  on  a  : 

naf.y'^-kn^o, 
?{cf,y\r)zzo. 

Par  suite,  le  point  F.  qui  a  pour  coordonnées  af'p'*  est  un  des 
points  du  lieu  cherché,  puisque  x"  et  y"  vérifient  les  équa- 
tions (A),  quand  on  donne,  au  paramètre  variable  X,  la  valeur 
particulière  X''. 

On  remarquera  que  cette  démonstration  suppose  que  le 
paramètre  variable  peut  prendre  des  valeurs  quelconques  et 
même  des  valeurs  imaginaires.  Nous  aurons  occasion  de  nous 
appuyer  sur  cette  observation  pour  expliquer  certains  faits, 
d'apparence  paradoxale,  et  pour  distinguer,  par  exemple, 
dans  un  lieu  géométrique,  trouvé  par  cette  méthode,  les 
points  de  ce  lieu  qui  correspondent  à  la  construction  géomé- 
trique donnée,  de  ceuxiqui  proviennent  des  solutions  réelles 
d'équations  à  coefficients  imaginaires. 

8.  Remarque.  Les  coordonnées  du  point  mobile  I  peuvent 
être  liées  à  deux  paramètres  variables  par  trois  équations  ; 
et,  généralement,  à  p  paramètres  variables,  par  (p  +  1) 
équations. 
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L'équation  du  lieu  s'obtient  encore  par  l'élimination  des  pa- 
ramètres, mais  le  résultat  de  cette  élimination  :  F  {x,y)  =:  o,  ne 
représente  pas  toujours,  uniquement,  le  lieu  géométrique 
demandé.  Sans  doute,  tous  les  points  considérés  ont  des 
coordonnées  qui  vérifient  Téquation  F  (a? ,  y)  i=  o ,  mais  la  ré- 
ciproque n'est  pas  nécessairement  vraie.  On  ne  peut  pas,  en 
général,  affirmer  que  toute  solution  de  l'équation  obtenue 
représente  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu.  Ceci  tient  à  ce 
que,  comme  nous  l'avons  signalé  en  algèbre,  on  ne  sait  pas, 
toujours ,  éliminer  plusieurs  paramètres,  sans  introduire  des 
solutions  étrangères. 

Nous  allons  montrer,  dès  ces  premières  leçons,  diverses 
applications  du  principe  précédent;  mais  nous  compléterons 
d'abord  la  notion  que  nous  avons  donnée  de  la  représenta- 
tion du  point. 

O.  CtNirdonnées  polaires.  Imaginons  une  droite  indé- 
finie xx'y  que  nous  nommerons  Vaxe polaire;  sur  cette  droite 
prenons  un  point  fixe  o  et  adoptons  la  semi-droite  ox,  comme 
direction  positive  de  l'axe  polaire.  Faisons  tourner  mainte- 
nant oxy  autour  du  point  o,  d'un  angle  que  nous  désignerons 


Fig.  2. 


par  (ù  ;  nous  obtenons  une  position  ifbuvelle  ot  de  la  semi- 
droite  ox.  Enfin  prenons  sur  ot  un  point  M  et  désignons  par  p 
la  longueur  oM.  Les  valeurs  p  et  w ,  ainsi  définies,  repré- 
sentent les  coordonnées  polaires  du  point  M. 

Pour  compléter  cette  définition  et  représenter  le  point  M 
sans  ambiguïté,  nous  ferons  ici  les  conventions  suivantes  : 


LKS  COORDONNÉES  7 

1®  l'angle  tù  est  pris  positivement  quand  ox  tourne  autour  du 
point  o  dans  le  sens  inverse  des  aiguilles  d'une  montre;  2®  la 
valeur  de  p  est  positive  quand  le  point  M  est  situé  sur  la  semi- 
droite  oxj  lorsque  celle-ci  a  tourné  de  l'angle  w;  elle  est  néga- 
tive quand  le  point  M  est  placé  sur  le  prolongement  de  cette 
semi-droite. 

Dans  ces  conditions,  la  position  d'un  point  est  bien  déter- 
minée,  c'*est-à-dire  qu'à  des  coordonnées  p  et  w ,  données  de 

grandeur  et  de  signe,  correspond  un  point  unique. 
lO.   Coordonnées  bi-polaires.  —  Coordonnées  trf- 

latéres.  Il  existe  beaucoup  d'autres  moyens  pour  représenter 
un  point,  mais  les  deux  procédés  que  nous  venons  d'indiquer 
sont  ceux  que  nous  emploierons  presque  exclusivement. 
Nous  citerons  pourtant,  à  titre  de  renseignement,  les  coor- 
données hi-polaires  dans  lesquelles  la  position  du  point  est 
définie  par  ses  distances  u,  v  k  deux  ppints  fixes,  nommés 
pôles;  et  le  système  des  coordonnées  trilatères. 

Dans  ce  système,  on  imagine  un  triangle  ABC,  dît  triangle 
de  référence,  et  la  position  d'un  point  M,  pris  dans  le  plan  de 
ce  triangle,  se  trouve  déterminée  par  les  distances  Xy  y,  z, 
du  point  M  aux  droites  BC,CA,  et  AB.  Ces  valeurs  Xy  y,  Zy 
dites  coordonnées  trilatères  de  M,  sont  prises  positivement  ou 
négativement  ;  par  exemple,  x  est  positif  si  les  points  A  et  M 
sont  situés  du  même  côté  de  BC;  il  est  négatif,  s'ils  sont  de 
côtés  différents. 

On  doit  remarquer  que  les  données  a?,  y,  0,  qui  déterminent 
le  point  M,  sont  surabondantes  et  qu'elles  doivent  vérifier, 
constamment,  la  relation  : 

ax  -h  by  -h  cz  :=!  2Sy 

dans  laquelle  a,  6,  c  désignent  les  côtés>  et  S  la  surface,  du 
triangle  de  référence. 

11.  Équation  cartésienne  de  l*ellipse.  Lorsqu'un 
point  M,  mobile  dans  un  plan,  doit  satisfaire  constamment, 
dans  ses  positions  diverses,  à  une  certaine  loi  géométrique, 
les  coordonnées  a?,  y  de  ce  point  vérifient  une  relation  algé- 
brique :  f{x,  y)  ■=  o,  que  nous  avons  déjà  nommée  l'équation 
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du  lieu  décrit  par  le  point  M.  Nous  nous  proposons  de  recher- 
cher quelques-unes  de  ces  équations,  en  prenant  pour  exem- 
ples des  lieux  géométriques  simples  et  connus. 

Examinons  d'abord  le  cas  où  le  point  M  décrit  une  ellipse, 
dont  les  foyers  sont  F  et  F', 

y 


Fig.  3. 

et  choisissons  i®  pour  axe  des  x,  la  ligne  des  foyers,  2®  pour 
axe  des  y,  une  perpendiculaire  à  FF',  en  son  milieu. 

A  ce  début  de  la  géométrie  analytique,  la  seule  méthode  que 
nous  puissions  indiquer,  pour  trouver  Téquation  du  lieu  dé- 
crit par  un  point,  peut  se  résumer  ainsi  :  traduire  la  propriété 
géométrique  proposée  en  une  égalité  algébrique  entre  x  et  y, 
en  utilisant,  au  besoin,  les  relations  qui  peuvent  exister  entre 
les  éléments  de  la  figure,  relations  qui  découlent,  d'ailleurs, 
des  propriétés  de  cette  figure. 

Considérons  le  triangle  FMF';  soit  ip  son  périmètre,  et  S 
sa  surface. 
On  a, 


ou. 


par  suite. 


27>=iMF-hMF'  +  2r, 


7?  =  a  +  c , 


j9  — FF'rzflf  — c, 


LES  COORDONNÉES  ^ 

et,  par  combinaison,  et  en  posant  a*  —b*  zz  c*,' 

p{p-  FF')  -  b\ 
D'autre  part,  on  a  : 

{p  —  MF)  (p  -  MF')  =  />•  —  Mp  +  MF  .  MF', 
on, 

{p  —  MF)  (p  —  MF')  -  MF  .  MF  —  b\ 

D'ailleurs,  la  surface  du  triangle  peut  se  représenter,  indif- 
féremment, par  cy,  et  par  yj p  (p  —  FF')  {p  —  MF)  [p  —  MF'); 
on  a  donc  : 

(1^     ^-MF.MF'  — 6'. 
b' 

On  peut  maintenant  observer  qu'un  théorème  connu  donne  : 


2c*  +  2Mo'=MF'-f-MF'*, 
ou, 


•  (2)     2C*  +  2  (x*  +  y')  -  MF*  +  MF". 
Les  égalités  (i)  et  (a),  en  tenant  compte  de  la  relation 


MF'  -+-  MF'-'  +  2MF  .  MF'  -  ia\ 
donnent,  par  combinaison, 


»t..i 


; 

ou,  après  réduction, 

X       y 
a       b 

C'est  l'équation  que  nous  retrouverons  plus  tard,  et  que  nous 
nommerons,  alors,  éqxAation  de  l'ellipse  rapportée  à  ses  axes. 

19.  Équation  polaire  de  Vellipse.  Prenons  pour  ori- 
gine le  foyer  F',  pour  axe  polaire  F'F;  la  direction  positive  de 
cet  axe  étant  celle  qu'on  obtient  en  allant  du  foyer  F',  pris 
pour  origine,  vers  l'autre  foyer. 
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Dans  le  triangle  F'MF,  on  a, 

MF'  =  p,     MF:=:2a  — p,     FF' 
Des  formules  connues  (*)  donnent  : 


iir  ac. 


et, 


Fig.  4. 


(0       (a  -4-  c)  (p  -f-  c  —  a), 
cos* —  — 

2  2pC 


.  ,(.)       (g  +  r  — p)(a  — c); 

sm  —  = 

2  2  sr 


puis,  par  combinaison, 


a  p  —  h* 
cos  wzi— î ; 


?c 


relation  qu'on  peut  encore  écrire, 


?  = 


;> 


en  posant  : 


pzz 


1  —  ^cos<o' 


b'  c 

a  a 


1.  Les  formules  que  nous  utilisons  ici  sont  celles  qui,  dans  la  notaUon 
ordinaire  de  la  trigonométrie,  s'Acrivent  sous  la  forme  : 


COS  -  —  Y   - 


bc 


•    ^      i/ 
sin  — ziv 


(j9  — 6)(p  — e) 
bc 
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18.  lÈqumÉJUnk  eartéAleniie  et  équation  polaire  de 
l'hyperbole.  Des  considérations  analogues  à  celles  que  nous 
venons  d'exposer  et  des  calculs  semblables  à  ceux  que  nous 
avons  développées,  prouvent  que,  dans  le  cas  de  Thyperbole, 
après  avoir  posé  FF'  =  ac,  MF'  —  MF  =  aa,  el  c"  zz  aV^  6"; 
on  a,  pour  Téquation  de  cette  courbe, 

On  trouve  aussi,  pour  Féquation  polaire  de  la  courbe, 


P  = 


P 


1  —  e  cos  w 


en  prenant  pour  direction  positive  de  Taxe  polaire  celle  qui 
est  opposée  à  la  direction  obtenue  en  allant,  du  foyer  choisi 
pour  pôle,  à  l'autre  foyer. 

IJL  Équation  «cartésienne  de  la  paraliole.  Nous  dé- 
signerons, suivant  Tusage,  par  p  la  dislance  du  foyer  F  à  la 
directrice  DD'. 


Fig.  5. 

Prenons  pour  axe  des  ce  la  perpendiculaire  abaissée  de  F, 
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sur  DD';  et  pour  axe  des  y  une  parallèle  à  DD',  équidistante 
de  F  et  de  DD'  ;  on  a  : 


MF* -y' H   [x      " 

■ 

i 

et, 

7 

1 

/ 

E 

raprès  la 

définition  élémentaire 
MF  =  MQ  ; 

de  la 

parabole, 

on  a  : 

et, 

par  suite, 

[^+-^=y'+{^- 

0\Xy 

après  simplification, 

^ 

y*  —  ipx. 

C'est  réquation  de  la  parabole  quand  on  choisit  les  axes 
que  nous  avons  indiqués. 

1&.  Équation  polaire  de  la  paraiiole.  Prenons  pour 
origine  le  foyer,  pour  axe  polaire  la  perpendiculaire  abaissée 
de  ce  point  sur  la  directrice,  la  direction  négative  de  cet  axe 
étant  celle  d'un  mobile  se  dirigeant  du  foyer  vers  la  direc- 
trice. 
On  a  : 

FH  =:  p,     MQ  =  MF  =  p ,     MFx  zz  w. 
Le  triangle  MFP  donne  d'ailleurs, 

FPiz  pcoso), 
ou, 

PH  —  Fnnpcoso), 
et,  finalement, 

y 

p  ■=! . 

\  — C   s  0) 


EXERCICES 

I.  Soient  A, A'  les  extrémités  du  grand  axe  d'une  ellipse f  M  un  point  mo- 
bile sur  la  couche;  démontrer  que  si  Von  pose  : 

MAA'  -  a,  et  MA'A  =:  a', 
Oh  a: 

Tga   Tga'^^*. 

a 

t.  Soient  F, F'  les  foyers  d'une  ellipse;  si  l'on  pose: 

MFF' -p,  MF'Fiz:?'; 
on  a: 

^2     ®  2       a-hc 

8.  On  considère  deux  cercles  égaux^  de  rayon  II;  trouver  le  lieu  des  points 

tels  que  la  somme  des  tangentes  issues^  de  l'un  d'entre  euXf  à  ces  circofi- 

férenceSj  soit  constante^  et  égale  à  2a. 

Eu  prenant  ]a  ligne  des  centres  pour  axe  des  x,  et  l  axe  radical  des 
deux  cercles  pour  axe  des  y,  on  trouve 

4.  Soit  M  un  poiiU  mobile  sur  une  parabole;  démontrer  que  si  l'on  joint 
ce  point  M  au  foyer  F  et  au  point  H,  projection  de  F  sur  la  directrice,  on  a 
constamment  : 

cotg*a  —  colg*6  —  1  ; 

en  posant  : 

MHF  n:  a  et  MFII  zz  6. 

5.  Deux  droites  A  et  A'  tournent  autour  de  deux  points  fixes  o  et  or  d'un 
mouvement  uniforme^  et  dans  des  sens  différents;  trouver  le  lieu  décrit 
par  le  point  de  concours  I,  de  ces  droites,  sachant  que  dans  la  position 
initiale  on  a  : 


(W 


100'  — 10'0  =  -. 
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En  posant  ooi  =  '2a  et  en  prenant  pour  axe  des  x  la  droite  oo',  pour  axe 
des  y  la  perpendiculaire  à  oo'  en  son  milieu  on  trouve  : 

6.  On  considère  un  cercle  A  rapporté  à  deux  diamètres  t*ectangulaires 
AOA',  BOB'.  Par  le  point  A'  on  mène  une  droite  quelconque  qui  rencontre 
BBf  au  point  C,  et  en  ce  point  C  on  élève  à  A 'G  une  perpendiculaire  qui 
rencontre  A  aux  points?  et  Q;  les  tangentes  à  à,  aux  points  ?,Q,  se  coupent 
en  un  point  I  dont  o»  demande  le  lieu  géométrique. 

En  posant  GA'A  =  9,  H  désignant  le  point  commun   aux  droites  PQ 
et  01,  on  a  : 

OH.OI  =  R\    On-OCsirK?  et  OCziRtgç, 

Ou  trouYc,  finalement, 

y*  =  Rx; 

le  lieu  est  une  parabole. 

•î.  On  considère  deux  droites  rectangulaires  xx'  et  y  y'  ;  sur  xxt  deux 
points  A,  A'  également  éloignés  de  l'origine.  Ayant  posé  oA  =oXf  =d,  dé- 
montrer que  si  l'on  considère  deux  points  m.M  qui  soient  vus  du  point  A', 
sous  un  angle  nul,  et  du  point  A  sous  un  angle  droit,  les  coordonnées  de 
ces  points  x.  y;  X,  Y  vérifient  les  relations: 

5""rf*— r— Y*' 

y  _  9.\  (d  ~  X) 

Montrer  que  ces  formules  soîU  réciproques;  c'est-à-dire  que  l'on  peut  per- 
muter les  lettres  x,X;  et  y^Y, 

8.  Démontrer  que  si  l'on  considère  les  deux  points  w,M  de  l'exercice  pré- 
cédent et  si  Von  pose: 

A'm  —  u,    A'M  =  V,    mA'A  —  o)  ; 

on  a  : 

WV  —  C?  (w  +  v)  COS  (I)  +  cT  zi  o. 

9.  On  considère  deux  droites  rectangulaires  «a:,  oy;  et  surox,  deun: points 
fixes  o'jO".  Ayant  posé  : 

oo'zzrf,     o'o"  zzd'; 

on  prend  deux  points  7», M  e/i  ligne  droite  avec  le  pointa  et  tels  que  les 
droites  o/wi,  C^M   soient    rectangulaires.    Démontrer  que   les   coordonnées 
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4r,y;  X,Y  de  ces  demi  points  vérifient  les  formules: 

x_      X(X  — rf— (/^) 

y_       Y(X  — </  — é/^) 

e/""XM-V*  — (c/-+-d')X" 

En  déduira  les  formules  suwanteê,  qui  peuvent  servir  à  effectuer  la  trans- 
formation inverse  : 

X     _     x{x  —d) 


d-hW      if-i-x'—dx 
d-hd'      i/-^x*  —  dx' 

Démontrer  quen  posant  : 

om  zz  Uy    OM  —  y    el    mK\x  n  w; 
on  a: 

did-hd')  (d      d-hd' 

-  cosw   --h- 


uo  \u 


F)+'=» 


40.  Détnonirer  que  si  deux  équations  f  {x,y)  =  o  F  {x^y)  =  o  représentent 
la  mén^e  courbe ^  les  coefficients  des  mêmes  termes  en  xet  y^  sont  proportion- 
nels. 

Si  Ton  &it  y  =  hj  on  obtient  deux  équations  fix^h)  =o  F  {xyh)z=o  qui 
doivent  avoir  les  mêmes  racines;  on  sait  alors  que  les  coefficients  des 
mêmes  puissances  de  x  doivent  être  proportionnels.  On  oblieot  ainsi  des 
relations  qui  doivent  être  vérifiées,  quel  que  soit  hj  et  on  voit  alors  que  les 
coefficients  correspondants  sont  proportionnels  dans  les  deux  équations 
proposées. 

f  t.  On  donne  un  point  o  et  une  droite  à,  par  o  on  même  une  trans^ 
veisate  mobile  qui  rencontre  une  courbe  donnée  U,  en  un  point  m,  et  A  au 
point  A  ;  on  prend  alors  AM  =  wiA,  trouver  l'équation  de  la  courbe  V,  lieu 
du  point  M. 

En  prenant  pour  axe  des  x  la  perpendiculaire  OH  abaissée  du  0  sur  A, 
et  une  parallèle  à  A,  pour  axe  des  y,  on  trouve  pour  les  formules  de  trans- 
formation, permettant  de  passer  de  l'équation  de  U,  à  celle  de  V  : 

Dans  ces  formules,  ou  suppose  oH  =  d. 
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ÉTUDE     SOMMAIRE 
DE  QUELQUES  COURBES  CÉLÈBRES. 


IB.  Définidon  de  l'ordre  d*uae  eourbe.  On  dit  qu^une 
courbe,  dont Téqua lion  est  f(x,y):=^o^  est  du  degré  w,  lorsque 
le  terme  du  degré  le  plus  élevé  en  a;  et  y,  est  du  degré  m.  Il 
est  sous-entendu  que /" (a?, ^)  désigne  une  forme  entière  A'^x 
et  dV« 

Nous  allons,  dans  celle  leçon,  étudier  sommairement  quel- 
ques courbes  remarquables  du  troisième  ou  du  quatrième  de- 
gré, mais  pour  faciliter  la  recherche  de  leurs  équations  nous 
indiquerons  d'abord  les  formules  générales  qui  servent  à  pas- 
ser du  système  cartésien  rectangulaire,  au  système  polaire  ; 
Qi  vice  versa, 

y 


a^ 


JO 


Fig.li. 


Le  triangle  rectangle  MPO  donne  : 

x:=L^  cos  («),    y  zizp  sin  w. 
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Ces  forinules  sont  utilisées  pour  passer  du  système  cartésien 
reclangalaire^  au  système  polaire  : 
Ces  mêmes  formules  donnent  : 

et  celles  ci  permettent  d'effectuer  le  passage  inverse,  du  sys- 
tème polaire  au  système  cartésien.  Ainsi,  il  est  indifférent 
d'obtenir  réquation  d'une  courbe  dans  un  système,  ou  dans 
Tautre,  puisque  Ton  peut,  très  simplement,  passer  de  Tun  à 
l'autre;  on  prendra  donc  celui  de  ces  deux  systèmes  qui  con- 
duit^ le  plus  rapidement,  à  Téquation  cherchée. 
1 9.  Ldn  Cissoide  drolÉe.  Imaginons  un  cercle  A^  un  dia* 

mètre  AB,  et  la  tangente  A'  au  point  B;  par  A,  menons  une 


Fig.  -, 

transversale  quelconque  et  prenons  Al  zz  CD  (*)  ;  le  lieu  décrit 


1.  H  e:)t  bieu  euteiidu  qii'ea  é^rivaut  Al  =00,  uous  voulons  exprimer, 
Doo  deulemeat  que  les  seguieuls  AI  ut  CD  sout  égaux,  maU  uussi  qu'ils 
ont  la  m^me  du'cclion. 


De  L.  To3iE  U. 


U 
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par  le  point  1  est  une  courbe  qui  a  reru  le  nom  de  cissoîde. 
Posons  : 

AI=:p,    IKxzzo)    et    AB  — rf; 

Nous  avons  : 

CD  =  AD  — AC, 


et,  par  conséquent, 


d 
p  iz a  cos  (I), 

COSOJ 


ou, 


,  ,         rfsin'o) 

(0  P- . 

COSW 

C'est  réquation  polaire  de  la  cissoîde.  Pour  obtenir  son 
équation  cartésienne,  on  écrit  l'équation  (*)  sous  la  forme  : 


p  cos  w .  p*  n  dp*  sin*  o). 


ou, 


x{jcr-hi/}zrdy\ 


ou,  encore, 


x' 


y'^j^x  w 


Cette  courbe  est  comprise  toute  entière  entre  la  droite  A'^  et 
Taxe  des  y\  elle  passe  parles  points  P  et  Q,  extrémités  du  dia- 
mètre perpendiculaire  à  AB,  et  des  considérations,  qui  seront 
développées  plus  tard,  permettent  de  lui  donner  la  forme  gé- 
nérale indiquée  par  la  figure.  Nous  montrerons^  seulement, 
comment  on  peut  construire  la  tangente  en  un  point  de  celte 
courbe. 

18.  Transversales  réeiproques.  Soit  ABC  un  triangle 
et  soit,  dans  son  plan,  une  transversale  quelconque  A'.  Pre- 
nons le  point  A",  symétrique  de  A'  par  rapport  au  milieu  de 
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BC;  déterminons  de  même  les  points  B"  et  C\  Il  résulte  du 
théorème  de  Ménélaûs  et  de  sa  réciproque,  que  les  trois 
points  A'B^'C^,  ainsi  obtenus,  sont  en  ligne  droite.  Ces  deux 


'    ^-^•^yv 


\    JA 


c^-^.A' 


>- 


Fig.  8. 

droites  ^'  et  à",  ainsi  liées  Tune  à  Faulre,  et  telles  que  A*' 
correspondant  à  A',  réciproquement,  à  A"  correspond  A', 
seront  nommées  transversales  réciproques. 

Ces  droites,  ainsi  associées,  se  rencontrent  dans  plusieurs 
questions  et  nous  allons  les  utiliser  pour  construire  les  tan- 
gentes aux  courbes  remarquables  que  nous  éludions  en  ce 
moment. 

10«  Tanguante  ik  la  cissoide.  Considérons  deux  trans* 
versâtes  ACD,  AC'iy  et  prenons  sur  ces  droites  AI  =  CD, 
Al'zrC'D';  les  deux  points  I  et  T,  ainsi  obtenus,  sont  deux 
points  de  la  cissoïde.  Les  deux  droites  C'C  et  V\  sont  deux 
transversales  réciproques,  dans  le  triangle  ADD';  on  peut 
donc  dire  que  les  points  M  et  M'  sont  symétriques  par  rapport 
au  milieu  de  DD'.  Si  nous  supposons  maintenant  que  la  trans- 
versale AC'D'  vienne  se  confondre  avec  ACD,  la  droite  11',  par 
définition,  a  pour  position  limite  la  tangente,  au  point  I,  à 
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la  cissoïde  et,  d'autre  part,  CC  '  devient,  à  la  limite,  la  tan- 
gente au  cercle,  au  point  G. 


De  celte  remarque  résulte  une  construction  de  la  tangente 
à  la  cissoïde;  cette  construction  est  indiquée  sur  la^ figure  7. 
Pour  obtenir  la  tangente  V,  on  a  pris  Dix'  z=  Dji.. 

ftO.  I^  cissoïde  oblique.  La  cissoïde  oblique  est  en- 
gendrée de  la  manière  suivante.  Soit  A  un  point  fixe  pris  sur 
un  cercle  A;  par  ce  point  Amenons  une  transversale  qui 
rencontre  A  au  point  C  et  une  tangente  fixe  A',  au  point  D. 
Si  nous  prenons,  à  chaque  instant,  AI  =  CD;  le  lieu  du  point  I 
est  une  strophoïde  oblique.  Lorsque  le  point  A  est  diamétra- 
lement opposé  au  point  de  contact  de  A  et  de  A',  le  lieu  du 
point  I  est  la  cissoïde  droite^  que  nous  avons  étudiée  tout  à 
l'heure . 

Des  formules  connues,  donnent  les  relations  : 

AC  =  d  cos((i)  -+-  a),     ABc=  rfcos  a; 
et, 

AD   ^        AB        __     rfcosa 
cos  «      cos  (a  —  (o)      (cos  a — w/ 
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On  a,  d'ailleurSi 


AI  =  p  =  AD  — AC  = 


d  cos'  a 
cos  (a  —  (.)) 


—  dcos{x  +  w); 


Fîg.  lo. 


et,  par  conséquent, 


=  d 


cos*  a  —  cos  (a  —  w)  cos  (a  +  w) 
cos  (a  —  w) 


OU,  finalement, 


p-d 


sur  0) 


cos  (a  —  0))  ' 


o> 
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Cest  réquation  polaire  de  la  stpophoïde  oblique.  Cette 
équation  transformée  dans  le  système  cartésien,  devient  : 

(a?*  -4-  y*)  {x  cos  a  -h  y  sin  a)  zz  dy*. 

La  discussion  de  cette  équation,  discussion  dans  le  détail  de 
laquelle  nous  ne  voulons  pas  entrer  encore,  prouve  que  la 
courbe  a  la  forme  générale  indiquée  par  la  figure. 

La  tangente  à  cette  courbe  s'obtient  d'ailleurs,  si  Ton  veut, 
en  appliquant  le  théorème  des  transversales  réciproques  et 
en  prenant,  comme  Tindique  la  figure.  Dix'  zz  D[jl.  Lorsque  h* 
point  (JL  s'éloigne  à  Tinfini,  on  obtient  la  tangente  parallèle 

à  A. 
91 .  Strophoide  droite*  Soit  A  une  droite  fixe,  et  o  un 

point  donné  ;  abaissons  de  o  une  perpendiculaire  oAz=A, 
sur  A;  et,  sur  une  transversale  quelconque  menée  par  o, 
prenons  Bl  =81'— BA;  le  lieu  du  point  I,  ou  du  point!', 
est  une  courbe  qu^on  nomme  strophoïde  droilè. 


Fig.  11. 

On  a,  en  considérant  le  point  I, 


2Iz:oB^-ABn 


ou, 


ozzk 


COS  (•) 


1  4-  sm  c.) 


COSù) 


+  /'  toro). 
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c*est  réquation  polaire  de  la  stropholde.  Dans  le  système  car- 
tésien, cette  équation  transformée,  et  débarrassée  du  facteur  a*, 
est: 

9.h  —  X' 

La  discussion  de  cette  valeur  de  y*  prouve  que  la  courbe  a 
la  forme  générale  que  nous  avons  indiquée  sur  la  figure  ci- 
dessus. 

99.  Seconde  g^énératlon  de  la  sirophoide*  Cons- 
tmetion  de  la  tangente  en  nn  point.  Imaginons  un  cer- 
cle A,  et  deux  diamètres  rectangulaires;  si,  autour  du  point  0, 
on  fait  tourner  une  transversale  A'  et  que  Ton  prenne,  à  char 
que  înstent,  Oï  z:  CD;  le  lieu  du  point  I  est  une  strophoïde. 


Flg.    12. 

En  effet  la  perpendiculaire  abaissée  du  C3ntre  A,  sur  la 
transversale  A'  tombe  au  milieu  de  la  corde  OD,  par  consé- 
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queni,  au  milieu  de  CI,  puisque  Ton  suppose  que  01  =  CD.  Le 
triangle  I AC  étant  isocèle,  le  triangle  lEO  qui  lui  est  semblable, 
est  aussi  isocèle  et  cette  remarque  prouve  que  le  lieu  du  point 
I  est  une  strophoïde,  ayant  pour  sommet  le  point  A,  et  pour 
point  double  le  point  0. 

Le  théorème  des  transversales  réciproques,  appliqué  à  cette 
figure,  montre  que  si  Ton  prend,  comme  l'indique  la  figure 
Dia' =1  DiJt.,la  droite  \i'l  est  la  tangente  à  la  strophoïde  au  point  I. 

598.  SSÉrophoide  oblique.  Imaginons,  dans  un  cercle  A 
(fig.  14)  deux  diamètres  obliques  OAB,  PAQ  ;  par  le  point  0 
menons  une  transversale  sur  laquelle  nous  prenons  01  ==  CD  : 
le  lieu  du  point  I  est  une  courbe  qu'on  nomme  strophoïde 
oblique.  On  remarquera  que,  dans  le  cas  où  les  deux  dia- 
mètres considérés  deviennent  reclangulaires,  cette  courbe 
coïncide  avec  la  strophoïde  droite. 


La  strophoïde  oblique  peut  être  engendrée,  comme  l'indi- 
que la  figure  (i3),  en  considérant  deux  droites  obliques  A,  A' 
et  en  prenant,  à  chaque  instant,  Ci'z=Cl=CB.  Ces  deux  défini-, 
tiens  rentrent  Tune  dans  Ta utre.  On  le  reconnaît  en  observant, 
comme  nous  l'avons  fait  tout  à  Theure  pour  la  strophoïde 
droite,  que  le  milieu  de  CI  (fig.  i4),  coïncide  avec  le  milieu 
de  OD.  On  en  déduit  que  OMI  est  un  triangle  isocèle  ;  les  deux 
définitions  donnent  donc  la  même  courbe. 

Si  l'on  désigne  par  2R,  le  diamètre  du  cercle  A,  on  a 

OD  — aUcosw, 
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et. 


OC 


R 


On  a,  d'ailleurs, 
et,  par  suite, 

—  —  2  COS  <»>  - 


sin  a      sin  (a  —  <»)) 
OI  =  CD=zOD-OC; 


sin  a  a  sin  (a  —  w)  cos  w— sin  a 


sin  (a  —  w) 


sin  (a  —  (•)) 


Ki«    i{. 


OU,  enfin,   en  appliquant  la  formule   connue  :  sin  (a -f- 6) 
-4-  sin  (a  —  6).=  2  sin  a  cos  6, 

p  _  sin  (a  —  20)) 

U       sin  (a  —  w  )  * 
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C'est  réqualion  polaire  de  la  strophoïde  oblique.  Si  on  la 
convertit  en  coordonnées  cartésiennes,  on  obtient  Téquation 
suivante  : 
(^ ■+•  y*)  {x  sin  a  —  y  cos  a)  —  R  (x*  sin  a  —  2xy  cos  a  —  y*  sin a). 

La  figure  (i4),  sur  laquelle  on  a  pris  OA'  =  OA,  indique  la 
forme  générale  de  cette  courbe;  le  tracé  de  cette  courbe  a  été 
effectué  en  s'appuyant  sur  la  définition  géométrique  du 
point  I  ;  on  a  enfin  appliqué  le  théorème  des  transversales 
réciproques  et,  notamment,  pour  avoir  la  tangente  au  point  I, 
on  a  pris  Dh^'  =  Dp.. 

ft^,  Les  coaehoides.  —  Construction  de  la  tan g^ente. 
Soit  A  une  courbe  donnée  et  soitO  un  point  fixe;  ayant 
choisi  sur  A  un  point  M,  de  pari  et  d  autre  de  ce  point,  sur  le 
rayon  vecteur  OM,  on  prend  MI  zzMV  zzh,  h  désignant  une 
longueur  fixe  donnée  ;  à  chaque  point  M  correspondent  deux 
points  1,  V.  Le  lieu  décrit  par  ces  points  est  une  courbe  qui 
est  dite  une  conchoïde  de  la  courbe  donnée  A. 


Si  Ton  désigne  par /*(?,  0))  zi  0,   l'équation  p'olaire  de  A, 
celle  de  la  conchoïde  est  donc  : 

f{?±h,iù)zzo. 
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Nous  iadiquerons  d'abord  comment  on  peut  construire  la 
tangente  en  un  point  pris  sur  une  conchoide.  Du  point  » 
comme  centre,  avec  h  pour  rayon,  décrivons  un  cercle  et  con- 
sidérons deux  points  voisins  sur  A.  Le  théorème  des  trans- 
versales réciproques  prouve  qu'en  prenant  M;i'  zz  Mja,  la 
droite  p-'F  est  la  tangente  au  point  F.  Ce  même  théorème, 
appliqué  au  point  I,  montre  que  si  Ton  construit  le  parallélo- 
gramme */AlB,  la  tangente  au  point  I,  à  la  conchoïde,  est  pa- 
rallèle à  la  diagonale  AB  de  ce  parallélogramme. 

li&.  C^oehoides  de  droite  on  eonehoide  de  Mico- 
niède.  Examinons  le  cas  particulier  où  l'on  transforme  une 
droite,  par  la  méthode  précédente.  Le  pôle,  ou  point  fixe, 
étant  0,  A  étant  la  droite  proposée,  et  les  axes  étant  ceux 
qu'indique  la  figure 


on  a, 


y 

fui) 

I 

J 

A 

jt> 

Fig.    iG. 


d 


P  = 


COSU) 


±h. 


C'est  réquation  polaire  de  la  conchoïde  de  Nicomède. 

Si  Ton  convertit  cette  équation  dans  le  système  cartésien., 
on  trouve  : 

^  ^x"  (h'\'  d  —  x){h  --  d-h  X) 


28 


DEUXIÈME  ET  TROISIÈME  LEÇONS 


Les  figures  ci-dessous  : 


!.. 


jc/        o 


%X' 


Fig.  17. 

montrent  les  différentes  formes  affectées  par  la  conchoïde  de 
Nicomède,  suivant  que  Ton  suppose  : 

h<idy    h:=zdj     ou    h>d, 

m 

9B.  Conchoïde  de  cserele  ou  Eilmaçon  de  Pascal. 

Considérons  encore  la  conchoïde  du  cercle.  On  a  : 

OM  z=  d  cos  w 
et,  par  conséquent, 

p=:dcosci)JhA. 
L*équation  cartésienne  est  : 

(x'-i-y'^dxyzzh'iaf-hy*). 

La  discussion  de  cette  équation  ou  même,  et  plus  simple- 
ment, la  propriété  géométrique  des  points  I  et  T,  montre  que 
la  conchoïde  du  cercle  peut  affecter  les  trois  formes  ci«dessous. 


Fig.  2t). 


Fig.  21 


Fig.  22 


Le  cas  particulier  où  Ton  suppose  hzzd,  celui  qui  corres- 
pond à  la  figure  (21),  donne  un  limaçon  d'un  genre  remar- 
quable, présentant  à  l'origine  un  point  singulier,  que  nous 
nommerons  plus  tard  point  de  rebroussement.  Cette  courbe 
est  la  cardioïde. 
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599.  Ovales  de  Cassinl.  L'ovale  de  Cassini  esl  une  courbe 
qui  jouit  de  cette  propriété  que  le  produU  des  distances  d*un 
point  pris  sur  elle,  à  deux  points  fixès^  dits  foyers  de  la  courbe, 
est  constant,  quelque  soit  le  point  de  Tovale.  / 

Dans  le  système  bipolaire,  F,  Frétant  les  foyers,  R  et  II 
les  coordonnées  d'un  point  I  de  la  courbe,  et  a  désignant  une 
constante,  l'équation  est  : 


a*  zz  rr'. 


Si  Ton  prend  pour  axe  des  x  la  ligne  des  foyers  et  pour  axe 
des  y  une  perpendiculaire  à  celte  droite,  en  son  milieu  0, 
en  posant  FF'  z=  ac,  on  a  : 

r»  i=y*-h  (a?  —  c)%    r''=:y*  +  (u?  -f-  c)*  ; 

d'où  l'on  tire, 

a*  =  {y*  4-0?'  +  c*  —  2cx)  {y*  -hx^  4-  c'  +  2cx). 
C  est  l'équation  cartésienne  des  ovales  de  Cassini. 
Enfin,  si  Ton  pose  01  rr  p,  et  lOx  =:  w,  on  a  : 

r*  zz  6**  +  ?*  +  2^*P  cos  (I), 
r'*  —  c'  -h  p*  —  2cp  cos  0)  ; 

d'où  Ton  déduit  : 

p*  —  2pV  cos  20)  -h  c*  —  a*  —  o. 

Celte  équation  polaire  des  ovales  de  Cassini  met  en  évidence 
un  cas  singulier  remarquable,  celui  où  Ton  suppose  a=:c. 


l^) 
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Dans  celte  hypothèse,  Téquation  peut  être  simplifiée^  et  l'on  a  : 

p*  —  2C'  COS  20>. 

Cette  courbe  est  la  Lemniscate  de  BernouUi;  nous  revien- 
drons tout  à  rheure  sur  une  génération  particulière  qu'elle 
comporte. 

598.  Tangente  aux  ovales.  Considérons  deux  points  I, 
I  ',  sur  un  ovale  de  Cassini  ;  nous  avons,  d'après  la  définition 
mémo, 

FI.FlzzFl'.F'r. 

De  cette  relation,  nous  déduisons  : 

F[_Fr 
FJ'T'i" 

Les  bissectrices  des  angles  IFI',  IF'l' coupent  donc  H',  en 
des  points  A, A'  symétriques,  par  rapport  au  milieu  de  II'. 
Cette  remarque  s'applique  aux  droites  FB,  Fii'  qui  sont  per- 
pendiculaires, respectivement,  à  FA  et  FA'. 


^-"=N^B 


Fig.  j4- 


Imaginons  maintenant  que  le  point  V  vienne  se  confondre 
avec  le  point  I  ;  les  droites  FA,  F'A'  ont  pour  position  limite, 
l'une  FI,  l'autre  F'I.  D'après  cette  remarque  la  tangente  à 
l'ovale  de  Cassini,  au  point  I,  s'obtient  en  menant  par  1, 
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une  droite  partagée  en  deux  parties  égales  par  les  perpen- 
diculaires élevées  :  la  première  au  point  F,  perpendicu- 
lairement à  FI  ;  l'autre  au  point  F%  perpendiculairement 
à  F'I. 

:S9.  E.einiiiseate  de  Bemoalli.  Nous  indiquerons  main- 
tenant une  nouvelle  génération  de  cette  courbe  remarquable, 
génération  à  laquelle  nous  avons  fait  allusion  tout  à  Theure. 

Imaginons  un  cercle  À  et  un  point  extérieur  0,  point  telle- 
ment choisi  que  les  tangentes  issues  de  0  à  A  soient  rectan- 
gulaires. Menons  par  0  une  transversale  quelconque  OCD  et 
prenons  01  -=.  01'  —  CD  ;  le  lieu  du  point  ï,  et  celui  du  point  1'. 
est  une  lemniscate  de  Bernoulli. 


Fig.  25. 

£n  effet  soit  F  le  centre  du  cercle  A  ;  abaissons  de  F  une 
perpendiculaire  FP  sur  A  ;  nous  avons 

—      —      —      ÔF'      —  ÔF« 

CP*  =  CF*  —  PF*  =  -^ OF*  sin*  w  z=  —  cos  20), 

2  2 

ou,  en  posant  OF  ir  c,  et  en  remarquant  que  CP  z=   , 

a 

p*  ZZ2C*C0S  2W. 

C^est  réquation  que  nous  avons  trouvée  plus  haut,  pour  la 
lemniscate  de  Bernoulli. 


m 
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Le  théorème  des  transversales  réciproques,  prouve  que,  en 
menant  les  tangentes  en  C  et  D,  à  A,  et  en  prenant  DiiL'=:  Dijl, 
\l'1  est  la  tangente,  à  la  lemniscate,  au  point  I. 

SO.  Ovales  de  Deseaites.  Ces  courbes  sont  définies^ 
dans  le  système  bipolaire,  par  une  relation  du  premier  degré 
entre  les  coordonnées  r,  r'.  Les  ovales  de  Descartes  ont  donc 
pour  équation,  dans  ce  système  de  coordonnées, 

ar-h6r'-+-Y=:o. 

On  doit  à  Chasles  une  description,  point  par  point,  de  ces 
courbes.  Soient  A  et  A'  deux  cercles  de  centres  0, 0'  et  soit 
pris,  sur  celte  ligne,  un  point  S  :  par  ce  point  menons  une 
transversale  quelconque  SA 'A  ;  les  rayons  OA,  OA'  se  coupent 
en  un  point  I  qui  décrit  un  ovale  de  Descartes,  quand  la 
transversale  tourne  autour  de  S.       % 


Fig.  j(). 

En  effet,  le  lliéorème  de  Ménélaûs  donne 

OA     A'I     SO' 


AI  '  O'A'  •  SO  "  *' 


ou,  en  posant, 


OA  =  U,    0'A'=:K',    01  =r,    0'l  =  r'    et    ^  =  a|J^; 


a. 


H       r'  —  W    K' 


r  -  K  *      IV 


•Ti  =  '- 
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Cette  relation  peul  s'écrire  encore, 

ar'— -r  — aR'— R. 

Le  lieu  du  point  I  est  donc  un  ovale  de  Descartes.  On  re- 
marquera que  dans  le  cas  particulier  où  a  =:  i,  quand  le  point 
fixe  considéré  est  le  centre  de  similitude  externe  des  deux 
cercles,  l'ovale  devient  une  hyperbole  :  on  obtient  une  ellipse 
en  plaçant  le  point  S  au  centre  de  similitude  interne.  ^ 

31.  Les  Podaires.  Considérons  une  courbe  quelconque  F, 
et,  d'un  point  fixe  0,  abaissons  une  perpendiculaire  01,  sur 
une  tangente  A,  de  P.  Le  lieu  de  ce  point  I,  quand  A  roule 
sur  la  courbe  proposée  F,  est  une  podaire  de  cette  courbe. 


\A     Fig.  i7. 

Pour  citer  un  exemple  d'une  pareille  courbe,  on  peut  re- 
marquer que  la  podaire  d'un  cercle^  par  rapport  à  un  point 
quelconque  0,  pris  dans  son  plan,  est  un  limaçon  de  Pascal. 
Ce  limaçon  devient  une  cardioïde  dans  le  cas  particulier  où 
Ton  suppose  que  le  point  0  est  placé  sur  le  cercle. 

La  tangente  en  un  point  d'une  podaire  se  construit  très 
simplement,  en  utilisant  la  remarque  suivante. 

Considérons  deux  tangentes  A,  A%  à  la  courbe  F,  et  soiervl 
1  et  r  les  pieds  des  perpendiculaires  tibaissées  du  point  Ô 
sur  ces  droites  que  nous  supposons  sécantes.  Soit  M  leur 

De  L.  Tome  II.  ^ 
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point  commun  ;  le  quadrilatère  OMir  est  inscriptibte  et  le 
centre  du  cercle  circonscrit  à  ce  quadrilatère  est  le  milieu  de 
OM.  La  perpendiculaire  HK  élevée  au  milieu  de  la  corde  ir 
passe  donc  par  le  point  K,  milieu  de  OM. 

Supposons  maintenant  que  A'  vienne  se  confondre  avec  A, 
le  point  M  a  pour  position  limite  le  point  de  contact  \l,  de  A 
avec  F;  le  point  K  a  pour  limite  le  point  K',  milieu  de  0[x  ; 
enfin  la  droite  KH,  a  pour  limite  K'I.  Nous  pouvons  conclure 
de  là  que  la  tangente  au  point  I,  à  la  podaire,  est  la  droite  ÂB, 
droite  qui  fait,  avec  le  rayon  vecteur  01,  un  angle  égal  à  celui 
que  Op.  fait  avec  A. 

39.  Eileax:  géométriques;  méthode  do  paramétre 
variable.  Dans  un  grand  nombre  de  cas  une  figure  de  géo- 
métrie dépend  d'un  paramètre  variable  a  (angle  ou  longueur) 
et  si  Ton  distingue^  dans  cette  figure,  un  point  particulier  I, 
ce  point  I  est  mobile  quand  on  fait  varier  a;  on  peut  alors 
demander  le  lieu  géométrique  décrit  par  ce  point. 

Ayant  choisi  des  axes  des  coordonnées,  si  Ton  appelle  a?,  y  les 
coordonnées  de  I,  dans  ce  système,  on  peut  remarquer  que 
X  et  y  sont  déterminés,  quand  on  connaît  a;  il  existe  donc 
deux  relations,  entre  les  constantes  données  et  les  quantités 
X,  y  et  a.  Désignons  ces  relations  par  : 

(i)    A  (^> y,  a)  =  0,    (2)    f^(x,y,<x)  =  o. 

D'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut  {$  7),  l'équation  du  lieu 
décrit  par  le  point  I  s'obtiendra  en  éliminant  a  entre  (i)  et  (2). 
Tel  est,  en  quelques  mots,  le  principe  de  cette  méthode 
qui  est  fréquemment  employée  dans  la  géométrie  analytique. 
Nous  ferons  encore  observer  que  cette  méthode  est  susceptible 
d'une  généralisation  à  laquelle  nous  aurons  souvent  recours. 
Cette  généralisation  consiste  à  introduire  deux  paramètres 
variables  a ,  6  ;  il  faut  alors  établir,  entre  eux  et  les  coordon- 
nées du  point  I,  trois  relations  : 

A  {oi^j  y,  a,  ^)  —  0  ;     /",  (x.  y,  a,  p)  r=  o  ;     /;  (x,  y  a,  3)  -  o 
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Si  Ton  a  trois  paramètres  variables,  ils  devront  être  liés 
aux  coordonnées  x  et  y,  par  quatre  équations^  et  ainsi  de 
suite. 

88.  Application.  On  considère  deux  points  fixes  A,A^ 
sUtiés  sur  une  perpendiculaire  à  une  droite  donnée  A;  soit  M 
un  point  mobile  sur  A,  on  demande  le  lieu  décrit  par  le  point 
de  concours  de  A'M  et  de  la  perpendiculaire  élevée  à  AM,  au 
point  A. 

La  figure  proposée  est  déterminée  quand  on  donne  «; 
appelons  x  ei  y  les  coordonnées  du  point  dont  on  cherche 
la  figure  géométrique .  En  posant  OA  ^  OA'  =za;ei  kVzzdy 
nous  avons  : 

(i)     y  =:  (a  —  0?)  cotg  a, 


et, 


MPizdlga, 


y  __  a-hx 


ou, 


y  _a-hx 


aa^  DEUXIÈME  ET  TROISIÈME  LEÇONS 

Si,  [entre  (i)  et  (a)^  nous  éliminons  a,  nous  avons  Téqua- 
tion: 

y  — -: \-x  —a  . 

Le  lieu  cherché  est  donc  une  ellipse  ;  nous  reviendrons, 
plus  tard,  sur  celle  génération  remarquable  de  Tellipse; 
nous  avons  seulement  voulu  montrer  ici,  sur  un  exemple  très 
simple,  une  application  de  la  méthode  indiquée  dans  le  para- 
graphe précédent  ;  méthode  élémentaire,  qui  permet  de  trouver 
de  nombreux  lieux  géométriques^  en  appliquant  les  seuls 
principes  établis  j usqu*ici. 


EXERCICES 


i.  On  donne  une  parabole  P  dont  le  sommet  est  le  point  0,  et  Vaxe^  la 
droite  ox  ;  soit  M  un  point  mobile  sur  P,  on  joint  DM  et  par  M  on  mène 
une  parallèle  à  ox.  Cette  dernière  droite  rencontre  la  perpendiculaire  élevée 
à  CM,  au  point  O^en  un  point  I  dont  on  demande  le  lieu  géométrique. 

On  trouve,  soit  par  la  méthode  du  paramètre  variable,  aoit  par  des  con- 
sidérations géométriques  prenant  pour  base  la  relation  y*  =  2pXy  que  le 
lieu  du  point  I  est  la  droite  a;  =  —  3/>.  Ou  peut  déduire  de  là  un  procéder 
commode  pour  construire  la  parabole,  point  par  point,  au  moyen  d'une 
équerre,  connaissant  i°  le  sommet,  a**  Taxe,  3°  un  point  de  la  courbe.  ' 

S:  La  droite  mM,  limitée  aux  points  m  et  M  est  vue  sous  un  angle  droit  du 
point  A  et  du  point  A',  trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  M,  connaissatit 
celui  du  point  mobile  m. 

Eu  prenant  pour  axe  des  x  la  droite  AA' ,  et  pour  axe  des  y  la  perpen- 
diculaire au  milieu  de  AA',  on  trouve  pour  formules  de  transformation  : 

x  +  Xzzo,    — Yy-h^c'-ef; 

ûd  désignant  la  distance  AA'. 

8.  On  considère  un  cercle  et  un  diamètre  fixe  AB;  soit  CD  tm  diamètre 
mobile:  du  point  C  on  abaisse  sur  AB  une  perpendiculaire  qui  rencontre  AD 
en  un  point  I.  Démontrer  que  le  lieu  de  ce  point  est  une  cissoïde. 


' 
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4.  Soii  AB  un  diamètre  fixe  d*un  cercle  A,  et  soit  CD  une  corde  mobile^ 
perpendiculaire  à  AB  ;  prenons  le  point  C  diamétralement  opposé  au  point  C, 
la  droite  C'A  rencontre  CD  en  un  point  I;  lé  lieu  de  ce  point  est  une  c'«- 
solde, 

5.  On  donne  nn  cercle  A  et  une  tangente  fixe  A'  ;  soit  A^  une  tangente 
mobile  rencontrant  A  au  point  A,  et  à>  au  point  B  ;  si  Von  prend  BI  =  BA, 
le  lieu  du  point  I  est  une  cissoîde. 

•.  Le  Heu  des  foyers  des  paraboles  ayant  un  sommet  fixe  et  passant  par 
un  point  fixe  est  une  cissoïde, 

9.  Un  cercle  de  rayon  invariable  roule  sur  une  droite  donnée  ^;par  un 
point  Of  fixe  et  pris  sur  A,  on  mène  au  cercle  une  tangente;  le  lieu  des 
points  de  contact  est  une  strophoïde, 

8.  Dans  un  cercle  A,  on  considère  un  rayon  fixe  OA  et  un  rayon  mo- 
Itile  Ofi  :  démontrer  que  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  hauteurs  du 
triangle  AOB,.  est  une  strophoïde, 

t.  Soit  A  un  point  fixe  pris  sur  un  cercle  A  et  soit  A'  la  tangente  au 
point  k'f  diamétralement  opposé  au  point  A  ;  par  A  on  mène  une  trans- 
versale qui  rencontre  A  en  B,  et  A'  en  C  ;  démontrer  que  si  ton  prend 
31  =  CB,  le  lieu  de  I  ^t  une  strophoïde, 

10.  Sur  un  cercle  A,  on  prend  un  point  fixe  A;  un  angle  droit  BOC 
tourne  autour  du  centre,  on  joint  K  et  B  ;  la  droite  ainsi  obtenue  rencontre 
OC  en  un  point  qui  appartient  constamment  à  une  strophoïde, 

fi.  Soit  A  un  point  fixe  pris  sur  une  courbe  du  centre  0  ;  par  A  ou 
mène  une  corde  mobile  AB  :  la  perpendiculaire  élevée  au  rayon  OB,  au 
point  0,  rencontre  AB  en  un  point ,  dont  le  Heu  géométrique  est  une  stro- 
phoïde, 

iS.  On  considère  un  angle  droit  yox  et  sur  oy  un  point  fixe  A  ;  on  mène 
par  A  une  transversale  A  qui  rencontre  ox  en  B  ;  trouver  le  lieu  décrit  par 
le  point  ly  pris  sur  A,  et  tellement  choisi  que  ton  ait  Al  =  OB. 

La  courbe  qae  Ton  troave  est  la  courbe  de  contour  apparent  dana  Té- 
pure  de  Ja  vis  à  filets  triangulaires.  (V.  Puncelet.  Applications  de  Vanalyse 
à  la  géométrie,  t.  1  ;  p.  44?.)  Si  l'on  prend  Bl'  =  lA,  le  lieu  du  point  I'  est 
une  strophoïde  ;  la  méthode  des  transversales  réciproques  permet  de  cons- 
truire la  tangente  au  point  l',  à  la  strophoïde  ;  cette  méthode  s'applique 
donc  aussi  à  la  courbe  proposée. 

IS.  Le  lieu  des  points  tels  que  les  rapports  de  leurs  distances  à  deux 
circonférences  soit  constant,  estun  ovale  de  Descartes ,  (Newton) 

14.  Démontrer  que  les  tangentes  aux  points  A,  A'  (fig.  26),  et  les  tan- 
gentes au  point  J,  à  Vovale  de  Descartes,  sont  des  dtvites  concourantes, 

(Chaslbs) 
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CONSTRUCTION  DES  EXPRESSIONS  HOMOGÈNES 


8ift.  Théorème.  Les  formules  ou  relations  de  la  géomé- 
trie sont  des  expressions  homogènes,  quand  aucune  ligne  de 
la  figure  n'est  prise  pour  unité. 

Imaginons  qu'entre  des  longueurs  a,  b,  Cy  on  ait  trouvé 
une  relation  que  nous  représenterons  par  : 

(i)    f{a,b,c)zzo; 

nous  allons  montrer  que  /"(a,  ô,  c)  est  une  fonction  homo- 
gène ou  que,  s^il  n'en  est  pas  ainsi,  la  relation  trouvée  peut 
être  remplacée  par  des  relations  homogènes. 

En  effet,  a,  b,  c  représentant  des  longueurs  qui  ont  été 
évaluées  avec  une  certaine  ligne  t,  prise  pour  terme  de  com- 
paraison, changeons  d'unité  et  prenons  une  nouvelle  ligne  0, 
pour  lui  comparer  les  lignes  de  la  figure  proposée.  Celles-ci 
ont  des  longueurs  qui  sont  alors  a',  6%  c';  les  nombres 
a',  ô',  c';  a,  ô,  c  vérifiant  les  égalités  : 

a  =  Xa',    b  =  \b',    c  =  \(f,  etXrr(j]. 

On  a  donc, 

f(ka'y\b',\&)  —  o. 

Si  /est  une  fonction  homogène,  du  degré  ia»  on  peut  poser  : 

fÇka\  \b',  \c')  =  X^  na\  b\  c'), 

et  la  relation  (0  devient, 

/(a',  b^cTj  —  o, 
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C'est  la  même  relation  que  (i),  seulement  les  lettres  a,  6,  e^ 
sont  changées,  respectivement,  en  a\  6' et  c'. 

Supposons  au  contraire  que  /(a^  b,  c)  soit  une  expression 
non  homogène  et  admettons,  d'abord,  qu'elle  soit  une  fonction 
entière.  Nous  pourrons  la  mettre  sous  la  forme  d^une  somme 

de  fonctions   entières  et  homogènes,  ?(a, 6, c), 4'(«, ^, c)... 
et  nous  avons  : 

fifl,  6,  c)  s  (p  (a,  6,  c)  -h  4/  (a,  6,  c)  +  .  .  ; 
par  conséquent, 

AXa', >^6', XO  =  >^*'' ? ( «',  6',  ^0  +  >^*'" *(«',  fr',  O  +  ... 

Le  rapport  X  est  une  quantité  variable,  puisque  6  est  une 
longueur  que  Ton  peut  arbitrairement  choisir.  Le  second 
membre  de  cette  égalité  étant  nul,  quel  qtiesoit  X,  on  a  donc: 

Dans  ce  cas,  la  relation  proposée  donne  donc  lieu  à  plu- 
sieurs relations  homogènes  entre  les  lignes  de  la  figure. 

Si  réquation  f{a,  6,  c)  :r  o  renferme  des  quantités  irration» 
nelles,  on  peut  toujours,  comme  nous  Favons  indiqué  en 
algèbre,  obtenir  une  relation  U  —  o  ne  renfermant  plus  de 
radicaux,  et  la  fonction  U  doit  être  homogène  ou,  pour  la 
raison  que  nous  avons  donnée  tout  à  Theure,  se  décomposer 
en  relations  homogènes. 

II  faut  encore  observer  que  les  fonctions  transcendantes  de 
la  trigonométrie  représentant  des  rapports  de  deux  lignes^ 
restent  invariables  quand  on  change  l'unité.  Elles  doivent 
être  considérées  comme  des  nombres^  quand  on  cherche  à 
vérifier  l'homogénéité  des  formules. 

Nous  nous  bornons  à  constater  l'homogénéité  des  formes 
algébriques  fournies  par  les  propriétés  géométriques  d'une 
figure,  dans  les  trois  cas  que  nous  venons  d'examiner  succes- 
sivement et  qui  correspondent  aux  fonctions  entières,  irra- 
tionnelles, ou  transcendantes;  ces  dernières  renfermant  seu- 
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lement  les  transcendantes  de  la  trigonométrie  élémentaire. 
Ces  expressions  sont  en  effet  les  seules  que  nous  rencontre- 
rons dans  ce  cours,  si  Ton  en  excepte  pourtant  quelques 
courbes  transcendantes,  comme  celles  que  nous  avons  trou-  ' 
vées  en  algèbre, 

yzza^^    yz=.\jx\ 

et,  aussi,  comme  quelques  spirales, que  nous  étudierons  dans 
le  système  des  coordonnées  polaires. 

L'équation  d'un  lieu  géométrique  étant  une  relation  entre 
les  lignes  données  et  les  lignes  variables  x^  y  qui  repré- 
sentent les  distances  d'un  point  à  deux  droites,  on  peut  donc 
dire  : 

Lorsqv! aucune  ligne  de  la  figure  n'est  prise  pour  unitéj  ré- 
quation  du  lieu  géométrique,  et  toutes  celles  qui  ont  servi  à  la 
trouver^  doivent  être  homogènes. 

3&.  Remarque.  Lorsqu'une  figure  ne  renferme  que  des 
anglesy  les  lieux  géométriques  que  peut  engendrer  cette  figure 
sont  formés  par  une  ou  plusieurs  droites. 

En  effet,  si  Ton  désigne  les  angles  par  <p,  «l^, ...  Téquation  du 
lieu  est  : 

(0    f{Xyy,o,^,,.,)z=Lo. 

Les  constantes  données,  9  et  ^y  entrent  sous  forme  de  lignes 
trigonométriques  et,  par  conséquent,  on  peut  dire  que  l'équa- 
tion (1)  est  une  fonction  homogène  en  x  et  y.  La  propriété  qui 
nous  occupe  est  alors  la  conséquence  immédiate  du  théorèmey 
suivant.  -^ 


>.  Théorème.  Toute  fonction  homogène  d^x  et  d^y^  du 
degré  tw,  représente  un  faisceau  de  m  droites,  réelles  ou  imagi- 
naires ^  passant  par  V origine;  et  réciproquement. 

Considérons  d'abord  le  cas  le  plus  simple,  celui  où  l'on  sup- 
pose  m  =  1 .  L'équation  proposée  est  alors  : 

(i)    Aa7  +  By=:o, 

A  et  B  n'étant  pas  nuls  à  la  fois.  Si  Ton  a  A  =  o,  cette  éqoa- 
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tion  se  réduit  à  By  =  o,  ou  à  y  i=  o,  puisque  ron  suppose  B  ;zf  o. 
Dans  ce  cas  particulier,  Féqualion  représente  donc  Taxe  ox. 
On  voit  de  même  qu'elle  représente  Taxe  oy,  quand  on  a  B  —  o. 
Enfin,  dans  le  cas  où  A  et  B  sont,  l'un  et  l'autre,  différents  de 
zéro,  la  relation  peut  être  écrite  sous  la  forme  : 

x_    y 


B      -A 

Il  existe  un  point  M  dont  les  coordonnés  x'y  y\  sont  : 
x'  =  B,  y'  ir  —  A.  L'équation  devient  alors  : 

(2)   —  HZ  — • 

^  ^  X'      y' 

Les  propriétés  des  triangles  semblables  prouvent  :  i^  qu'à 
toute  solution  de  l'équation  (2),  correspond  un  point  M'  placé 
sur  la  droite  OM  ;  et  que,  réciproquement,  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  de  OM  vérifient  la  relation  proposée. 
En  résumé  l'équation  (1)  représente  une  droite  passant  par 
l'origine. 


Fig.  ijg. 


Lorsque  le  rapport  des  coefficients  A  et  B  est  une  expres- 
sion imaginaire,  nous  dirons,  conventionnellement,  que  Té- 
quation  (i)  représente  une  droite  imaginaire  et  il  est  facile  de 
vérifier  que,  dans  cette  hypothèse,  l'équation  (i  )  n'admet  au- 
cune solution  réelle,  en  dehors  de  la  solution  zéro. 
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Considérons  maintenant  une  équation  homogène,  et  du 
degré  w,  en  a?  et  y,  ç  (a?,  y)zzo;  on  a,  par  le  théorème  de 
d'Alembert  (Alg.  §  35;), 

<f{x,  y)  s:  (Al a; -+■  B,  y)  (A,  a? -h Ba y)  ...  (AmO? 4- Bmy). 

Pour  que  <p  (a?,  y)  soit  nul ,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que 
Tun  ou  l'autre  des  m  facteurs  réels  ou  imaginaires  du  second 
membre,  soit  nul.  On  a  donc,  pour  le  lieu  proposé,  toutes 
les  solutions  des  équations  : 

A,a74-B,  yzro,    A,aî -4- B,y  z:  o,  ...  Ama?  + Bmy  =:o. 

Ainsi,  le  lieu  considéré  est  constitué  par  Tensemble  de  m 
droites,  qui  sont  réelles,  quand  les  coefficients  A  et  B  sont 
eux-mèmeâ  réels,  et  que  nous  nommerons  imaginaires,  dans 
le  cas  contraire. 

La  réciproque  est  vraie  et  s'établit,  sans  difficulté,  par  des 
considérations  toutes  semblables. 

39.  C^nstraetion  des  expressions  rationnelles, 
homos^nes.  Les  expressions  que  nous  voulons  considérer 
d'abord  sont  celles  qui  correspondent  à  la  formule, 

(i)    xzz2:a^ f^. 

6|6,  ...  6p 

En  posant, 

(2)    x,=:a,-^ -^ 

6,6,  ...  6p 

on  voit  qu'on  obtiendra  la  longueur  x,  en  ajoutant  les  lon- 
gueurs a7j,a;„...  et  tout  revient  à  construire  a?,.  Posons 
encore. 


(3)    X,=a,-^ 


oc. ...  oc. 
6^  .••  6. 


et  admettons  que  Ion  sache  construire  X,.  La  formule  (a) 
donne, 

^1  =  X,  --  , 

et  nous  voyons  ainsi  que  x^  peut  être  obtenu  par  la  construc- 
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lion  connue  de  la  quatrième  proportionnelle.  En  raisonnant 
sur  X|,  comme  nous  Pavons  fait  sur  x^^  et  ainsi  de  suite  x^  peut 
se  construire  par  une  série  de  quatrièmes  proportionnelles. 

Le  cas  le  plus  général  des  expressions  rationnelles,  corres- 
pond à  la  formule  : 


Sa.r 


(X«    •  • .   OCp 


6|  • . .  6 
xzzc • 


p 


S6.r-^ 


Y» 


I      •  •  •      *< 


En  posant 


<X|  .  •  •  <x, 


6,  ...  L 


p 

9 


et, 


^  — 2j  ÏLlll-ï?. 

on  peut  construire  y  et  z,  comme  nous  ^irenons  de  l'indiquer, 
et  la  longueur  x  s'obtient,  finalement,  par  une  quatrième 
proportionnelle,  laquelle  correspond  à  la  formule, 

y 

x:=zc  -. 

z 

88.  Moyenne  harmonique  ^Iol  construction  indiquée 
au  paragraphe  précédent  est  celle  que  Ton  peut  appliquer, 
d'une  façon  générale,  sans  avoir  recours  à  des  arCifices  parti- 
culiers, aux  expressions  rationnelles.  11  va,  sans  dire,  que  dans 
beaucoup  de  cas,  on  pourra  profiter  de  la  forme  algébrique 
donnée  pour  construire  l'inconnue ,  par  des  procédés  rapides. 
Nous  donnerons,  comme  exemple  de  ces  procédés  particu- 
liers, une  construction  de  la  moyenne  harmonique. 

On  dit  qu'une  longueur  X  est  une  moyenne  harmonique 


1.  Celte  dénomination  est  daeàAfao-Laun'n.  —  Aperçu  historique,  p.  i47' 
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entre  les  m  longueurs  a,  ô,  c,  ...î,  lorsque  Ton  a  la  relation, 

m \      1       i  1 

"v  —  ^"^  I"*"I  "^  •••    '7* 

X     a      0     c  l 

Considérons  un  trapèze  dont  les  bases  soient  a  et  6,  et  par 
le  point  de  concours  des  diagonales,  menons  une  parallèle 
aux  bases.  On  voit  facilement  que  cette  droite  est  partagée, 


par  les  diagonales  et  les  côtés  du  trapèze,  en  deux  parties 
égales,  et  que  Tinverse  de  cliacune  de  ces  parties  est  égale 

à  -  -h  -  .  Ayant  fait  la  construction  qu'indique  la  figure,  on  a 
donc  : 


on  a,  de  même, 


-  =  -+-• 


1  __  1       i 

X  ^  Xi        c 


et  ainsi  de  suite.  Pour  nous  borner  au  cas  de  trois  lignes 
a,  b,  c;  ona: 

1       1.1       1 

^  —  -  j 1 — 

X      a      b      c 

Qiy  par  conséquent, 

Xzz3x. 

On  a  donc  la  moyenne  harmonique  des  lignes  a,  6,  c,  en 
triplant  la  longueur  rc,  obtenue  par  la  construction  précé- 
.  dente. 
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89.  Irralioniielles  du  second  degré.  Nous  nous  occu- 
perons d*abord  des  irralionnelles  qui  correspondent  à  la 
formule  : 

Considérons  Tun  des  termes  du  second  membre,  et  posons  : 

Xi  —  ab . 

Construisons,  par  la  méthode  indiquée  plus  haut,  une 
ligne  X„  ligne  déterminée  par  la  formule  : 

X,  =  b ^ , 

nous  aurons  finalement  x^,  par  une  moyenne  proportionnelle 
entre  a  et  Xf. 

Pour  revenir  maintenant  à  la  ligne  x,  on  voit  qu'en  appli- 
quant la  construction  précédente^  aux  différents  termes  qui 
constituent  le  second  membre,  on  a, 

X   —  Xj  -f-  •..  -j-  Af^  —  Y|  .  .  —   iff. 

En  posant,  alors, 

^•  =  Xî  +  ...^.Xj, 

2*  =  YÎ+...-hY^; 

ces  lignes  y  eX  z  peuvent  se  construire  en  ayant  recours  à 
une  suite  de  triangles  rectangles  et  Ton  obtient  la  ligne  x 
par  une  moyenne  proportionnelle  entre  y-hzeiy  —  z. 
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on  voit  que  y  peufs'obtenir  au  moyen  d'un  triangle  rectangle. 
Connaissant  la  ligne  x  +  ol,  on  en  déduit  la  ligne  inconnue  x. 
La  construction  élémentaire  qui  est  relative  au  partage 
d^une  droite  donnée,  en  moyenne  et  extrême  raison,  n^est 
qu'une  application  particulière  de  Tidée  que  nous  venons  d'ex- 
primer. £n  effet,  si  Ton  désigne  par  a,  la  ligne  proposée,  et 
par  X  le  plus  grand  segment  de  cette  longueur^  partagée  en 
moyenne  et  extrême  raison,  on  sait  que  Ton  a>  par  défini- 
tion, 

ou. 
Celte  relation  peut  s'écrire, 


/        aV       .a* 


et,  sous  cette  forme,  on  voit  que  a? -f-- est  Thypothénuse 

d 
d'un  triangle  rectangle,  dont  les  côtés  sont  a  et-.  C'est  de 

cette  remarque  que  découle  la  construction  élémentaire  con- 
nue, mais  que  nous  avons  voulu  rappeler,  pour  la  rapprocher 
de  l'idée  générale  qui  préside  à  la  construction  des  racines 
de  l'équation  du  second  degré. 

415S.  C^fNtstruction  des  irrationnelles  M-qoadra- 
tiques.  Supposons  d'abord  que  la  ligne  x,  que  l'on  veut 
construire,  soit  liée  aux  lignes  données  par  l'égalité, 


x^  zi  abcd 


CL,  CL.  •  •  •  CLjt 


6,6,  ...  6p 
En  posant  : 


OL^IX^  ». ,  (Xp 


y*  zz  cd 

6,6,  ...  6^, 


EXPRESSIONS  HOMOGÈNES  49 

2*  —  aô  ; 
on  a, 

et  la  ligne  inconnue  x,  est  donnée  par  une  moyenne  propor* 
tionnelle  entre  les  lignes  y  et  Zy  que  Ton  sait  construire. 
Supposons  maintenant  que  Ton  ait, 

a;*  —  Il  abcd  t-t r-  • 

En  appliquant,  à  chacun  des  termes  qui  conslituent  le  second 
membre,  la  construction  précédente,  on  est  ramené  à  cons- 
truire les  expressions  de  la  forme 

Il  nous  reste  donc  à  indiquer  comment  on  peut,  avec  la 
règle  et  le  compas,  construire  une  ligne  Xy  déterminée  par 
régalité  précédente. 

Prenons  d'abord  des  exemples  simples.  Soit 

a;*  =:  a*  f-  ô*. 

Posons, 

Vzzayy    et    a'-f-y*r:;3*. 

Nous  avons  alors, 

a;*  r=  a*  H-  a  V> 
ou, 

ou,  enfin, 

X*  zz  az. 

D'après  cette  égalité,  x  est  une  moyenne  géométrique  entre 
les  lignes  connues  a  et  z. 

De  L.  Tomb  h.  4 
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Celte  méthode  est  susceptible  d'une  généralisation  évi- 
dente. Si  Ton  vent  construire  la  ligne  x,  déterminée  par  la 
formule, 

ic*  -  a*  -f-  6*  +  c*, 
on  posera, 

^•-ay,    c^zzaz,    et    /• -a'H-y*  +  s'; 
et  Ton  aura, 

•  x'  =  ai. 

43.  Irratioiinelles  d*indice  2^.  Pour  montrer  que  l'on 
peut  construire,  avec  la  règle  et  le  compas,  les  irrationnelles 
de  ce  genre,  nous  allons  indiquer  comment  on  ramène  la 

construction  d'une  irrationnelle  d'indice  a**,  à  celle  d'une  irra- 
tionnelle d'indice  a^  -  *. 

Soit  proposé,  par  exemple,  de  construire  la  ligne  a;,  déter- 
minée par  régalité , 

Nous  poserons, 

6'  =z  ay,    c"  1=  az,    et    t'       —  a^      -f-  y*      4-  z-     ; 
et  nous  aurons, 

OU,  enfin, 

x*  =  at. 

44.  Constraetlon  dés  racines  d*ane  équation  bi- 

eanrée.  L*équation  bicarrée,  homogène,  peut  toujours  être 
ramenée  à  la  forme 

x^  ±  aaV  i  6*  =:  0, 

a,  6,  désignant  des  lignes  données,  ou  des  lignes  que  l'on  a 
construites  au  moyen  de  celles-ci. 
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L'éqoation  précédente  peut  s'écrire  : 


et,  en  posant. 


on  a, 


y*:=a'±b\ 


x*±a'zz±y\ 


On  est  ainsi  ramené  à  des  constructions  connues. 

On  peut  aussi  poser  x*  :=.  by^  et  Téquation  bicarrée  devient 

y*-f  2  ^y+b*  =.0. 

b 

On  revient  ainsi  à  l'équation  du  second  degré. 

4&.  Expressions  non  homogènes.  Lorsque  la  formule 
proposée  n'est  pas  homogène,  il  faut  donner,  en  même  temps, 
la  ligne  qui  a  été  prise  pour  unité.  En  désignant  celle-ci  par  t^ 
on  remplace  dans  Texpression  donnée  les  lettres  x,ayb,...  par 

Ti  --I  7;  •••  et,  après  avoir  chassé  le  dénominateur,  on  a  une 
•    •  • 

expression  homogène. 

Proposons-nous,  par  exemple,  de  construire  Texpression  : 


les  radicaux  étant  pris  avec  le  signe  explicite  qu'ils  ont  dans 
cette  formule.  Celle-ci  prend  la  forme  homogène,  si  on  l'écrit  : 


Soit  A  le  cercle  dont  le  rayon  est  égal  à  l'unité.  La  corde  AB 
êlanl  tracée  perpendiculairement  au  rayon  OP,  en  son  milieu, 
on  a  : 
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ayant  mené  le  rayon  OC  perpendiculairement  à  OA,  on  a 


et,  par  suite, 


ou, 


BD  :^  v/3  "- V^â, 


xzzt\/BD, 


X*  zz  fBD, 


Fig.  3a. 


puisque  C  =:  t.  On  a  donc  enfin. 


et,  par  conséquent, 


x'  -  BQ.BP, 


Blzrx. 


EXERCICES 


1.  Trouver  par  des  constructions  rapides  les  lignes  déterminées  pcr  les 
formules  suivantes  .- 


0)  ^  =  «(1)'. 


(a)  af'=a*-^b- 
(3).  x  —  asivf<f- 
(4)    x  =  a  l^<f. 

2.  Construire  le*  lignes  qui  eon  etpondent  aux  formule* 

x=  V^a-y/â. 

y/S  +  y/â 
"~Vv/3-/a' 


'3.  rroi«»«",  par  une  construction  rapide,  la  ligne  x,  qui  correspond  à  la 
formule  : 

4.  Trouver  un  angle  x,  déterminé  par  la  relation  : 

ç,  désignant  un  angle  donné. 

On  considère  un  rectangle  ABCD,  dont  les  côtés  CD  =  a,  CB=:  6  forment 
un  iFîangle,  rectangle  et  dans  lequel  CDB  =  ç.  On  projette  G  sur  DB,  au 
point  Cj.  et  celui-ci  sur  AB  et  AD  aux  points  A|  et  B|.  On  reconnaît  sans 
difficulté  qa*en  posant  : 

C,D.B.  =  ç„ 

on  a, 

tgf,  =  lg'9. 
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Le  problème  que  nous  allons  traiter  peut  être  déâûi  ainsi  : 
f{x,y)  =:  0  étant  réquation  cTune  courbe  rapportée  aux  axes 
Oa?,  Oy  ;  trouver  t équation  F  (X ,  Y)  r:  o,  de  cette  même  courbe^ 
rapportée  à  de  nouveaux  axes  O'X,  O'Y. 

On  peut  distinguer  trois  cas  dans  la  transformation  des 
coordonnées  :  i»  la  direction  des  axes  reste  la  même,  mais 
l'origine  scr  déplace  ;  «•  l'origine  reste  fixe,  mais  les  axes  tou^ 
nent  autour  de  ce  point;  S*"  l'origine  et  la  direction  des  axes 
sont,  simultanément,  modifiées. 

Ce  dernier  cas  rentre  évidemment  dans  les  deux  autres  ; 
on  peut,  en  effet,  déplacer  d'abord  l'origine,  la  direction  des 
axes  restant  invariable  ;  puis  les  faire  tourner  autour  de  la 
nouvelle  origine,  celle-ci  étant  supposée  fixe. 

^G.  Transport  des  axes  parallèlemeni;  h  c»ix- 
mémes.  —  Soient  Oa;,Oy  les  actes  proposés,  et  soit  0'  la  nou- 


Fig.  33. 


velle  origine.  Pour  déterminer  la  position  de  ce  point,  nous 
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supposons  que ron  donne  ses  coordonnées  a,0.  Soit  M  un 
point  quelconque  du  plan  yOx;  x^y  désignant  les  coordon- 
nées du  point  M  dans  le  système  yOx  ;  X , Y  les  coordonnées 
du  même  point,  dans  le  nouveau  système  Y0%  on  a  : 

(A)  a:  =  a  +  X, 

(B)  ynp  +  Y. 

Ces  formules  sont  générales  :  c'est-à-dire,  qu'en  tenant 
compte  du  signe  des  quantités  a,^,  a;,y,X,Y,  elles  sont  tou- 
jours vérifiées.  Elles  constituent  donc  les  formules  de  trans- 
formation, quand  on  transporte  des  axes  donnés,  parallèle- 
ment à  eux-mêmes. 

49.  Rotetfon  ûmm  axes  «ntoor  de  Torls^ne.  —  Soient 
Ox  et  Oy  les  axes  donnés  ;  pour  définir  les  directions  posi- 
tives des  nouveaux  axes  OX  et  OY  nous  supposerons  que  l'on 
donne  les  coordonnées  de  deux  points  P,Q  situés  sur  ces  semi- 
droites,  à  l'unité  de  distance.  Nous  donnerons  à  ces  points  le 
nom  de  points  directeurs  et,  en  désignant  par  a ,  0  ;  a' ,  ^'  ; 
leurs  coordonnées  dans  le  système  yOx,  nous  dirons  que  ces 
nombres  sont  les  paraiw^/ra^  directeurs  de  la  transformation. 

Ayant  fait  la  construction  indiquée  par  la  figure  ci*après, 

on  a  : 

BC__OB 
p  ""OP' 

ou» 

BC  =  PX. 

D'autre  part,  les  triangles  semblables  OQD,  MBE  donnent  : 

ME_MB 

ou, 

MErrP'Y; 

et,  si  l'on  remarque  que  Ton  a  :  . 

ynME^BC, 
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on  trouve,  finalement, 

(A')    y-^X  +  ^Y. 
Des  considérations  toutes  semblables  donnent  aussi  : 


Yx 


\ 


Vch;^) 


\ 


Flg.  34. 


Ces  formules  sont  générales,  elles  sont  vérifiées  pour  un 
point  quelconque  du  plan,  quand  on  tient  compte,  bien  en- 
tendu, du  signe  des  quantités  a,  li\  ol  ,  g';  a?,  y;X,  Y  ;  elles 
constituent  par  conséquent  les  formules  de  transformation, 
quand  on  passe  d'un  système  yOx,  à  un  système  YOX,  de  même 
origine.   • 

'  4I8«  Cas  des  axes  rectangulaires.  On  rencontre  assez 
fréquemment  le  cas  particulier  où  les  angles  yOx,  YOX,  sont 
droits,  Tun  et  l'autre.  Cette  transformation  dépend  d'un  seul 
paramètre  ©,  que  nous  devons  d'abord  définir. 

B^  Â  cet  effet,  nous  imaginons  que  la  semi-droite  Oo;,  tourne 
autour  du  point  0,  dans  le  sens  inverse  de  celui  des  aiguilles 
d'une  montre,  d'un  angle  9  ;  elle  représente  alors  et  la  posi- 
tion et  la  direction  positive  du  nouvel  axe  OX.  Supposons 
maintenant  que  l'on  fasse  tourner  OX,  dans  le  même  sens,  d'un 
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angle  de  90%  on  obtient  une  semi-droite  OY  qui  représente  la 
position  et  la  direction  positive  du  nouvel  axe  OY. 


Y 
\ 
\ 


\ 


.---^> 


-'B 


1! 


Fig.  35. 


Dans  ces  conditions,  les  formules  de  transformation  sont  : 

x  =  X  cosç  — Ysinç, 
y  —  X  sin  ?  -»-  Y  cos  9. 

Elle  sont  générales  et  peuvenj,  ou  se  déduire  des  formules 
démontrées  dans  le  paragraphe  précédent,  ou  s'établir  direc- 
tement en  utilisant  le  théorème  des  projections  qui  a  été  vu 
dans  la  trigonométrie  élémentaire. 

^9.  Relation  entre  les  paramètres  directeurs*  Les 
coordonnées  a,  ^  du  point  directeur  ne  sont  pas  des  quantités 
indépendantes,  quand  on  passe  d'un  système  donné  yOx,  à 
un  autre  système  YOX.  En  désignant  par  ô,  l'angle  des 
semi-droites  Ox,  Oy,  on  a,  dans  le  triangle  ORP  (fig.  34), 


ou, 


UP*  =  OR'  +  RP*  -  2OR .  RP .  cos  ORP, 


1  z=  a* -f- 3*  4- 2ag  cos  0. 


C'est  la  relation  que  doivent  vérifier  les  paramètres  a,  0,  dans 
le  système  d'axes  dont  Tangle  est  égal  à  0. 
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SO«  Calcul  de  rangle  des  nouveaux  axes.  Le  trian- 
gle OMA  (fig.  34),  donne  : 

OM*  r=  a:'  +  y*  -f-  2xy  cos  6, 

Si  nous  désignons  par  0',  Tangle  YOX^  nous  avons,  de 
même  : 

OM*  z=  X* -^  y -f- 2XY  cos  0' ; 

et,  par  comparaison, 

oî' 4- y* -I- airy  cos  0  zi  X*  H- Y*  +  aX Y  cos  6'. 

Les  formules  (A)  et  (B),  établies  plus  haut,  donnent  Tiden- 
tité  : 

(aX -h  a' Y)*  +  (pX  +  (3'Y)* -h  2  («X -+- a'Y)  (pX  +  g'Y)  cos  e 
s:X*4-r-+-2XYcosO'. 

En  égalant  les  coefficients  de  X"  et  de  Y",  on  retrouve  la 
relation  entre  les  paramètres  directeurs  ;  mais  celte  identité 
donne  encore  Tégalité  : 

cos  0'  =:  oLx'  4-  PP'  -h  («g'  4-  Pa')  cos  0. 

Cette  formule  permet  de  calculer  langle  des  nouveaux 
axes. 

&!•  Théorème.  L'ordre  d'une  courbe  n*est  pas  changé  par 
la  transformation  des  coordonnées.  Soit  f[x^y)  =  o,  Téquation 
d'une  courbe  d'ordre  m,  en  supposant  que /"(x,  y)  désigne  une 
forme  algébrique  entière,  du  degré  m  en  a?  et  y.  Les  formules 
(A)  et  (B),  (§  46)  ;  et  les  formules  (A'  et  B'),  (g  4;)  prouvent 
qu'une  forme  algébrique,  entière,  du  degré  m  en  a?  et  y  y  ne 
peut  pas  être  d'un  degré  supérieur  à  m,  après  la  transforma- 
tion. 

Il  reste  à  reconnaître  que  cette  transformation  ne  peut  pas 
abaisser  le  degré  de  la  forme  considérée. 

En  effet,  si  cet  abaissement  pouvait  se  produire,  en  effec- 
tuant la  transformation  inverse,  en  revenant  du  système  X,  Y 
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au  système  ancien  Xyyj  Tordre  ne  pouvant  pas  s*élever  par 
cette  transformation,  au  lieu  de  retrouver  la  forme  proposée, 
laquelle  est  du  degré  m^  on  aboutirait  à  une  forme  algébrique 
d'un  degré  inférieur  à  m.  Ceci  implique  une  contradiction,  et, 
en  résumé.  Tordre  d'une  courbe  ne  peut  être  ni  élevé,  ni 
abaissé,  par  un  changement  d'axes. 

fM.  Théorème.  Une  courbe  (Vordre  m  est  coupée  par  une 
droite  quelconque  en  m  points,  réels  ou  imaginaires. 
Soit  U  la  courbe  donnée,  et  soit  : 

son  équation.  Considérons  une  droite  quelconque  A,  dans  le 
plan  de  U,  droite  ayant  pour  équation. 

Nous  dirons  que  U  et  A  ont  m  points  communs,  réels  ou 
imaginaires,  pouTÊxprimer  que  les  équations  (1)  et  (2)  admet- 
tent, pour  xeiy,  m  solutions  de  la  forme  a  -h  0i. 

Pour  démontrer  la  propriété  énoncée,  prenons,  sur  A,  un 
point  dont  nous  désignerons  les  coordonnées  para;o,yo  et 
transportons  les  axes,  parallèlement  à  eux-mêmes,  en  ce 
point.  L'équation  (1)  devient  : 

(OAa:o-hX,yo  +  Y)z=o, 

et  Téquation  (a)  représentant  une  droite,  passant  par  Torigine, 
prend  la  forme  (§  36)  : 

(2')    AX-f.BY  =  o. 

En  développant  Téquation  (i^»  on  obtient  un  résultat  qui 
peut  être  écrit  de  la  manière  suivante  : 

(!')     U(X,Y)  +  ?,.,(X,Y)+...4-To=:o. 

Dans  cette  notation,  que  nous  emploierons  dans  plusieurs 
circonstances,  ^^  (X,Y)désigne  une  forme  algébrique  entière, 
homogène,  et  du  degré  k  par  rapport  aux  lettres  X  et  Y.  On 
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doit  remarquer,  d'ailleurs,  que  ç„  (X,Y)  n'est  pas  identique* 
ment  nul,  puisque  f{x^  y)  est  du  degré  m  et  que  la  transfor- 
mation de  coordonnées  ne  peut  pas  modifier  Tordre  de  la 
courbe. 

Cherchons  le  nombre  des  solutions  communes  aux  équations 
(2')et(i^). 

Nous  ne  pouvons  pas  supposer  que  A  et  B  soient  nuls  simul- 
tanément ;  faisons  donc  l'hypothèse  suivante  :  B?ef  o.  L'équa- 
tion (2')  donne  : 

(2")    Yr:«; 

en  posant  <=:  —  -.  I 

Transportons  cette  valeur  de  Y  dans  l'équation  (i*); 
celle-ci  devient  : 

(A)     X«»?„.  (i ,  0  -h  X'^'^Vm-t  (i ,  0  +  .  • .  +  ?o  -  o. 

Le  polynôme  ç^  (i,0  n'est  pas  identiquement  nul;  nous 
l'avons  fait  remarquer  tout  à  l'heure.  L'équation  (A)  est  donc 
du  degré  m,  quand  on  ne  prend  pas  pour  /,  une  des  racines 
de  l'équation  : 

Il  y  a  donc,  en  général,  m  solutions,  réelles  ou  imaginaires, 
à  l'équation  (A)  ;  et,  par  suite,  m  points  communs  (dans  le 
sens  que  nous  avons  attaché  à  cette  expression)  à  la  courbe 
du  degré  m,  et  à  une  droite  située  dans  son  plan. 

&3.  Remarque.  Les  formules  que  nous  avons  données, 
plus  haut,  pour  effectuer  la  transformation  du  système 
d'axes  yOx,  au  système  YOX,  exigent  que  l'on  connaisse  les 
coordonnées  des  points  directeurs.  Dans  la  plupart  des  cas, 
ces  paramètres  ne  sont  pas  donnés  ;  leur  connaissance  dé- 
pend de  la  situation  des  nouveaux  axes,  relativement  aux 
anciens,  et  ils  doivent  être  calculés,  avant  que  l'on  puisse 
appliquer  les  formules  que  nous  avons  démontrées. 
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Prenons,  par  exemple,  un  système  d'axes  yOxy  les  direc- 
tions positives  Ox,  Oy  faisant  un  angle  de  60*" ,  et  supposons 
que  Ton  fasse  tourner,  dans  le  sens  positif  (§9),  la  semi- 
droite  Ox  d'un  angle  de  3o«,  et  la  semi-droite  Oy,  d'un  angle 
égal  à  6o«.  Nous  obtenons  ainsi  deux  nouveaux  axes  OX,  OY 
bien  déterminés^  de  position,  et  de  direction.  Si  nous  prenons 
sur  OX  et  sur  OY  : 

OP^OQzri, 
Qous  trouvons  pour  les  coordonnées  du  point  F  : 


=»=s/l' 


et,  pour  celle  du  point  Q, 
Les  formules  de  transformation  sont  donc 


SIXIÈME    LEÇON 


THÉORIE  ANALYTIQUE  DE  LA  LIGNE  DROITE 


S4.  Théorème.  Lorsque  les  coordonnées  (T un  point  mobile 
M,  vérifiant  constamment  Véquation  du  premier  degré,  en  x  ety, 

(i)    Aa?-hByH-G=:o, 

Ce  point  M  se  meut  sur  une  ligne  droite. 

Cette  proposition  est  évidente  lorsque  Tun  des  coefficients 
Ay  ou  By  est  nul.  Mais  prenons  le  cas  général  ;  supposons 
A  7f  0  et  B  psf  0,  et  soient  : 

trois  solutions  différentes  de  Téquation  (i).  Nous  allons  mon- 
trer que  les  points  correspondants  M^,  M,,  M„  sont  placés  eo 
ligne  droite. 


Des  relations 


Aar,  H-  By,  -h  C  =  0, 
Aa?,  +  By. -f- C  =  o, 
Axj  H-  By,  +  C  n:  o  ; 


00  déduit  : 
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A  (o?,  —  x.)  4- B  (y,  —  y,)  zz  0, 
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et, 


A(a;,  —  a?,)-hB(y,  — y,)r:o. 
Oo  a  donc,  puisque  A  et  B  sont  différents  de  zéro, 

**^m   ""^  SOm  **^i  ^—  2/^ 


/^ 


Les  deux  triangles  M,PM, ,  M,QM,  sont  donc  semblables, 
comme  ayant  un  angle  égal,  compris  entre  côtés  propor- 
tionnels. Ainsi  les  angles  M,M,P«  M|M,Q  sont  égaux  et  ceci 
prouve  que  les  trois  points  M^,  M,,  Mt  sont  en  ligne  droite. 

£a  supposant  B^o,  réquation(i)  détermine  y  y  quand  on 
donne  à  la  variable  x  une  valeur  arbitraire.  Il  y  a  donc  une 
infinité  de  solutions  réelles  pour  l'équation  (i),  et  toutes  ces 
solutions  donnent  des  points  qui,  d'après  ce  que  nous  venons 
de  montrer,  sont  placés  sur  une  droite  bien  déterminée, 
droite  qui  joint  les  deux  points  qui  correspondent  à  deux  so- 
lutions particulières  de  Téqualion  donnée. 

&&.  11ii6<ir«ènie.  LorsqiCun point  est  mobile  sur  une  droite 
donnée j  ses  cowdonnées  sont  des  nombres  variables^  qui  véri^ 
fient  constamment  une  éqiuition  du  premier  degré  : 

Ax  +  By-hC:=:o. 


Fig.  37. 


Cette  proposition  est  évidente  lorsque  le  point  est  supposé 
mobile  sur  une  droite  parallèle  à  Tun  des  axe^  de  coordonnées. 
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Considérons  le  cas  général,  celui  où  la  droite  donnée  A  n'est 
parallèle  ni  à  Oj;,  ni  à  Oy.  Supposons  qu'elle  soit  déterminée 
par  deux  points  M,  et  M,  et  soit  M  un  point  quelconque  de  A  ; 
x^  y  désignant  ses  coordonnnées,  les  triangles  semblables 
M,PM.,  M,QM,  donnent  : 

^t  — a?,  _y^—y, 
x  —  x^      y—y^' 
ou, 

Cette  relation  est  générale,  c'est-à-dire  qu'elle  est  vérifiée, 
quelle  que  soit  la  position  du  point  M,  sur  A.  On  remarquera 
d'ailleurs  que  les  coefficients  d'à:  et  d'y  sont  différents  de  zéro 

puisque  Ton  suppose  que  A  n'est  parallèle  ni  à  Ox,  ni  à  Oy,j 
SB.  Différentes  formes  de  l'éqaation  d*ane  droite. 

Nous  venons  de  voir  que  les  coordonnées  d'un  point  mobile 
sur  une  droite  vérifiaient  constamment  l'équation  : 

(i)    Aa? -h  By  H- C  r:  0, 

que  nous  nommerons  équation  générale  de  la  droite. 

En  faisant  usage  de  la  notation  abrégée^  nous  la  représente- 
rons aussi  quelquefois  par  : 

(2)     U-o; 

en  supposant, 

UszAx-hBy-hC. 

Mais  il  existe  encore  pour  l'équation,  d'une  droite,  d'autres 
formes  que  nous  emploierons  fréquemment  et  que  nous  éta- 
blirons ici. 

1'*  Forme.  Supposons  que  l'on  ait  B^fo,  l'équation (i) 
peut  être  écrite  ainsi  : 


En  posant  : 


^  B         B 


A  C 

^'*  -  —  H>      «  -  -  7.> 


B'     "-      B' 
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on  a, 

(3)    y  —  nix  f-  n. 

Celle  équalion  représente  toules  les  droites  du  plan,  excepté 
celles  qui  sont  parallèles  à  oy. 

^  Forme.  Supposons  que  A,  B,  C,  soient  différents  de 
zéro.  L*équation  (1)  peut  alors  se  mettre  sous  la  forme  sui- 
vante : 

X  y 

A  B 


ou. 


en  posant. 


(4)    -+^  =  i, 
PI 


C  C 


Dans  la  formule  [\),p  et  q  désignent  des  quantités  qui  ne 
sont  ni  nulles,  ni  infinies. 


Fig.  38. 

Si  la  droite  donnée  A  rencontre  Taxe  Oxau  point  P,  et  Taxe 
Oy  au  point  Q,  on  remarquera  que  Ton  a  : 


OVznp,    OQ  zzq. 


De  L.  Tu3Ik  11. 


,} 
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On  peut  d'ailleurs  établir  directement  Téquation  (4)  en  re- 
marquant que  Ton  a  : 

^  _  MQ      y  _  MP 

mais  MP  -j-  MQ  ^  PQ,  et  Ton  trouve,  finalement  : 

X      y 
P      Q 

Cette  formule  est  d'ailleurs  générale  ;  elle  est  vérifiée  par 
les  coordonnées  du  point  M,  quelle  que  soit  la  position  de  ce 
point  sur  la  droite  donnée. 

La  forme  (4)  représente  toutes  les  droites  du  plan,  excepté 
celles  qui  passent  par  Torigine. 

3®  Forme.  Abaissons  de  Torigine  une  perpendiculaire  011 

sur  la  droite  A;  posons  OH  =i  ^  et  projetons  sur  OH  le  contour 
brisé  OAMH  ;  nous  avons,  par  une  formule  connue, 

(5)    JJ  cos  a -h  y  cos  (0  —  a)— /i. 


Fig.  39. 

Cette  équation  est  d'ailleurs  vérifiée  par  les  coordonnées  du 
point  M,  quelle  que  soit  la  position  de  ce  point  sur  A  ;  c'est 
une  nouvelle  forme  de  l'équation  de  la  droite. 
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On  peut  remarquer  que,  dans  le  cas  où  les  axes  donnés  sont 
rectangulaires,  cette  équalion  prend  la  forme  suivante  : 

(5')    X  cos  a  -f-  y  sin  a  =:  A. 

59.  Définitton  do  coefficient  ansnlaire.  Lorsque  Té- 
quation  d'une  droite  est  mise  sous  la  forme  : 

y  zzmX'\-n, 

nous  dirons  que  m  est  le  coefficient  angulaire  de  la  droite. 
Pour  justifier  cette  dénomination,  nous  allons  montrer  que  la 
valeur  de  ce  paramètre  détermine  la  direction  de  la  droite. 

Disons  d'abord  comment  nous  fixerons  la  direction  posi- 
tive d'une  droite  A.  Lorsque  A  est  parallèle  g  Tun  des 
axes  de  cooirdonnées,  sa  direction  positive  est  celle  de  Taxe 
même  auquel  elle  est  supposée  être  parallèle.  Si  A  est  une 
droite  quelconque,  elle  coupe  l'axe  Ox  en  un  point  A,  et  nous 
prendrons  pour  direction  positive  de  AA'  celle  de  la  semi- 
droite,  qui  a  pour  extrémité  le  point  A,  et  qui  est  située  dans 
la  même  région  du  plan,  par  rapport  à  xxf^  que  la  semi- 
droile  Oy. 

(]elte  convention  étant  faite,  Tinclinaison  d'une  droite  A 
avec  XX'  est  Tangle  a,  angle  bien  déterminé,  que  fait  la  direc- 
tion positive  de  A  avec  la  semi-droite  Ox, 

Si  nous  cherchons  les  points  d'intersection  de  la  droite  A 
avec  les  axes,  nous  avons  : 

OB  =  ?i,  et  0A=— ^. 

m 

Nous  cherchons  w?f  o  ;  si  m  élaitnul,  la  droite  A  serait  pa- 
rallèle à  OXj  son  équation  se  réduisant  à  la  forme  y  =  w,  on 

aurait  donc,  dans  ce  cas,  a  no. 
Revenons  au  cas  général.  Le  triangle  OAB  donne  la  relation  : 

OB  _      siri  g 
ÔA^siîi  (0  — a) 


6« 
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Sur  la  figure,  OB  représente  une  quantité  négative  ;  il  faut 
donc  observer  que,  dans  la  relation  précédente,  qui  a  lieu 
pour  les  valeurs  absolues  des  lignes  OA  et  OB,  Ton  doit  rem- 
placer OB  par—  n.  Ainsi,  Ton  a  : 


??i — 


sm  a 


sin  (  0 —  aj 


Fig.  /,(). 


On  déduit  de  celle  relation, 


(A)     Iga- 


m  sin  0 


1  +  wt  eus  0 


Si  l'on  suppose  que  la  valeur  de  m  soit  donnée,  cette  formule 
détermine,  entre  n  et  ir,  un  certain  angle  ;  cet  angle  est  bien 
déterminé  et  l'expression  de  coefficient  angulaire,  que  nous 
avons  appliquée  au  paramètre  m,  se  trouve  ainsi  expliquée. 

58.  Droites  parallèles.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que 
si  deux  droites  sont  parallèles,  leurs  coefficients  angulaires 
sont  égaux^  et  réciproquement. 
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Si  Ton  considère  une  droite  passant  par  Torigine  et  dont  le 
coefficient  angulaire  soit  égal  à  m  ;  son  équation  est  : 

Toute  droite  parallèle  à  celle-ci  a  donc  pour  équation, 

y  —  ma;  + a; 

et,  quand  on  suppose  que  X  varie,  cette  équation  représente 
toutes  les  droites  parallèles  à  la  direction  donnée. 

&0.  Oroites  perpendiculaires.  Lorsque  deux  droites 
Â,  A'  sont  perpendiculaires,  les  angles  a  et  a',  formés  par  leurs 
directions  positives,  avec  0^,  vérifient  la  relation  : 


On  sait  d'ailleurs  que, 

tg(a-a')~     '^  " 


i  -+  tg  a  tg  a' 

On  a  donc,  dans  le  cas  particulier  qui  nous  occupe, 

Désignons  par  m  et  m*  les  coefficients  angulaires  de  A  et  de 
A',  la  formule  (A)  donne  : 

Il  +-  m  cos  6)  (i  -hm'  cos  6)  -hwwï'sin'O  ::^  o, 
ou, 

(B)    i  -h  (m  4-  m')  cos  6  4-  mm'  =z  o. 

C'est  la  condition  de  perpendicularité  de  deux  droites  ;  celle 
condition  est  d'ailleurs  nécessaire  et  suffisante. 

On  doit  remarquer  que  dans  le  cas  oh  les  axes  sont  rectan- 
(fulaireSf  les  coefficients  angulaires  de  deux  dissections  rectan- 
gulaires ont  un  produit  égal  à  —  i . 


70  SIXIÈME  LEÇON 

60.  Aniçle  de  deux  directions.  Soient  deux  droites 
"A,  A',  ayant  pour  équation,  respectivement^ 

(i)        ax-^-by-hczzo, 
(2)    a'a;-f-6'y  4-c' zr  0. 

Menons  par  l'origine  deux  semi-droites  8,  8',  parallèles  aux 
directions  positives  de  A  et  de  A'  et  désignons  par  V  l'angle 
de  ces  deux  semi-droites,  angle  qui  est  bien  déterminé. 

Lorsque  la  semi-droite  Ox  tourne,  dans  le  sens  positif,  au- 
tour de  Torigine,  elle  vient  coïncider  successivement  avec  les 
semi-droites  8,  8'  ;  nous  supposerons  qu'elle  rencontre  d'abord 
8',  puis  8. 

Dans  ces  conditions,  on  a  toujours, 

Vzra  — a',  " 

et,  par  conséquent, 

tffa— tga' 


tgv  = 


1  -h  tff  a  to:  a' 


Les  équations(i)  et  (2)  donnent  d'ailleurs,  pour  les  coeffi- 
cients angulaires  des  droites  A,  A'  : 

a        ,  a' 

On  a  donc  : 

.            —a  sine       ^      ,        —  a'sinO 
tga=:7 —7.     tga'- 


6  — «COSÔ         °  ô'-_fl'cO3  0' 

et,  finalement^ 

(ft«'  — flô')sine 


(C)    tgV  = 


aa'  -h  bb'  ~  (ab'-hba')  cos  0* 


En  appliquant  cette  formule,  ou  doit  observer  que  le  coeffi- 
cient a'  désigne  le  coefficient  du  terme  en  x,  dans  l'équation 
de  celle  des  deux  droites  données  qui  fait,  avec  la  semi-droite 
Oxy  le  plus  petit  angle. 
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Si  les  directions  proposées  sont  celles  des  deux  droites  qui 
correspondent  à  Téquation  : 

Aa?*  -h  A'y*  H-  aB^rcy  zl:  o  ; 

en  appliquant  la  formule  (C),  puis  en  tenant  compte  de  Tiden- 
tîté  : 

{ax  4-  by)  (a'x  +  h' y)  =  Arr*  4-  k'y*  -f-  QB''rcy, 

on  trouve 


X    ,r        ,  asînOv/B"*— AA' 
tg  V  —  rh . 

^  A-+-A'— îxB^cosO 

Remarque  1. 11  résulte  de  cette  formule  que  si  Ton  veut 
exprimer  que  Téquation  : 

kx^  -f  tJy*  -+-  iOTocy  zz  o, 

représente  deux  droites  rectangulaires,  on  écrira  la  relation 
suivante  : 

A  +  A'— aB^'cose-o. 

Remarqiae  II.  Lorsqu*on  cherche  à  exprimer  que  deux 
droites  ont  des  directions  rectangulaires,  on  peut  appliquer 
régalité  (B),  si  les  coefficients  angulaires  sont  en  évidence. 
Dans  le  cas  contraire,  on  emploie  la  condition  : 

AA'  -h  BB'  —  (AB'  -h  BA')  cos  0  =  0, 

qui  découle,  soit  de  la  formule  (C),  soit  de  la  relation  (B),  lors- 
qu'on  remplace,  dans   celle-ci,  m    et  m\    respectivement 
A  ,      A' 

61.  Droite  passant  par  un  point  x\y'.  L*équation  gé- 
nérale des  droites  étant  prise  sous  la  forme  : 

Aa:-|-By  +  C=:o, 

si  Ton  exprime  que  cette  équation  est  vérifiée  par  xt  x' 
y  ~  y\  on  a  : 

Aa:'  +  By'-f-C  =  o, 
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et,  par  suite, 

C*est  réqualion  générale  des  droites  passant  par  le  point 
dont  les  coordonnées  sont  x'  eiy\ 

Remarque.  Lorsque  le  point  donné  est  déterminé  par 
rintersection  de  deux  droites  correspondant  aux  équations 
Piro,  Q- o,  réquation  générale  deà  droites  passant  par  le 
point  commun  est  aP  -h  PQ  =  o  ;  a  et  g  étant  arbitraires. 

Cette  formule,  facile  à  vérifier,  s'applique  encore  au  cas  par- 
ticulier où  le  point  est  à  l'infini,  ce  qui  arrive  lorsque  les  droi- 
tes proposées  sont  parallèles. 

89.  Droite  passaoÉ  par  deux  points  x\  y' ;  x"  yp*. 
L'équation  générale  des  droites  passant  par  le  premier  point 
est,  comme  nous  venons  de  le  montrer  : 

A  (a;  —  a/)  -h  B  (y  —  y)  rr  o. 

Exprimons  que  cette  équation  admet  la  solution  :  a;  —  x* 
y':=:y\  nous  avons  : 

Les  coefficients  A  et  B  n'étant  pas  nuls,  à  la  fois,  nous 
avons  donc  : 


x''-x',     if-^y' 

X  -'^S     y  — y' 


n  o. 


Cette  relation  donne  : 

x-x'  __  y  —y' 


ou  encore, 


(0 . 

'f' -  ^i"     y' -y" 


,    .         X  —X"  V  —7/ 


x"—x'  ^ y"-y'' 

De  ces  deux  égalités,  on  peut  encore  déduire  la  suivante  : 

X  —  X*  __y  —  y' 


9) 


x"-  X      y'  — y 
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Points  en lig^ae  droite.  Il  résulte  de  ces  formules 
que  si  les  trois  points  a?',  y' ;  x'', y";  a;*', y"' ;  sont  en  ligne 
droite,  on  a  la  relation  : 

Réciproquement  y  si  cette  égalité  a  lieu,  les  trois  points  con- 
sidérés sont  en  ligne  droite. 

Mais  on  peut  établir  plus  directement  cette  condition  et  la 
donner  sous  une  forme  plus  symétrique,  comme  nous  allons* 
le  montrer. 

Soit  : 

Ax-hBy-hCzzo, 

réquation  de  la  droite  qui  passe  par  les  trois  points  donnés. 
Nous  avons  donc  : 

Ax'-fBy'+C-  o, 
Ax'  4-  By'  H-  Ciz  o, 

Nous  pouvons  considérer  ces  équations  comme  étant  linéai- 
res et  homogènes,  par  rapport  aux  lettres  A,  B,  C  ;  elles  sont 
d'ailleurs  vérifiées  par  des  valeurs  de  A,  B  et  C,  qui  ne  sont 
pas  toutes  nulles,  et  nous  avons  (Alg.,  g  io5). 


x'   y'    1 
x'   y'    I 


n  o. 


Cest,  sous  une  autre  forme,  la  relation  (i). 

•4.  lSnrffa<Mî  dn  trian|çle  x' ,y'  \  x" ,  y"  ;  x*',  y'".  La  con- 
dition que  nous  venons  de  trouver  et  qui  exprime  que  trois 
points  donnés  sont  en  ligne  droite,  est  susceptible  d'une  in- 
terprétation géométrique  remarquable. .  Nous  allons,  à  cet 
«fet,  démontrer  que  la  surface  S,  du  triangle  formé  par  les 
trois  points  J?' , y'  ;  x"  ^y'*  ;  x"',y*'  ;  est  donnée  par  la  formule  : 


S  -  — -sin  0 
'1 


x' 

y' 

1 

ai' 

y' 

1 

x" 

y" 

1 
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Soient  M',  M" ,  M*'  les  points  donnés,  on  a  : 

2S  zz  MT'M'P"  +  M^P^M'"?'"  -  M'P'M*P", 
et,  par  conséquent, 

smO 
En  développant  les  calculs,  on  trouve  : 


2S 
sinO 


=  x'{y'''-yn+x''{y'-y"')-\-af^itr-y^ 


oif,  enfin, 


Fig.  4i. 


(M)    S-  — -sinO 

2 


X' 


y 


x"   y" 


x"'  y'"   1 


Cette  formule  est  générale,  elle  est  vérifiée  parles  coordon- 
nées de  trois  points  quelconques  pris  dans  le  plan  yOx  ;  il  faut 
pourtant,  pour  éviter  Tambiguïté  du  signe,  convenir  que  si 
l'on  imagine  le  cercle  circonscrit  au  triangle  M',  M*,  M*',  puis 
un  mobile  parcourant  cette  circonférence,  dans  le  sens  des  ai- 
guilles d'une  montre,  et  partant  du  point  dont  les  coordon- 
nées sont  désignées  par  x'^y';  on  prendra  pour  x"  ^y"  les 
coordonnées  du  point  qui  sera  rencontré,  le  premier,  par  ce 
mobile. 
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B&.  Surface  du  polygone  o^i  ,t/,  ;  ^i  )  2/t  ;  •••  ^n  ^y»-  La  for- 
mule que  nous  venons  de  trouver  peut  s*écrire  : 

2S 


sinO 


X'  y' 

-h 

3^'  f 

+ 

x"  y'" 

ai'f 

x'"  y'" 

1 

X'   y' 

Celte  forme  remarquable  donnée  à  l'expression  de  S  s'appli- 
que à  un  polygone  de  n  sommets  ;  c'est  ce  que  nous  allons 
montrer. 

Nous  admettons  que  la  formule  ait  été  vérifiée  pour  un  po- 
lygone convexe  de  (n  —  i)  sommets  et  nous  allons  reconnaî- 
tre qu'elle  est  encore  applicable  à  un  polygone  convexe  de  n 
sommets.  Si  nous  établissons  ce  point,  la  formule  sera  géné- 
ralisée. 

Prenons  donc  n  points  A,,  A„  ...  A„_j,  A„  ;  et  désignons  les 
coordonnées  de  ces  points  par  a?,,  y,  ;  ...  a?„,y„. 

Les(n — t)  points  A,,  A„  ...  A„_j,  forment  un  polygone 
fermé  dont  la  surface  S'  est  donnée,  nous  le  supposons,  par 
la  formule  : 


(0  --^  = 

sin  0 


^«-1    ^n-l 


X, 


Vi 


Le  polygone  A,,  A„  ...  A^  étant  convexe  et  les  sommets 
étant  rencontrés  par  un  point  mobile,  parcourant  son  péri- 
mètre, dans  l'ordre  marqué  par  les  indices,  nous  voyons  que 
le  mobile  qui  est  supposé  décrire  la  circonférence  circonscrite 
au  triangle  A,,  A,^_p  A^  rencontre  ces  points  dans  l'ordre  où 
nous  venons  de  les  écrire.  En  désignant  par  S'  la  surface  du 
Vriangle  A,,  A„_p  A^,,  nous  avons  donc  ; 


sin  0 


X, 


Vi 


^«-i  y«-i 


^n       Vn 


X    V 

Il  i^n 


Les  formules  (i)  et  («)  donnent,  par  combinaison,  et  en  dé- 
^^gnant  par  S  la  surface  A,  A, ...  A„, 


2S 

sino 


x,y, 

x,y. 

+ 

+-...  i- 

x,y. 

XiVi 

X     V 


+ 


X  V 
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L  Si  nous  revenons  à  la  formule  (M)  {$  64),  et  si  nous 
observons  que  trois  points  en  ligne  droite  formentjun  triangle 
de  surface  nulle,  nous  avons  : 


X'     1/ 

x"   y" 


x"'  y 


m 


—  0. 


Nous  retrouvons  ainsi  la  condition,  précédemment  établie, 
et  qui  exprime  que  trois  points  donnés  sont  situés  en  ligne 
droite. 
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THÉORIE  ANALYTIQUE  DE  LA  LIGNE  DROITE  (Suite), 


69.  Équjfttions  d*an  seg^ment  de  droite.  {Premières 
formules.)  Soient  A  et  B,  deux  points  donnés  ;  Xo,  y©  ;  a?,,  y^ 
leurs  coordonnées  :  soient  enfin  a?,  y  celles  d'un  point  M,  sup- 
posé mobile  sur  la  droite  AB.  Les  formules  (3)  (§  62),  donnent  : 

^  —^o_y  —  yo 
x,^x  ''y,-  y' 

Si  nous  désignons  par  X  la  valeur  commune  de  ces  rapports, 
nous  obtenons^  pour  a;  et  y,  les  valeurs  suivantes  : 

a?— r~*     y  — r— • 

1  +  '*  1  -h  A 

Mais  on  donne  à  ces  expressions  une  forme  plus  symé- 
Irique  en  employant  les  coordonnées  homogènes^  que  nous 
allons  définir. 

Lorsque  x  qK  y  désignent  les  coordonnées  cartésiennes 
d'un  point  M,  on  peut,  sans  inconvénient,  les  représenter 

X      t/ 

par  -,    ^  ;  pourvu  que  Ton  convienne  que  z  soit  égal  à  l'unité. 

Nous  dirons  alors  que  a?,  y,  z,  sont  les  coordonnées  homo  - 
gènes  du  point  M. 

Les  formules  que' nous  venons  de  trouver  peuvent  s'écrire, 
sous  la  forme  symétrique  : 

X  V  z 


iTo  -4-  '^1       yo-H  Ay,       >5«-h  A^i 
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en  supposant^ 

*t    —-     Zq     —m     2.      ——     1    • 

Ces  formules  offrent  l'avantage  d'exprimer  les  coordonnées 
d'un  point,  mobile  sur  une  droite,  au  moyen  d'un  seul  para- 
mètre variable  a.  A  chaque  valeur  de  X,  correspond  un  point  M, 
bien  déterminé  sur  AB,  et  si  Ton  veut  limiter  la  mobilité  du 
point  M  sur  cette  droite,  si  l'on  veut  que  ce  point  parcoure 
seulement  un  segment  donné  M'M''  ;  en  désignant  par  >/  et  a" 
les  valeurs  de  X  qui  correspondent  à  ces  points  M',  M',  on 
fera  varier  X  dans  l'intervalle  X',  X'^. 

Le  paramètre  X  est  susceptible  d'une  interprétation  géomé- 
trique qu'il  est  utile  de  connaître.  Il  représente,  abstraction 
faite  du  signe,  le  rapport  des   distances  du  point  M  aux 

MA 
points  A  et  B,  et  l'on  a  X  —  777,,  A  désignant  celui  des  deux 

MB 

points  qui  a  pour  coordonnées  Xo  y©  2©.  Si  Ton  suppose  que  le 
point  M  soit  situé  entre  les  deux  points  donnés,  les  diffé- 
rences X—  X09  x^  —  x  ont  le  même  signe;  par  conséquent, 
X  est  positif.  En  précisant  davantage,  on  voit  que  X  varie, 
de  o  à  +  00,  quand  le  point  M  parcourt  le  segment  AB  ; 
de  —  00  à  —  1,  quand  il  est  mobile  sur  le  segment  indéfini  qui 
a  pour  extrémité  le  point  B,  et  dont  la  direction  est  opposée 
à  celle  de  BA  ;  enfin,  de  o  à  —  i ,  quand  il  décrit  le  troisième 
segment. 

B8.  Théorème.  Soitf(x,  y,  z)  z=  o,  r équation  d'une  courbe 
A  ;  si  Von  considère  deux  points  M',  M"  dans  le  plan  de  ^y  points 
dont  les  coordonnées  homogènes  sont  respectivement  x' y y\z'  ; 
x^y^z"  si  leseymentWW  contientun  seul  point  de  ^y  lerap- 

port        /  ^^^    est  négatif;  il  est  y  au  contraircy  positifs  si  le 

f    {X       yy       yZ    ) 

segment  M'M*^,  ne  renfei^me  aucun  point  le  A. 

Considérons  en  effet  un  point  M,  sur  le  segment  M'M*',  soient 
a:,2/;j,  ses  coordonnées;  f{x,yyZ)  =  o  est  l'équation  de  la 
courbe  A,  quand  on  a  remplacé  x  et  y,  respectivement,  par 
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X       u 

-  et  -,  et  quand  on  â  chassé  les  dénominateurs;  dételle  sorte 

Z         2 

que  f(x,y,z)  représente  une  forme  entière  et  homogène  des 
lettres  a?,  y,  :?.' Nous  désignerons  par  m  le  degré  de  cette  forme. 
Cherchons  Tintersection  de  la  droite  M'AI"  avec  A  ;  les  for- 
mules U  donnent,  pour  la  déterminer,  Téquation  : 

f  (Xo  -f-  Xr, ,  I/o  h  Ay , ,  Zo  -h  A-s,  )  =.  o, 

équation  dans  laquelle  Tinconnu  est  le  paramètre  >s.  Si  nous 
développons  celte  équation  par  la  formule  de  Taylor  (A.lg. 
g  3ii),  le  terme  indépendant  de  X  est  /  {Xo ,  2/0,2:0).  On  voit 
aussi,  en  effectuant  le  développement  de  : 

f  (/a?,  +  Xo,  Xy,  -h  ^0,  Xj,  +  ^J, 
que  le  terme  du  degré  le  plus  élevé  en  X  est  : 

ou, 

D'après  cette  double  remarque,  l'équation  en  X  est  : 
(1)    X'"/(jj,,y,,2:,)-4-...  hf{xo,yo,Zo)  =  o. 


Dans  cette  équation,  les  termes  extrêmes  qui,  seuls,  ont  été 
mis  en  évidence,  sont  d*ailleurs  différents  de  zéro,  car  nous  ne 
supposons  pas  que  les  points  M'etM",  que  nous  considérons, 
soient  situés  sur  A. 

Ceci  posé,  s'il  existe  un  seul  point  de  A  sur  le  segment 
M'M",  l'équation  (1)  doit  avoir  une  seule  racine  positive  et  son 
premier  membre  doit  présenter  un  nombre  impair  de  varia- 
lions  ;  f{Xi ,  yi ,  2,)  et  f{xo,yo ,  z^)  ont  donc  des  signes  contraires. 
Au  contraire,  s'il  n'existe  aucun  point  réel  de  A  sur  le  segment 
M'M*,  l'équation  (1)  n'admet  aucune  racine  positive  réelle;  le 
nombre  de  ses  variations  est  un  nombre  pair  ;  par  suite, 
fi^it/iZi)  et  f[Xt,yoZo)  ont  le  même  signe. 
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B9.  Il  résulte  du  Ihéorème  précédent  que  la  fonction  V{x,y) 
ne  peut  changer  de  signe  que  si  Ton  traverse  là  courbe  à, 
qui  correspond  à  Téquation  : 

F(x,ij)-o: 

car  Ton  a  : 

f{x,y,z):^V{x,y),      (pourzni). 

Ainsi,  A  sépare  le  plan  en  diverses  régions;  mais  si  Ton 
imagine  un  point  M  mobile  dans  Tune  d'elles,  la  fonction 
V{x,y)  conserve  un  signe  invariable,  tant  que  M  ne  quitte  pas 
la  région  considérée.  Il  y  a  donc,  dans  le  plan  d'une  courbe, 
des  régions  pour  lesquelles  la  fonction  F  (x^y)  est  constam- 
ment positive  et  que  Ton  peut  nommer  les  régions  positives 
du  plan  de  la  courbe  ;  et  d'autres  régions  pour  lesquelles 
F  (a:, y)  a,  au  contraire,  une  valeur  constamment  négative  et 
que,  par  opposition,  nous  nommerons  régions  négatives. 

Pour  distinguer  les  régions  positives  et  négattves,  on  donne 
à  a;  et  à  ^,  des  valeurs  très  simples  :x  —  Oyyzzo\QVi  xzzy:=it\ 
t  élant  très  grand  ;  ou,  encore,  icns  yizX;  e  étant  très  petit, 
et  X  très  grand;  de  telle  sorte  enfin,  que,  pour  le  point  consi- 
déré, le  signe  de  F(a:,  y)  apparaisse  nettement.  Une  fois  que 
Ton  a  reconnu  le  signe  d'une  région,  on  détermine  immédia- 
tement le  signe  des  autres  régions,  en  supposant  un  mobile 
décrivant  le  plan  et  traversant  successivement  les  différents 
bras  de  la  courbe. 

Par  exemple,  si  Ton  considère  l'équation  f[Xy  y)  n  u, 

flx,  y)  =  jcr  -f-  y'  —  ?^axy,    (a>  o). 

Celle  courbe  qui  est  le  folium  de  DescarteSy  et  que  nous 
éludierons  plus  loin,  a  la  forme  indiquée  par  la  figure  ci- 
dessous. 

Dans  cette  figure,  les  régions  ombrées  sont  les  régions  né- 
gatives. 

Nous  ferons,  à  ce  propos,  une  dernière  remarque  pour  faire 
observer  que  la  démonstration  que  nous  avons  donnée  au 
paragraphe   précédent,  exige  qu'entre. les  points  M', M",  il 
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n'existe  qu'un  seul  point  de  la  courbe  A.  Lorsque  la  droile 
U'U'  est  tangente  à  A  au  point  M,  la  démonstralion  que 
nons  venons  de  rappeler  prouve  que  l'équation  en  X  que 
nous  avons  considérée  ayant  deux  racines  égales,  la  fonction 
a  le  même  signe  aux  points  M'  cl  M".  De  même,  si,  dans  la 


Fig.  42. 
figure  précédente»  on  passe  de  la  région  B  à  la  région  C,  en 
n^nchissant  le  point  0,  quoique  l'on  ait,  réellement,  traversé 
la  courbe  au  point  0,  la  fonction  f  [x,  y),  n'a  pas  changé  de 
signe  parce  qu'on  a  coupé  deux  bras  de  la  courbe  et  l'équa- 
tion en  >.  dont  nous  avons  parlé  plus  haut  a,  dans  ce  cas, 
deux  racines  égak-s,  pour  x  =:  q  et  ^  =  o. 

Reiaarques.  —  Lorsqu'on  applique  le  théorème  précédent 
à  une  droite  A,  on  voit  que  celle-ci  partage  le  plan  seule- 
ment en  deux  régions,  l'une  positive,  l'autre  négative. 

VO.  Equation  d'un  sesmcnt  de  dntite.  {Secondes  foT' 
mules.)  Dans  les  formules  (U),  établies  plus  haut,  nous  avons 
imaginé  que  la  droite  considérée  était  déterminée  par  deux 
points  ;  dans  celles  que  nous  allons  donner  maintenant,  nous 
supposerons  que  la  droile  est  déSnie  par  un  point  Ma  (x„  y») 
et  par  ses  paramétras  directeurs  (a,  \i}. 

Ue  U  Tumk  11.  6 
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Prenons  sur  A  un  point  M  et  désignons  par  a?,  y  ses  coor- 
données; soit  P  le  point  directeur  de  A,  et  soient  a,  3  ses 
coordonnées.  En  posant  MoM  =  p,  et  en  remarquant  que 
OP  =:  1,  les  triangles  semblables  MMoA,  OPB  donnent  : 


Fig  43. 

x  —  Xo_y  —  yo_p^ 


(V) 


On  a  donc  : 

X  ^Xo  -f-  ap, 
y  =L2/o-f-6p; 

et  ces  formules  expriment  les  coordonnées  d*un  point  mobile 
sur  une  droite,  en  fonction  du  seul  paramètre  variable  p. 
Elles  sont  générales  et  conviennent  à  toutes  les  positions  des 
points  M^  Mo  ;  mais  en  convenant,  comme  nous  le  faisons  ici, 
de  considérer  p  comme  positif  ou  négatif  suivant  que  le  seg- 
ment MoM  a  la  direction  positive  ou  négative  de  la  droite. 

Si  Ton  veut  que  le  point  M  parcoure,  sur  la  droite  donnée, 
un  segment  M'M'  ;  en  posant  MoM'  z=.  p',  et  MoM"  =  p* ,  on  fera 
varier  p,  depuis  p^  jusqu'à  çf ,  et  Ton  aura  ainsi  les  valeurs 
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d'à:  et  d'y,  pour  tous  les  points  du  segment  M'M",  et  seule- 
ment pour  ces  points. 

91.  Équations  générales.—  Lorsqu'une  courbe  mobile 
doit  vérifier  constamment  certaines  conditions  géométriques, 
si  réquation  : 

(0    A^>y,«,3» ...  )  =0, 

dans  laquelle  a  ,  g ,  ...  désignent  des  paramètres  variables, 
est  telle  que  toute  courbe  du  réseau  proposé  puisse  être 
•représentée  par  cette  équation,  pour  des  valeurs  particulières 
et  convenablement  choisies  des  paramètres^  et  si,  récipro- 
quement, à  toute  équation  (i)  correspond  une  courbe  véri- 
fiant les  conditions  imposées,  nous  dirons  que  («)  est  Véqua- 
tion  générale  des  courbes  du  réseau  pi*oposé, 

'Sit.  Tli^orénie.  Sifzzo,Qr:o,  R  z:  o,  représentent  les 
équations  de  trois  droites  particulières  d'unplan,  non  concou- 
ranteSy  toute  droite  du  plan  peut  être  représentée  par  V équa- 
tion : 

aP-f-pQ-hYR=:o. 


Posons  : 


V-^  ax  -hby  -{-  cz, 
(i)     Q:=:a'x-hb'y-hc'Zy 
R  =:  a^x  -h  b"y  -+-  c^z  ; 


et  soit  : 


mx  4- wy +pzzi  o, 

une  droite  A,  dans  le  plan  considéré.  Nous  allons  montrer 
que  Ton  peut  disposer  des  paramètres  a,  6,  y  de  façon  que 
Ton  ait  : 

oi{ax+by-hcz)-h?^{a'x-hb'y-i'C'z)-h^{a'X'hb''y-hc''z) 

:^mx+ny-hpz. 

Pour  que  cette  identité  soit  vérifiée,  il  est  nécessaire  et 
suffisant  que  Ton  ait  : 

aa -h  a'^  4"  ^"ï  —  ^^> 
(2)     ôa-l-ô'^  +  ô^Y— n, 

ca-hc'g-+-c*Y  =  /?. 
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Posons  : 


A=z 


a  o  c 
a'  V  C 
a'  b'  c" 


et  remarquons  que  Ion  a  A  ;zf  o.  En  effet,  si  nous  supposions 
A  —  0,  les  équations  linéaires  et  homogènes  Pzzo,Q—  o,  R=:o, 
admettraient  une  infinité  de  solutions,  z  étant  arbitraire, 
(Alg.§io6). 

Alors,  pour  z  —  i,  on  trouverait  des  valeurs  d'à?  et  d'y  véri- 
fiant les  équations  (i)  ;  les  droites  (i)  seraient  donc  concou- 
rantes ;  ce  que  nous  ne  supposons  pas. 

Cette  remarque  étant  faite,  si  Ton  observe  que  A  est  préci- 
sément le  déterminant  des  équations  (a),  on  voit  donc  que 
celles-ci  admettent  pour  a,  0,  y  des  valeurs  bien  déterminées, 
non  infinies,  et  qui  ne  sont  pas  toutes  nulles  ;  si  m,  n,  p  ne 
sont  pas,  eux-mêmes,  tous  nuls. 

Nous  allons  généraliser  ce  théorème  dans  le  paragraphe 
suivant. 

va.  Théorème.  Toute  courbe  du  degré  m,  située  dans  le 
plan  du  triangle  dont  les  côtés  ont  pour  équation,  respecti- 
vement, 

?  iz  0,  Q  =  0,  R  :=  o, 

peut  être  représentée  par  r équation  : 

F(P,Q,R)-o, 

F  (P,  Q,  R)  désignant  une  forme  entière,  et  homogène,  par 
rapport  aux  lettres  P,  Q,  R. 

Les  notations  précédentes  étant  conservées,  les  équations  (1) 
peuvent  être  résolues  par  rapport  aux  lettres  x,y^z)  parce 
que  le  déterminant  A  n'est  pas  nul.  On  trouve  ainsi  ; 

x:^  AP-+-  BQ  -hCR, 
y=AT  +  B'Q-+-C% 
2=:A''Ph-B"Q  t-C"R. 
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L*éqaatiOQ  de  la  courbe  étant  : 

ces  formules  donnent  bien,  après  substitution,  une  lonction 
entière,  homogène,  par  rapport  aux  lettres  P,  Q,  R. 
94L.  Droites  concourantes.  Soient  : 

ax-i-by-h  czzzOy 
a'x-hb'y-}-c'zzzo, 
a^x-hb^'y-hc^zizo^ 

les  équations  des  droites  proposées  ;  si  ces  droites  concourent 
au  point  dont  les  coordonnées  sontâ?'  et^,  ces  équations 
linéaires  et  homogènes  admettent  une  solution  non  nulle  : 

x:=x',    y:=^y'j    zzzi. 

On  sait  qpie,  dans  ce  cas,  le  déterminant  général  A,  est  nul. 
La  condition  A  =  o  est  donc  nécessaire. 

Nous  avons  d'ailleurs  fait  remarquer  tout  à  Theure  que  si 
Ton  avait  A;zfo,  les  droites  (1),  (§  73),  ne  concouraient  pas; 
ainsi  la  condition  A  z=  o  est  à  la  fois  nécessaire  et  suffisante. 
On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Pour  que  trois  droites  ayant  pour  équation,  respectivement, 

P  =  o,  Q  =  o,  R  =  o, 

soient  concourantes,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  le  déter- 
minant général  A  des  formes  linéaires  P,  Q,  R,  soit  nul. 

Nous  ferons  pourtant  remarquer,  qu'en  appliquant  le  théo- 
rème précédent,  il  n'est  pas  toujours  nécessaire  de  calculer  A, 
calcul  qid  peut,  dans  certains  cas,  présenter  quelques  diffi- 
cultés. En  effet,  si  Ton  a  A  =:  0,  on  sait  (Alg.  §111)  qu'il  existe 
des  paramètres  X,  {a,  v,  qui  ne  sont  pas  tous  nuls  et  qui  véri- 
fient ridentité  : 

AP-H|xQ-f-vRs:o. 

Ainsi,  pour  constater  que  trois  droites  concourent,  il  suffit 
de  reconnaître  que  Ton  peut  former,  avec  leurs  équations, 
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une  combinaison  linéaire,  homogène,  idenliquement  nulle. 
Par  exemple,  si  Ton  considère  le  triangle  M,M,M,  dont  les 
côtés  ont  pour  équation,  respectivement. 


P,  =  A,x  -h  B,y  4-  C, 


:=  o, 


zr  o 


9 


on  trouve  facilement  que  la  perpendiculaire  abaissée   du 
point  M,  sur  la  droite  M,M,  a  pour  équation  : 

Q,  =  P,  (A,  A,  +  B,B3)  -  P,  (A,A.  -I-  B.B.)  =  o. 

En  permutant  les  indices,  on  obtient  les  équations  des  deux 
autres  hauteurs, 

Pour  vérifier  que  ces  droites  concourent,  il  suffit  de  remar- 
quer que  Ton  a  : 


EXERCICES 


f .  Démontrer  qu'en  posant  : 


D  = 


A,  B,  C, 
A.  B.  C, 
A,B3C, 


1 

A.B. 
A,B, 

,D.= 

A,B. 
A,B, 

,D,- 

A.B. 
A.B. 

la  surface  S  du  triangle  dont  les  côtés  ont  pour  équalion^  respectivement, 


p. 

p, 

est  donnée  par  la  formule  : 


A^X 

A^x 


B,y-hC. 

B,2/-hC, 
Bsy-hC, 


=  0, 
=  0, 

r:o; 


aS 


D* 


sine      D,D,D, 
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On  «oppose,  bien  entendu,  que  les  droites  concourent  deux  à  deux,  mais 
qa  elles  ne  eoncourent  pas  au  même  point. 

Les  quantités  D,  D|,  Dj,  D3  sont  donc  différentes  de  zéro.  On  prendra 
pour  point  de  départ,  dans  ce  calcul,  la  formule  connue, 


sinO 


^t  y.  ^» 


et  Ton  remplacera  les  éléments  de  ce  déterminant  au  moyen  des  formules  ; 


.0?, 


—  ys  _ 


z, 


B,Ca — l^tC,       CjA,  —  C,A,      A4B,  —  B,A, 

2,  On  considère  une  droite  A,  ayant  pour  équation  : 


a         I^U/*  •  • 


P  n  Aa?4- By  4- Cz  =  0, 

et  deux  points  M»,  M^  ayant  pour  coordonnées,  respectivement,  Xo,  yoy  z*  ; 
'i>  Vu  'i  ;  ^  droite  MoMi  rencontre  A  en  un  point  M,  démontrer  que  l'on  a  : 


Po 


En  appelant  x,  y,  z  les  coordonnées  de  M,  on  a  (S  67): 


X 


_      y      _      ^ 


iTo  +  >^iC.       yo  -H  Xy ,       2:0  4-  X  3| 


et,  par  conséquent, 


P.+  XP,=o, 


par  suite. 


^  _  MM,  _ 
""  MM,  ■" 


Po 


On  peut  déduire  de  cette  relation  diverses  conséquences  et  notamment 
la  démonstration  analytique  du  théorème  de  MènéluQs. 

S.  Démontrer  qu'en  désignant  par  a,  6,  c,  les  longueurs  des  côtés  d'un 
triangle  et  par  x'y',  x^y^,  x*^y^  les  coordonnées  de  ses  sommets,  les  coor- 
données du  centre  du  cercle  inscrit  peuvent  se  calculer  par  les  formules  : 


X 


y 


ax'  +  bx"  -h  ex'"      ay'  H-  by"  H-  cy'^' 


a 
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Ces  formaleB  peuvent    se   trouver   en  remarquant:    i^  que  le  pied 
de  la  bissectrice  partage  la   base  dans  le  rapport  des  côtés  adjacents, 

r 

2^  que  le  centre  du  cercle  inscrit  partage  la  bissectrice  dans  le  rapport  -, 

T  (l 

r  étant  le  r&yon  du  cercle  inscrit  et  h  la  hauteur.  On  a  d'ailleurs  ~  = 


et  on  applique  les  formules  (U),  ($  67}. 

4L.  On  considère  un  angle  droit  yox  et  Von  prend  sur  ox  un  point  fixe  A, 
sur  oy  un  point  fixe  B  ;  soit  A  la  perpendiculaire  abaissée  de  0  sur  AB  et 
soit  M  un  point  mobile  sur  A  ;  on  joint  MA  et  MB  et  à  ces  dfvites  aux  points 
A  et  B  on  élève  des  perpendiculaires  gui  se  coupent  en  un  point  I. 

Démontrer  que  le  lieu  de  ce  point  est  une  droite  perpendiculaire  sur  AB. 

S.  Démontrer  que  les  perpendiculaires  élevées  au  milieu  des  bissectrices 
des  angles  d'un  triangle  rencontrent  les  côtés  opposés  en  trois  points  en 
ligne  droite. 
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THÂORIE  ANALYTIQUE  DE  LA  LIGNE  DROITE 

(Siitte  et  fin.) 


9&.  OiJitan€»e  d*iiii  point  à  ame  droite.  Nous  désigne- 
rons par  0  l'angle  des  axes  et  nous  déterminerons,  d'abord,  la 
dislance  de  Torigine  à  la  droite  A,  dont  l'équation  est  : 

(i)    Ax-hBy-hCzzo. 

Nous  avons  vu  (§  56),  que  l'équation  d'une  droite  pouvait 
s'écrire  encore  sous  la  forme  : 

(•i)    X  cos  a  -t-y  cos  (6  —  x)zz  A, 

h  désignant  la  distance  de  Torigine,  à  la  droite. 
Les  équations  (i)  et  (2)  représentant  la  même  droite,  on  a: 

A    _         B         _-C 

cos  a  ""  cos  (0  —  a)  ""    h  ' 

Ces  relations  donnent  : 

_B— A  cos  0 
^^*~     AsinO 

et, 

\h 
cosaz: — pr» 

Appliquons,  à  ces  formules,  Tidenlité  : 

^        cos  a 
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et  nous  avons 

(B  —  A  cos  0)*  _   C 


(i)    1-+- 


tu* 


A'  sin'»  e  A*A 

ou^  finalement, 

f  \     I.  —  _L  C  sin  0 

(2)     A  zr  + 


A"  +  B*  — 2ABCOSO 

Cette  expression  de  A,  bien  que  renfermant  un  double  signe, 
donne  pour  h  une  valeur  qui  est  toujours  bien  déterminée, 
pour  les  raisons  que  nous  allons  développer. 

Remarquons  d'abord  que  la  quantité  placée  sous  le  radical 
pouvant  se  mettre  sous  la  forme  :  A*  sin*  0-+-(B — A  cos  0)*, 
indiquée  d'ailleurs  par  régalité(i),  cette  quantité  est  une  va- 
leur qui  ne  peut  être  égale  à  zéro,  si  A  et  B  ne  sont  pas  nuls  à 
la  fois.  Cette  condition  est  évidemment  remplie  par  toutes  les 
droites  du  plan.  Ainsi,  la  valeur  de  h  est  toujours  réelle  et 
finie  et  nous  allons  montrer  qu'elle  est  bien  déterminée. 
D'abord,  le  dénominateur  ne  pouvant  pas  èlre  nul,  h  ne  se 

présente  jamais  sous  la  forme-  ;  enfin,  h  étant  un  nombre 

absolu^  positif,  on  choisit,  dans  la  formule  (2),  le  signe  -f 
quand  Torigine  est  dans  la  région  positive  et  le  signe—  quand, 
au  contraire,  elle  est  placée  dans  la  région  négative  qui 
correspond  à  la  droite  donnée. 

Cherchons  maintenant  la  distance  du  point  M  (o^o^o),  à  la 
droite  A. 

Menons  par  le  point  M  une  parallèle  à  A,  cette  parallèle  a 
pour  équation  : 

ou, 

Ax  +  By  —  AiTo  —  Byo  =■  0. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  Torigine  soit  placée 
dans  la  région  positive  et  que  le  point  H  soit  dans  la  région 
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négative.  Ayant  abaissé  de  0  une  perpendiculaire  sur  les  deux 
parallèles,  nous  avons  : 

CsinO 


0H  = 


v/A"+B*-.îiABcosO 


F\g.  4i 


et, 


Qljr--   (— AoTo— Byo)sine 
v/a'  +  B*— aABcosÔ 

Dans  celle  dernière  formule  on  doit  observer,  pour  vérifier 
son  exactitude,  que  le  point  Xo  yo  étant  dans  la  région  néga- 
tive, on  a  : 

Aa:o-hByo  +  C<o, 

el  comme  C  est  positif,  il  faut  nécessairement  que  (Aa?p-h  By©) 
soit  négatif. 

En  posant  : 

MInOH'— OHzrS, 

les  formules  précédentes  donnent  : 

—  P*  sin  ô 

(A)    8:=:j—         ■     

VA'4-B*— lABcosO 


92  HUITIÈME  LEÇON 

Cette  formule  est  générale  et  se  trouve  vériflée  pour  toutes 
les  positions  respectives  du  point,  de  la  droite  et  des  axes  ;  il 
faut  seulement  changer  le  signe  du  numérateur  quand  on  sup- 
pose Po>o,  de  façon  à  obtenir  pour  8  un  résultat  toujours 
positif. 

90.  Équalion  de  la  bissectrice.  Soient  : 

f  :=.  ax  -h  by  -}-  c  :=:  Oy 
Q=a'y-hb'y-^c'zzo; 

les  équations  de  deux  droites  données.  Leurs  bissectrices  A,  A' 
partagent  le  plan  en  quatre  régions  et  Torigine  est  située  dans 
Tune  de  ces  régions  que  nous  distinguerons  des  autres  et  que 
nous  désignerons  par  A.  Des  droites  A  et  A'  une  seule  pé- 
nètre dans  la  région  A  et  nous  nous  proposons  de  trouver 
réquation  de  cette  droite  A,  droite  qui,  d'après  ces  explica- 
tions, est  bien  déterminée.  ' 


Q 


Fig.  45. 

On  peut  toujours,  dans  une  équation  donnée,  disposer  du 
signe  d'un  terme  ;  on  peut  donc  toujours  supposer  c  >  o, 
et  c'  >  o.  D'après  cela,  l'origine  est  située  dans  la  région  po- 
sitive, pour  la  droite  P,  et  aussi  pour  la  droite  Q. 
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Soient  x^y  les  coordonnées  d*uii  point  M  pris  sur  la  semi- 
droite  A^  qui  est  située  dans  la  région  A  ;  les  distances  du 
point  M  aux  droites  P  et  Q  sont  données  par  les  formules 

MR  =  P  ^^'"  ' 


MS - 


y/a*  +  6*  —  lab  co^O 
QsinO 


on  a  donc  : 


y/a^  -K  6*  —  ^xab  cos  0      y/a"-h  ^'*  —  aa'^'  cos  0 

Si  Ton  prend  maintenant  un  point  M'  sur  la  semi-droite  A 
opposée  à  la  précédente,  ce  point  M' étant  placé  dans  la  région 
négative,  pour  les  droites  P  et  Q,  on  a  : 

M'R'  =z TL^^l 


el, 

M'S'= -Q^'°^ 


v/a"  +  6'>  — 2a'6'co6  0 
on  a  donc  encore  : 

P  _  Q 


\J(j^  -+-  6*  —  lab  cos  0      yV  -h  6'*  —  2a'6  '  cos  0 

C'est  réquation  de  la  bissectrice  qui  pénètre  dans  la  région 
du  plan  oii  est  placée  l'origine.  Un  raisonnement  semblable 
montre  que  la  seconde  bissectrice  a  pour  équation  : 

P  _  -Q 


yja'  -hb'  —  -kab  cos  6     yja'*  -h  b''  —  la'b'  cos  6 

Il  est  facile  de  déduire  de  ces  formules^  entre  autres  consé- 
quences, que  les  six  bissectrices  des  angles  d'un  triangle, 
son!,  trois  à  trois,  concourantes. 
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HH.  Théorème.  Étant  donnée  Véquation  : 

ax^  +  ibxy  +  cy*  =:  o, 

qui  représente  un  faisceau  de  deu^  droites  P,  Q,  passant  par 
r origine  ;  Véquation  : 

hx*  —  {a  —  c)xy^by*zzo 

est  celle  du  faisceau  de  deux  bissectrices  ^ y  à'  des  droites 
PetQ. 

Nous  supposons  que  Ton  ait  b*  —  ac  >  o,  et,  dans  cette  hy- 
pothèse, nous  avons  : 

(i)    ax*  -h  2ba>y  +  <*y*  =  (w'a?4-t)'y)  [u'x  -h  v'y), 

u',  v'-jU' ,  v"  étant  des  coefficients  réels  qui  vérifient  les  rela- 
tions : 

u'u"  -  a, 
(2)  V  V  =:  c, 

w'v'  +  v'w*'  ■=.  2b. 

Prenons  sur  la  bissectrice  A  un  point  U;  xei  y  étant  les 
coordonnées  de  ce  point,  ses  distances  aux  droites  P  et  Q  sont, 
au  signe  près  : 

u'x  -f  v'y         u"x  +  v'y 


Les  coordonnées  x^y  vérifient  donc  la  relation  : 

{u'x  -h  v'yY  __{u''x  +  v^yY 


(3) 


W'*-|-V      ""     u"*  +  v"* 


En  considérant  maintenant  un  point  de  la  seconde  bissec- 
trice A',  on  voit,  de  même,  que  ses  coordonnées  vérifient  la 
relation  précédente.  Celle-ci  a  donc  lieu  pour  toutes  les  valeurs 
d'à?  et  d'y  représentant  les  coordonnées  d'un  point  pris,  soit 
sur  A,  soit  sur  A'.  Réciproquement,  si  Ton  imagine  une  solu- 
tion x^y'  de  (3),  on  a  : 

u'x'  +  v'y'  _    ,  u'^x'  -+-  v^y* 
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le  point  x*y'  est  donc  situé  sur  Tune,  ou  sur  l'autre,  des  bis- 
sectrices. 

.  En  résumé,  Téquation  (3)  représente  Tensemble  des  deux 
bissectrices. 
Cette  relation  peut  s*écrire  : 

(4)    x"(u'V  -  tj'V*)-f  aa;y(MV  —  yV')(vV  — u'u') 
Les  égalités  (2)  donnent  d'ailleurs,  par  combinaison, 

el  celle  égalité  montre  que  wV  — v'u'  n'est  pas  nul,  V  —  ac 
èlanl  supposé  positif. 

Nous  pouvons  donc  diviser  les  deux  membres  de  Tégalité  (4) 
par  M't)'  —  t)'w*' ,  et  nous  oblenoMs  le  résullat  suivant  : 

ou,  finalement, 

hx^  ^{a—c)xy  —  by*  —  o. 

98.  Problème.  Abaisser  d'un  point  donné  x^,  y^  ;  un  fais- 
ceau  perpendiculaire  sur  un  faisceau  quadratique^  donné. 

Les  notations  du  paragraphe  précédent  étant  conservées, 
on  voit  que  les  deux  perpendiculaires  que  nous  cherchons  ont 
pour  équations,  respectivement. 

t^'  (y  —  yo)  —  u'  (x  -  Xo)  =  o, 
W  {y  — yo)  -  «*(a?  —  Xo)  =  o. 

Le  foisceau  de  ces  deux  perpendiculaires  est  donc  : 

[ti'(y  — yo)  — v'(a?— a?o)][w''(y-yo)— v'(a;-iro)]  =  o, 
ou, 

«'«"(y  -yo)*— (wV4-t)'tt'')(y — yo)  (x— 0^0)  +  i^'o*  (^— ^^o)*  =  0  : 
ou,  enfin, 

«  (y  —  yo)*  —  26  (y  —  yo)  (a;  —  a?o)  +  c  (x— Xo)*  =  o. 
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90.  Faisceaux  harmoniques.  Tltéoréme.  Pour  que  le 
faisceau  des  OP,  OQ;  faisceau  qui  correspond  à  C équation: 

m 

(t)    ax*'\'ih3cy-\-cy^zio\ 

soit  conjugué  harmonique  du  faisceau  des  droites  01,  OJ;  cor- 
respondant à  réquation  :    . 

(2)    a'a^  -|-  2b' xy + c'y* — o  ; 
il  est  nécessaire  et  suffisant  que  la  relation  : 

(3)    ac'  +  ca''-  aô6'  n  0, 

soit  vérifiée. 

Prenons  sur  OP  un  point  M  ;  soit  Xo  y©  ses  coordonnées  ;  on 
sait  que  si  par  ce  point  M  on  mène  AB  parallèle  à  OQ,  celte 
droite  est  partagée  par  le  faisceau  01,  OJ,  et  par  M,  en  deux 
parties  égales. 


Fig.  46. 
L'équation  de  OQ  élant  :  u'x  -H  v''y  r:  0  ;  celle  de  AB  est  : 

(4)    u'x-k-v'yzz. u^Xq -H v^'yo. 

Cherchons  l'intersection  de  cette  droite  avec  le  faisceau. 
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01,  OJ  ;  nous  avons,  pour  déterminer  y^  Téquation  suivante, 
obtenue  en  éliminant  x  entre  (2)  et  (4)  : 

Lo  point  M  étant  le  milieu  du  segment  AB,  la  somme  des 
racines  de  cette  équation  est  égale  à  2^0*  Nous  avons  donc 
la  relation  : 

yo(aV-  26Vi;^4-f''W'*)=:(aV--6V)  {u''x^^v''y^\ 

ou,  après  réductions, 

(5>    yoCc'w''  — 6V)=a;o(aV  — ôV), 

Le  point  Xo^  yo  appartenant  à  la  droite  01%  nous  avons  d'ail- 
leurs, 

(6)    u'xo-hv'y^^a; 

et,  par  combinaison  des  relations  (5)  et  (6}^ 

ou,  enfin, 

En  tenant  compte  des  égalités  (2),  (§  77)  ;  oa  trouve  la  rela- 
tion annoncée  : 

(7)    ca' — 2W-hac'~o. 

tMI.  Théorème.  Les  droites  qui  ont  pour  équation  : 

P4-aQ  =  o,  P  — aQ=:o 

forment  im  faisceau  qui  est  conjugué  de  celui  des  droites  qui 
correspondent  aux  équations  ;  P  —  0,  Qzzo. 

Il  suffit,  évidemment,  de  vérifier  que  les  parallèles  menées 
parTorigine  aux  droites  qui  ont  pour  équation  : 

(0     (ix-J-ôyrzo,  (2)    a^x-hà'y:=zo; 

forment  un  faisceau  qui  est  conjugué  de  celui  des  deux  droites 
qui  correspondent,  respectivement,  aux  équations  : 

(3)  {a'^\a')X'h{ài'W)y=:o, 

(4)  (a— Xa')x  +  (6  — Xô')y .:=o. 

De  L.  Tome  II.  7 
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Le  faisceau  formé  par  les  droiles  (t)  et  (2),  a  pour  équation  : 

(5)    aa V  -h  {ab'-h  ba')  xy  +bb'y*  —  o  ; 

et  celui  des  droites  (3)  et  (4), 

(6)    (a*  -  XV'*)  x'  +  2{ab  —  \'a'b')  xy  -|-  (fc*— a*6")  y"  -  o. 

En  appliquant,  aux  équations  {S)  et  (6),  la  condition  (7), 
trouvée  au  paragraphe  précédent,  on  voit  que  cetle  condition 
se  trouve  vérifiée,  en  vertu  de  Tidentité  : 

aa\b'  -  Vb'*)  -  (aô'  4-  ba')  [ab  —  \Wb')  -h  bb'  (a*  —  XV)  s:  o. 

81.  Problème.  Mener ^  par  un  point  donné  (îTo,  y©)»  ^^ 
faisceau  parallèle  à  un  faisceau  donné. 
Soit, 

ax*  +  ^bxy  +  cy'  =z  o, 

l'équation  du  faisceau  proposé  ;  une  droite  de  ce  faisceau  ayant 
pour  équation, 

ux-^vy:=:o, 
la  parallèle  menée  par  le  point  {Xo^y^)  a  pour  équation, 

Mais  on  a  : 

a\)*  —  aôwtj  -|-  cw*  zz  o, 
et,  par  conséquent, 

a(a;— a^oy+a&Cx— Xo)(y— yo)-Hc(y— yo)*  — "• 

C'est  l  équation  du  faisceau  cherché. 

Cette  formule,  comme  celle  qui  a  été  établie  plus  haut  (§  78), 
est  susceptible  d'une  généralisation  évidente,  et  en  appliquant 
le  raisonnement  précédent  au  faisceau  qui  correspond  à  Téqua- 
tion  : 

A.a;'"+  k,£^-'y  +  ...  -I-  A^v*  -  o. 
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on  voit  que  le  faisceau  parallèle,  issu  du  point  (x„  y^),  a  pour 
équation  : 

Ao  (x-Xor  4-A,  {x^x.r^'  [y^y,)  +  ...  -f- A„  r.y-y,)-  -  o. 


Problème.  Etant  données  deux  courbes  A,  A',  ayant 
pour  équations  : 

(i)    f(x,y,z)-o,        ^{x,y,z)-n; 

trouver  l'équation  du  faisceau  des  droites  qui  vont  de  V ori- 
gine aux  points  communs  à  ces  deux  coxirbes. 

Entre  les  équations  (i)  et  (2),  éliminons  z,  par  l'une  des 
méthodes  indiquées  en  algèbre  et  qui  n'introduisent  pas  de 
fecteurs  étrangers.  Si  nous  désignons  par  R(a;,y),  le  résultant 
ainsi  obtenu,  l'équation  : 

(3)     K(a?,y):z:o, 

dont  le  premier  membre  est  une  fonction  iiomogène  en  x  et  y, 
représente  un  faisceau  de  droites  ayant  pour  sommet  Tori- 
gine.  C'est  Féquation  cherchée. 

En  effet,  soit  M' un  point  commun  aux  courbes  A  et  A';  et 
soient  x' ,  y'  ses  coordonnées  ;  on  a  donc  : 

f{x%y\z)-o,    <^ix'yy\z)-o; 

et  ces  deux  équations  en  z  admettent  une  racine  commune, 
savoir  >sz=i.  Le  résultant  de /"  et  de  <p  est  donc  nul  et  Ton  a, 
par  suite, 

R  (x\  y')  -  o. 

La  droite  OM'  fait  donc  partie  du  faisceau  des  droites  repré- 
sentées par  réquation  (3). 

Réciproquement.  Toute  droite  du  faisceau  (3)  représente 
une  droite  sur  laquelle  se  trouve  un  point  commun  aux  deux 
courbes. 

Considérons,  en  effet,  une  droite  U  de  ce  faisceau  et  soient 
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x^y"  les  coordonnées  d'un  point  M'  de  celte  droite.  Nous  avons 
donc  : 

et  Ton  peut  dire  que  les  deux  équations  en  z  : 

admettent,  au  moins,  une  racine  commune  ;  soit  z"  cette  ra- 
cine qui  vérifie  les  deux  relations  : 

Considérons  maintenant  un  point  M,,  dont  les  coordonnées 
soient  calculées  par  les  formules  : 

a/'  t/" 

(4)    ^,=-31    y.-yr; 
nous  aurons  : 

ç(2"ir,,y'y,,2")=o; 
ou, 

Ces  deux  dernières  relations  prouvent  que  les  équations  des 
courbes  A  et  A 'sont  vérifiées  par  : 

x=:x^,    y^Viy    2  —  1; 

le  point  M,  est  donc  commun  à  A  et  à  A'.  D'ailleurs  les  for- 
mules (4)  donnent  la  proportion  : 


"1 


x\      x"  ' 


et  Ton  voit  ainsi  que  M,  est  situé  sur  la  droite  OM*.  La  réci- 
proque est  donc  démontrée. 
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8S.  Pciiiits  et  droites  imaffinaires.  Le  problème  pré- 
cédent conduit,  assez  naturellement,  à  la  considération  des 
points  et  des  droites  imaginaires.  Nous  nous  sommes  déjà 
servi  de  cette  expression  (§  36),  en  traitant  une  question 
du  genre  de  celle  qui  vient  de  nous  occuper;  mais  il  nous 
faut  entrer  maintenant  dans  des  détails  plus  circonstanciés 
sur  les  équations  à  coefficients  imaginaires. 

L'équation  linéaire  renfermant  le  signe  symbolique  f,  peut 
toujours  s''écrîre  sous  la  forme  : 

(I)    VhQi  =  o, 

P  et  Q  désignant  deux  formes  linéaires,  à  coefficients  réels 
et  Q  n^étant  pas  identiquement  nul.  Nous  convenons  ici  de 
dire  que  Téquation  (i)  représente  une  droite  imaginaire. 
En  adoptant  ce  langage,  les  équations  : 

P  4  Qi  —  o, 

représentent  des  droites  dites  imaginaires  conjuguées. 

Lorsque  les  coordonnées  d'un  point  sont  données  par  des 
expressions  imaginaires  : 

a?  zr  a  H-  a't,    y  =  g  -A-  g't  : 

nous  dirons  qu'à  ces  formules,  correspond  tm  point  ima- 
ginaire. 
Aux  formules  : 

Xira  — a'/,     Yr:^  — g'i 

correspond  un  point  imaginaire,  quir  nous  nommerons  con- 
jngué  du  précédent. 

Lorsque  Téquation  U  z:  o,  à  coefficients  réels  ou  imagi- 
naires, est  vérifiée  par  des  valeurs  imaginaires  d'icet  d'y?  nous 
dirons,  pour  rappeler  ce  fait  algébrique,  que  la  courbe  passe 
par  le  point  {x,y)y  sans  attacher  d'ailleurs  à  cette  expression 
un  sens  autre  que  celui  que  noois  venons  de  préciser. 
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Ces  conventions  étant  faites,  on  vérifie  facilement  les  pro- 
positions suivantes  : 

1®  Une  droite  imaginaii^e  passe  toujours  par  un  point  réel. 

a*  Lorsqu'une  droite  est  réelle,  si  elle  passe  par  un  point 
imaginaire,  elle  passe  aussi  par  le  point  conjugué. 

3®  Une  droite  guipasse  par  deux  points  imagirMires  conjur 
gués  est  réelle. 

4®  Deux  droites  imaginaires  conjuguées  ont  un  point  com- 
mun réel. 

5®  Une  droite  A  qui  passe  par  deux  points  imaginaires  quel- 
conques V,  Q;  et  la  droite  A'  qui  passe  par  les  points  P',  Q' 
conjugués  de  ceux-ci,  sont  deux  droites  imaginaires  conju- 
guées. 

83  hU.  Points  à  Tinflai.  Lorsque  les  coordonnées  d'un 
point  M  croissent  indéfiniment,  Tune  et  Tautre,  mais  en  res- 
tant proportionnelles  à  des  quantités  fixes  a,  ^,  ou  à  des  quan- 
tités variables  mais  ayant  pour  limites  des  valeurs  bien  dé- 
terminées a,  (3;  si  Ton  désigne  par  P  le  point  qui  a  pour 
coordonnées  a  et  (3,  on  dit  que  M  s*est  éloigné  à  Tinfini  dans 
la  direction  obtenue  en  joignant  l'origine  au  point  P. 

Lorsque  plusieurs  points  M,,  M„  ...  sont  supposés  mobiles 
sur  des  droites  parallèles  ayant  pour  équation,  respective- 
ment; 

Ao;  4-  By  -f-  C,2  zz  o, 
(A)     \  Aa?-f-By  +  C,2=:o. 


Si  leuf  s  coordonnées  croissent  au-delà  de  toute  limite,  ces 
points  s'éloignent  à  Tinfini  dans  la  même  direction. 
En  effet,  les  équations  précédentes  étant  écrites  sous  la  forme  : 

A4-B^  +  C,-z:o, 
x  X 

V  z 

A4-B--4-C,-=:o, 

X  X 
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et  X  croissant  au-delà  de  toute  limite,  le  rapport  -  a,  dans 

\ 
toutes  ces  équations,  la  même  valeur  limite^  savoir  celle  de  — ~ . 

Les  coordonnées  du  point  P  sont  donc  : 

ai=  — A,p=B;    ou    ar=A,g=:  — B; 

pour  toutes  ces  droites  parallèles.  Ainsi,  on  peut  dire  que  tous 
les  points  M|,M„  ...  s'éloignent  à  Tinfini  dans  la  direction  po- 
sitive ou  négative  de  la  droite  OP  qui  a  pour  équation  : 

Ax-hByzzo. 

On  remarquera  que  cette  droite  est  une  parallèle  menée  par 
l'origine  à  Tune  quelconque  des  droites  proposées  A. 

Si  Ton  précise  la  direction  suivie  par  le  mobile  en  s'éloi- 
gnant  à  l'infini  sur  une  droite  A,  la  position  du  point  P  se 
trouve  elle-même  bien  déterminée  ;  et,  en  supposant,  par 
exemple,  A<o  et  B>o,  si  Ton  veut  rappeler  que  le  mobile 
s^est  éloigné  à  Tinfini  en  parcourant  la  partie  positive  de  A, 
on  prendra  :  a  z=  —  A  et  p  zi  B. 

Ces  différentes  remarques  s'appliquent^  évidemment,  aux 
points  rejetés  à  Tinfini  dans  la  direction  de  Tun  ou  de  Tautre 
des  axes  de  coordonnées. 

Remarque.  Lorsqu'une  égalité  est  constamment  vérifiée 
par  les  coordonnées  a?,,  y„  d'un  point  qui  s'éloigne  à  l'infini, 
dans  la  direction  a ,  0  ;  on  peut  chercher  ce  que  devient  cette 
relation^  à  la  limite.  Dans  le  cas  d'une  relation  algébrique 
entière,  le  résultat  s'obtient  immédiatement.  Soit  : 

l'équation  qui  est  constamment  vérifiée  par  les  coordonnées 
^j  >  y I .  du  point  mobile  ;  <p  ,  9  _j  .  • .  désignant  des  fonctions 

entières,  homogènes,  dont  les  degrés  respectifs  sont  :  m, 
m—  i,  ...  L'égalité  précédente  peut  s'écrire  : 
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A  la  limite,  on  a  donc  : 


ou, 


T.(-^)-o, 


9m  («??)-  *■>• 


Ainsi,  la  relation  cherchée  s'obtient,  dans  le  cas  des  équa- 
tions algébriques  rationnelles,  en  prenant  le  groupe  homogène 
du  degré  le  plus  élevé  et  en  y  remplaçant  a?,  par  a,  y,  par  p. 

Droite  de  rinfiai.  Lorsqu'une  droite  A  passe  constamment 
par  deux  points  M«  ,M«,  si  ces  points  s'éloignent  à  Tinfini,  dans 
des  directions  différentes,  A  s'éloigne  elle-même  toute  entière 
à  rinfini  ;  c'est-à-dire  qu'elle  ne  passe  par  aucun  point  situé  à 
distance  finie.  Soient  a?,,  y,,  2,  \x^^  y„  z,  ;  les  cooi données  des 
points  M,,  M,.  L'équation  de  A  est. 


ou, 


X 

y 

z 

X^ 

Vf 

■•1 

X^ 

y* 

3. 

X 

y 

z 

1 

y. 

il 

zr.  o, 


y^ 


o. 


Posons  : 


x^    x,\ 


;..   y^  - 


:^  y»  -J 


lim~^w„    et    lim~jrwi.; 


X 


^« 


on  a,  à  la  limite^ 


X    y 


1    »?,    o 
1    w,    o 


:r:o, 


OU, 


z{m^  —  m,")  —  0. 
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Cette  équation  ii*est  vérifiée  par  aucune  valeur  finie  A'x  et 
d*y«  quand  on  suppose  ;ni  —  m,  ;zf  o  ;  elle  est,  au  contraire, 
identique  dans  Thypothèse  m,  ==  m,.  Cette  dernière  indéler- 
minalion  s'explique,  d'ailleurs,  en  remarquant  que  toutes  les 
droites  du  plan,  parallèles  à  la  direction  commune  des  droites 
données,  passent  parles  points  M^  etM.,  quand  ils  sont  rejetés 
à  l'infini,  dans  cette  direction. 

Ainsi  toutes  les  droites  du  plan,  rejetées  à  Tinfini,  ont  pour 
équation  zno. 

Pour  rappeler  ce  fait,  nous  imaginerons  que  ces  droites 
sont  confondues,  à  Tinfini,  en  une  seule  et  même  droite,  que 
nous  nommerons  la  droite  de  V infini  du  plan. 

S4.  Condition  ponr  qae  l*équntion  §^énérale  du 
second  deg^  représente  an  système  de  deux  droites* 

L*équation  générale  du  second  degré,  homogène  en  Xy  y  y  z 
est, 

f{x,yjZ)zzo\ 

en  posant  : 

f(x,y,z)  =:  Ax'  +- A'y*  +  M'z*  +  9.Byz  ^  2B'zx  h  nB'xy, 
Pour  qu'elle  représente  deux  droites  il  faut  que  Ton  ait: 

par  conséquent,  la  forme  quadratique /"(x.y,:;)  est  décompo- 
sable  en  une  somme  de  deux  carrés.  Mais  nous  avons  vu  en 
algèbre  (§  348)  que  dans  ce  cas,  le  discriminant  de  la  forme 
était  nul.  Réciproquement,  si  le  discriminant  est  nul,  la  décom- 
position de  la  forme  en  une  somme  des  deux  carrés  et,  par 
suite,  sa  décomposition  en  deux  facteurs  linéaires,  est  possible. 
Aicsi  la  condition  cherchée,  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante, est  A  -=  G,  en  posant  : 


A:^ 


A    B"  B' 
B*'  A'  B 

B'  B    A' 


400  HUITIÈME  LEÇON 

On  peut  observer  que  si  Tune  des  droites  est  rejelée  à  Tin- 
fini,  si  Ton  a  : 

a  zr  0    et    3  .—  o  ; 
on  a  aussi  : 

A  —  0    A'  rr  0    B  '  =  o, 

et,  par  conséquent,  A  ^  o;  cette  condition  exprime  donc  que 
/*=  0  représente  deux  droites,  à  distance  finie  ou  infinie. 

8&*   Conditions  |»our  que  Téquation  g^énérale  da 
setMind  défloré  représente  deux  droites  pamlléles. 

On  a  d'abord,  comme  tout  à  Theure,  A  =  o  ;  de  plus  les 
droites  qui  ont  pour  équation  : 

étant  parallèles,  on  a  : 

a        p 
OU, 

D'autre  part,  Tidentilé  (i)  donne  : 

A  ~aa', 
A'  =  33', 

De  ces  égalités,  on  déduit  : 

On  trouve  aussi  la  condition  nouvelle  : 

î=:AA'-B'"=:o. 

Les  conditions  :  A  —  o,  et  8  =  o,  sont  donc  vérifiées  quand 
l'équation  du  second  degré  représente  un  système  de  deux 
droites  parallèles. 
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BédproquemenL  Si  les  conditions  ont  lieu,  l'équation  repré- 
sente un  système  de  deux  droites  parallèles,  ces  droites  pou- 
vant être  réelles^  imaginaires  ou  coïncidentes. 

Les  conditions  données  sont  : 

(i)    A  =  hJifhy  -4-  aBB'B*'  —  AB«  ^  A'B"  — A^B"*  =z  o, 
(a)     l  =  khf  —  Vz=:o. 

Nous  ferons  remarquer  d'abord  que  A  et  A'  ne  peuvent  être 
nuls  simultanément.  En  effet,  si  Ton  avait  A  =  o  et  A'  =  o,  on 
aurait  aussi  B'  =  o  et  Téquation  proposée  serait  du  premier 
degré  par  rapport  aux  lettres  x  et  y.  Nous  supposerons  A';2^.  o. 

Les  relations  (i)  et  (2)  donnent  d'abord,  pour  combinaison, 

AB*  +  A'B'*— aBB'B''  =  0  ; 

ou  en  multipliant  par  A',  et  en  remplaçant  AA'  par  B*^', 

(BB"^A'B'/  =  o. 

Ainsi  les  relations  données  peuvent  être  remplacée.*  par 
celles-ci  : 

B'^'^AA', 
BB"  =  A'B'. 

D'autre  part,  en  utilisant  ces  deux  égalités,  on  a  : 

A7(x,  2/ .  2)  is:  B'' V  -h  A'y  +  A'A"^;*  +  aA'By^  -h  ^^B"xz 
4-  aA'B^'icy, 

on, 

AY(a:,y,2?)s(B''a?-|-A'y  +  B^r  — 2"(B'-A'A'). 

Sous  cette  forme,  on  reconnaît  que  l'équation  f[x^  y,  z)  =  0, 
représente  deux  droites  parallèles,  réelles,  imaginaires  ou 
coïncidentes,  suivant  que  la  quantité  B*  — A'A"  est  positive, 
négative,  ou  nulle. 


EXERCICES 


t.  Sur  les  trois  côtés  d'un  triangle ^  considérés  comme  étant  des  diago- 
nales y  on  construit  des  parallélogrammes  dont  les  côtés  sont  parallèles  aux 
mêmes  directions;  démontrer  que  les  trois  autres  diagonales  concourent  au 
même  point. 

ft.  Étant  donné  un  quadrilatère  ABCD,  trouver  le  lieu  d'un  point  1  tel 
que  la  somme  des  surfaces  des  triangles  lAB,  ICD  soit  égale  à  la  moitié  de 
celle  du  quadrilatère  donné. 

On  trouve  que  le  lieu  demandé  est  la  droite  qui  joint  les  milieux  des 
•diagonales  du  quadrilatère. 

3.  On  considère  un  quadrilatère  ABCD  ;  sur  AB  on  prend  un  point  P, 
et  sur  CD  un  point  Q.  Les  droites  BQ,  CP  se  coupent  en  un  point  M  et  /<?.* 
droites  AQ,  DP  en  un  point  N  ;  d&fnonlrer  que  la  droite  MN  passe  par  un 
point  fixe  quand  les  points  P  et  Q  sont  mobiles.    . 

4.  On  donne  deux  droites  fixes  A,  A'  et  trois  points  en  ligne  droite  A,  B,  C  ; 
par  A  o?i  mène  une  transversale  mobile  qui  rencontre  A  en  P  ef  A'  en  Q  ; 
les  droites  BP,  CQ  se  coupent  en  un  point  I  ;  le  lieu  de  I  est  une  droite. 

(Porisme  d'Euclide.) 

5.  On  donne  un  triangle  ABC  et  deux  points  fixes  0,  0'  ;  soit  M  tm  point 
mobile  sur  BC,  OM  rencontre  AB  au  point  R  et  O'M  rencontre  AC  au  point  S  ; 
les  droites  O'R  et  OS  se  coupent  en  un  point  I;  le  lieu  de  ce  point  est  une 
droite.  (Porisme  d'Euclide.) 
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ÉTUDE    ANALYTIQUE    DU    CERCLE 


8S«  Disimnee  de  deux  points.  Soient  M' et  W  les  deux 
points  donnés;  soient  a?',  y';  a;*,  y'  leurs  coordonnées  et  d 
leur  dislance. 


Fig.  4-. 
Le  triangle  M'PM'^  donne, 
d*  ^(x"  —x'y-hiy'—yy  —  ^ix''  —x'){y''  —7')  cos  M'PM\ 
ou, 

U)    d'Alix' ^xy  +  y-y'Y^h2{x''-x'){y'--y')  cos  6. 

Celte  formule  est  générale  ;  elle  est  vérifiée  quelles  que 
soient  les  situations  respectives  des  axes  des  coordonnées  et 
des  points  proposés. 

89.  Equation  du  cercle.  Soit  C  le  centre  du  cercle,  et 
soient  0:0  y^  les  coordonnées  de  ce  point.  Prenons  sur  la  cir- 
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conférence  un  point  quelconque  D,  ses  coordonnées  Xyy, 
diaprés  (A),  vérifient  constamment  la  relation  : 

{X  —  XoY  4-  (y/  —  VoT  -\  ^x-^  Xo)  (y  —  yo)  cos  0  -  K\ 


ce 


Fig.  48. 

égalité  dans  laquelle  R  désigne  le  rayon  de  la  circonférence 
donnée. 
Si  Ton  pose  : 

U  s:  (a?  —  XoY  4-  {y  — yo)*  +  ^te  —  Xo)  (y  -  y.)  cos  e  -  R*, 


on  voit  que  Ton  a  : 


U  <  o,    ou    U  >  o 


suivant  que  le  point  (J?,y)  est  situé  a  Tintérieur  ou  à  l'extérieur 
de  la  circonférence  proposée.  Enfin,  on  a  U  =:  o,  lorsque  le 
point  est  placé  sur  la  circonférence. 

88.  C^ndiilons  poar  qae  Téquation  m^énérale  da 
seeond  de§^  repi-ésente  an  cerele. 

L'équation  générale  du  second  degré,  prise  sous  la  forme 

homogène^  étant  : 

Aaf  +  Ay  +  A"  2*  H-  2By-2: 4-  2B'zx  +2B''xy=:zo. 

En  y  faisant  z:=zi,  nous  obtenons  l'équation  générale  des 
courbes  du  second  degré  qui,  ordonnée  par  rapport  aux  lettres 
X  et  y,  peut  s'écrire  : 


(K)    Ax*  4- Ay  -f  aB^xy  +  aBy  4-  aB'x  +  A''  -  o. 
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Nous  allons  chercher  les  condilions  qui  doivent  exister 
entre  les  coefficients  de  cette  équation^  pour  qu'elle  repré- 
sente un  cercle. 

L*équation  U  n  o,  trouvée  tout  à  Theure,  devient,  après 
développement, 

(H)   af-hff+^ixycos^-'ix{Xo  +  y©  cos  6)  —  2y (y ^  +  ^o  cos6) 
■+-  ^0*  +  3/0*  H-  '^oVo  cos  0  —  R*  1=  0. 

En  identifiant  les  équations  (II)  et  (K),  on  a  d*abord  : 


(I)     A  =  A'- 


cosO' 


on  peut  donc  dire  déjà  que  :  si  une  équation  du  second  degré 
représente  un  cercle  :  i*  les  termes  en  x^  et  en  y*  ont  des  coeffi- 
cients égauœ  et  différents  de  zéro  ;  2"  le  rapport  des  coefficients 
des  termes  en  xy  et  en  af  est  égal  au  double  du  cosinus  de 
Vangle  des  axes. 

L*objet  du  calcul  qui  suit  est  de  montrer  que  ces  conditions 
nécessaires  sont  aussi  suffisantes  et  que,  si  on  les  suppose 
vérifiées,  Téquation  proposée  représente  un  cercle,  dans  le 
sens  général  et  analytique  du  mot. 

SH.CUeul  da  rayon.  Nous  supposons  donc  que  les  coeffi- 
cients de  réquation  générale  vérifient  les  conditions  (1)  et  nous 
allons  montrer  que  cette  équation  représente  un  cercle  dont 
nous  nous  proposons  de  calculer  le  rayon. 

L'identification  des  équations  (II)  et  (K)  donne,  outre  les 
conditions  (I),  les  suivantes  : 

(  1  )  a:o  H-  yo  cos  6  -h  — -  n  o, 

A 

(J)  {  (2)  a:ocos0  +  yo-f  T  -  <^> 

A 

A* 

{^)   ^o  +  yo-f  îï-Coyo  cos  0  —  ir — r  — ®- 

A 

Les  deux  premières  permettent  de  calculer  les  coordonnées 
du  centre;  le  déterminant  des  inconnues  étant  sin*  0,  quantité 
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différente  de  zéro.  Il  nous  reste  à  montrer  comment  on  peut 
calculer  R". 

Multiplions  les  équations  J,  respectivement  par  Xq,  y^  ,  et 
—  1  ;  puis,  ajoutons  ces  résultats.  Nous  avons  : 

,zx    B'       .   B  ,..  ,  A*' 

(4)    Â*^'"^Â^""^*- "^'Â""** 

Les  équations  linéaires  (i),  (2)  et  (4)  admettant  une  solution^ 
nous  pouvons  écrire  : 


cos  0 
A 


cosO      T- 


1        -- 


B 
A 


B' 

A 

B 

A 

A' 

A 


if^o. 


Les  deux  premiers  éléments  de  la  troisième  colonne  sont 

B'  B 

respectivement  égaux  à—  +  o,  et  à  -r- -ho,  et  nous  obtenons, 

A  A 

par  application  d'une  règle  connue, 


(5)      U*  siii*  0  + 


1     cosO 

B' 
A 

3S0        1 

B 
Â 

B'       B 

A* 

A        A 

A 

^  o. 


Le  déterminant  qui  entre  dans  celte  expression  est  lié  au 
discriminant  du  polynôme  proposé  d'une  feçon  simple  et  que 
nous  allons  mettre  en  évidence. 

Nous  avons  posé  précédemment  {§  84), 


A- 


A    B"   B' 
B'  A'   B 
B'   B    A" 


ETUDE  ANALYTIQUE  DU   CERCLE 


113 


A  esl  le  discriminant  de  l'équation  générale  du  second  degrés 
à  trois  variables,  et  homogène. 

Dans  le  cas  où  /*  (a; ,  y ,  z),  égale  à  zéro,  représente  un  cercle, 
nous  désignerons  par  A^  le  discriminant  de  la  forme  fy  pour 
le  distinguer  du  discriminant  A  de  la  forme  ternaire  (>)• 

Les  relations  (I)  prouvent.que  Ton  a  : 

A  AcosO  B' 

A  cos  0       A       B 
B'  B        A' 


K^ 


ou, 


Ao-A^ 


1     cos  0     — 
A 


cos  0 

B' 
A 


B 
À 


B 
A 

A 


D'après  celle  observation,  l'égalité  (5j  peut  s'écrire  : 

A'R'  siir  0  -I-  Ao  z=  o. 

De  cette  formule,  on  conclut  le  théorème  suivant  : 
Théorème.  Si  A  désigne  le  coefficient  du  terme  en  x*  [ou 
du  iei^me  en  y*)  d'une  équation  M -zzo y  qui  représente  un  cercle, 
el  si  Von  l'eprésente  par  A^,  le  discriminant  du  polynôme  T, 
mis  sous  sa  forme  homogène  :  le  cercle  est  réel  si  AA©  est  néga- 
'tify  et  son  rayon  peut  se  calculer  par  la  formule  : 

\{*^ ^ 

A'  sin*e* 

On  doit  encore  remarquer  que  si  AAo  est  positif,  Texpression 
du  rayon  est  imaginaire  ;  on  exprime  ce  résultat  algébrique 
en  disant  que  la  courbe  proposée,  celle  qui  correspond  à 
l'équation  U  nz  o,  est  un  cercle  imaginaire. 


1.  On  appelle  forme  ternaire  la  forme  quadratique  géucralc  à  trois  va. 
riableë. 

Dk  L.  Tomb  h.  8 
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On  vérifie  aisément  que  Téqualion  Ui=o,  dans  Thypollièse 
où  AAo  est  positif,  n'admet  aucune  solution  réelle  :  la  courbe 
est  donc  imaginaire;  et  pour  rappeler  que  les  coefficients 
A,  A',  B"  satisfont  aux  conditions  (I),  qui  caractérisent  les 
cercles,  quand  la  courbe  est  réelle,  nous  lui  donnerons  le  nom 
de  cercle  imaginaire,  sans  attacher  à  ce  mot  un  sens  autre  que 
celui  que  nous  venons  de  préciser. 

Enfin  si  Ao  ir  o,  on  a  II  zz  o  :  on  peut  vérifier  que  Téqualion 
U  :=.  o,  n'a  donc  d'autre  solution  que  la  suivante:  x^Xq,  y:=f/on 
pour  rappeler  ce  fait  nous  dirons  que,  dans  le  cas  où  Ton  sup- 
pose Aq  zz  0,  le  cercle  est  évanouissant. 

OO.  Puissance  d'an  point  par  rapport  à  un  cerele. 

Un  sait,  et  nous  allons  d'ailleurs  le  vérifier  tout  à  l'heure,  que 
le  produit  des  segments  MA,  MB  interceptés  par  le  cercle  est 
un  produit  constant,  quelle  que  soit  la  transversale  consi- 
dérée, pourvu  que  celle-ci  passe  constamment  par  le  point  M. 
Nous  nous  proposons  de  montrer  que  ce  produit  constant 
s'obtient  en  remplaçant  dans  le  premier  membre  de  l'équa- 
(ion  du  cercle  U  =  o,  les  coordonnées  courantes,  parles  coor- 
données particulières  du  point  donné,  et  en  divisant  le  résul- 
tat obtenu  par  le  coefficient  du  terme  en  x\ 
Considérons  d'abord  Téquation  générale  du  second  degré  : 

(I j    /'(.r,//)  =  Aa.- -h Ay  -h  ih'xy -f-  2hy-h2\Vx  +  \'  .r  n, 

et  soient  x„,y„  les  coordonnées  du  point  M  (fig.  4Hj.  Par  M 
menons  une  transversale  A,  et  désignons  para  ,  6  ses  para- 
mètres directeurs;  les  formules  (SS  71)  : 

X  ^  Xq  -f-  3tp. 

font  connaître  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  celte 
droite  A  et  si  nous  voulons  déterminer  l'intersection  de  A,  et 
de  la  courbe  (1),  nous  aurons,  pour  déterminer  p,  l'équation  : 
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OU, 

Mais  on  a  : 

et  la  formule  (i)  devient  : 

(H)    A-Pcyo)  +  ?  (^/^;,  +  i^Q  +  p'"  (Aa'  H-  K^  -f-  2B"  a?)  =  0. 

Cette  relation  remarquable  est  susceptible^  dans  le  cas  du 

cercle,  d'une  simplification  notable,  et  qui  résulte  des  con- 

B" 

ditions  :  A  =  A'  = .  L'égalité  at)  s'écrit  alors  : 

cos6 

n^.y  vo)  -h  p  (v;„ + ?/^;  j  +ap'  (a«  -h  3* + ^^^  cos  e)  =0. 

Mais  on  a  (§  49)  : 

a*  +  it*-^  aa?  cos  6  n  I , 
el,  par  suite, 

Ap'  -h  p  (a/-;;,^  +  g/y j  +  /"(.ro,  i/oJ  =  0. 

Cette  relation  prouve  que  le  produit  des  segments  MA  et  MB, 

est  égal  à  ^ — 7^  ;  c'est  une  quantité  indépendante  de  la  di- 
A 

rection donnée  à  la  transversale  A  ;  elle  est  donc  conslante^ 

quand  A.  tourne,  comme  nous  l'avons  supposé,  autour  du 

point  (x^,  yo). 

91.  Axes  radicaux.  --  '^riiéoréine.  Le  lieu  géométrique 
fies  poiîih  qui  ont  la  même  puissance  par  rapport  à  deux 
cercles  \^y  A„  est  une  droite;  cette  droite  est  nommée  Paxe 
radical  des  deux  circonférences. 

Soient,  en  adoptant  la  notation  abrégée, 

U  r:  o,    V  :=  o, 
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les  équations  des  deux  circonférences  proposées  ;  A,  et  A,  les 
coefficients  de  x^  dans  ces  équations;  soient  enfin  x^y  y^  les 
coordonnées  d'un  point  M  d*égale  puissance  par  rapport  à  A,, 
et  A,.  Nous  venons  de  reconnaître  que  la  puissance  de  M  par 

rapport  à  A,  était  égale  à-r^  ,  en  désignant  par    Uo  ce  que 

devient  U  quand  on  y  remplace  x  et  y,  par  x'„  et  y^.  Nous 
avons  donc  Tégalité, 

A,       A/ 

En  rendant  les  coordonnées  courantes,  nous  obtenons 
réquation  du  lieu  : 

A."A/ 

C'est  réquation  d'une  droite,  parce  que  les  termes  du  second 
degré  disparaissent  dans  les  deux  membres. 

99m  Centre  radi«;al«  —  Théorème*  Les  axes  radicaux 
de  trois  cercles^  considérés  deux  à  deux,  concourent  en  un 
même  point  ;  ce  point  est  nommé  le  centre  radical  des  trois 
circonférences. 

Soient  ; 

\jzzi^,    V— o,     W  iz  u  ; 

les  équations  des  trois  cercles  donnés;  celles  des  axes  radi- 
caux sont,  d'après  ce  qui  précède, 

l  J       V 

v__  w_ 

a.~â;-"' 

W       L 

Ces  trois  droites  sont  concourantes  ;  car,  en  ajoutant  les 
trois  équations  précédentes,  on  a  une  identité. 
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t.  Théorème.  Dettx  cercles  situés  dans  le  même  plan 
ri  admettent  qi$e  deux  points  communs,  à  distance  finie. 
Soient  : 

(i)      U:=o,    V=o, 

les  équalions  des  deux  cercles  considérés.  Ces  deux  équa- 
tions sont  Tune  el  l'autre  du  second  degré  :  nous  avons  mon- 
tré, en  algèbre,  qu'un  pareil  système  admettait,  en  général, 
quatre  solutions.  Mais,  le  système  (i)  est  équivalent  au  sui- 
vant : 

et  celui-ci  étant  constitué  par  deux  équations,  Tune  du 
premier,  Tautre  du  second  degré,  on  voit  qu'il  n'admet  que 
deux  solutions. 

Deux  circonférences  ont  donc  seulement  deux  points  com- 
muns, réels,  imaginaires,  ou  coïncidents,  à  distance  finie, 
points  situés  sur  l'axe  radical.  Nous  ferons  valoir  plus  tard 
'§  366)  les  considérations  qui*  ont  fait  admettre  que  toutes  les 
circonférences  d'un  plan  passaient  aussi,  d*une  façon  ima- 
ginaire, par  deux  points  fixes  de  ce  plan,  situés  à  l'infini, 
qu'on  a  nommés  les  ombilics  du  plan  {*).  . 

94.  C^^rcles  orÉho|[fonaax.  L'étude  analytique  du  cercle 
rentre  trop  directement  dans  celle  des  courbes  du  second 
degré,  qui  nous  occupera  plus  loin,  pour  que  nous  nous  arrê- 
tions ici  à  la  démonstration  de  propriétés  qui  appartiennent 
à  toutes  les  courbes  du  second  degré,  et  au  cercle,  particu- 
lièrement. Nous  avons  indiqué  dans  les  paragraphes  précé- 
dents quelques  théorèmes  qui  sont  vérifiés  dans  le  cas  du 
cercle,  mais  qui  cessent  d'être  vrais  pour  les  courbes  qui 
correspondent  à  l'équation  générale  du  second  degré.  Nous 
chercherons  encore,  en  terminant  cette  étude  particulière  du 
cercle,  la  condition  d'orthogonalité  de  deux  cercles. 


i.  Cfttte  déDominatioQ  est  due  à  M.  Laguerre.  Ces  points  sont  aussi  ap- 
^if'lén poinlMcirriifaire»,  â  V infini,  stir  le  plan  et  points  qjrlique^  du  plan. 
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On  dit  que  deux  courbes  U  et  V  se  coupent  orlhogonale- 
ment  au  point  M,  lorsque  les  tangentes  en  ce  point  sont  rec- 
tangulaires. On  voit,  immédiatement,  que  dans  le  cas  de  deux 
cercles  dont  les  centres  sont  0  et  O',  la  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  qu*ils  se  coupent  orthogonalement^  au 
point  M,  est  que  le  triangle  OMO'  soit  rectangle. 

Prenons  des  axes  rectangulaires,  et  soient  : 

(C;      x''-hp*-h  2 Aa;  +  aBy  -h  C  rz  o, 
(V)      X  -|-y'-4-2A\r-|-2B'y +C'=  o  ; 

les  équations  des  deux  cercles  proposés.  Soient  aussi  a, g  ;  a'ji', 
les  coordonnées  des  centres  0  et  0'.  En  désignant  par  R  et  H' 
les  rayons  des  cercles  considérés,  les  équations  de  ces  cercles 
sont  : 

En  comparant  U  et  U',  nous  avons  ; 

(i)     — aizA,     — ^rzB,     et    R'  =  A'-hH*  — C. 
Les  équations  (V)  et  (V)  donnent,  de  même, 

(i)    —  a'=:A',     -?'=B'     et    11'*:=  A'*  + B"  — C. 
Ceci  posé,  le  triangle  O'MO' étant  rectangle,  jious  avons, 

ou, 

(:i)     (a  -»~  2j  -h  (?  —  ?')*  :=  R'  +  ]V\ 
Les  relations (i),  (2)  et (3)  donnent  la  condition  cherchée: 

(1)     2AA'-+-2BB'r:CH-C'. 

9&.  Cercle  orthotomiqne.  On  nomme  ainsi  celui  qui 
coupe  orlhogonalement  trois  cercles  donnés. 
Soient,  dans  la  notation  abrégée, 

Przo,    Qzzo,    Rzzo 
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les  équations  des  trois  cercles  donnés.  Nous  supposons  les 
axes  rectangulaires  et  nous  avons  : 

P: 

Q 
H: 

Soit  : 


^  +  y*  -^  îAo:  +  2By  +  C  , 


réqualion  du  cercle  cherché,  la  relation  (4),  établie  au  para- 
graphe précédent,  donne  : 

{9.)  aXA  -f-  2[ji.B  —  V  —  C  1=  o, 
(3)  îiXA'-f-2;i.B'— V  — C/izo, 
(î)     2XA'-f  l'^B"—  V  -  r/  =:  o. 

Les  équations  (i),  (a),  (3) et  (4) linéaires  en  X,;x,v donnent, 
par  élimination  de  ces  paramètres, 


(.») 


x' 


y 

X     y 

1 

G 

A     B 

—  i 

c 

A'    B' 

—  1 

C" 

A'  B" 

—  1 

no: 


c%»st  réquation  du  cercle  orthotomique. 

On  peut  donner  à  cette  équation  une  forme  remarquable, 
que  nous  allons  indiquer. 

Multiplions  la  deuxième  colonne  par  x,  la  troisième  par  y 
et  retranchons,  de  la  première,  la  somme  de  ces  deux  colonnes 
ainsi  modifiées.  L'équation  (5)  devient  : 


0 

X 

y 

i 

c  —  A.r  —  hy 

A 

B 

—  1 

G'  — A'x  — B'y 

A' 

B' 

—  i 

C"  —  M'x  «  IX'y 

A'' 

ir 

—  i 

rz  o. 


Ajoutons  maintenant  la  première  ligne,  successivement, 
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,  aux  aulres  lignes,  nous  obtenons  le  résultat  suivant  ; 


-C  - 
—  C  — 


0 

X 

y 

1 

Ax  —  By 

A-h-x 

B  +  y 

0 

X'x  —  Wy 

A'  +x 

B'  +  y 

0 

M'x  -  B"y 

A^-h-x 

B^  +  y 

0 

:=o; 


Cette  relation  peut  encore  s*écrire  sous  la  forme  : 


Ax-^By+C  A-hx  B-hy 
A'x-hB'y-^C/  A'  +  x  B'+y 
A".r -f- B"y -f- G"    A'-hx    B'-hy 


—  o, 


ou,  en  supposant  que  les  équations  proposées  sont  homo- 
ffènes. 


(5') 


p; 

p; 

p; 

q; 

q; 

o; 

n; 

k; 

«; 

n  o, 


C'est  la  forme  remarquable  que  nous  voulions  donner  à 
l'équation  (5). 


EXERCICES 


■1.  On  donne  un  cercle  rapporté  h  un  diamètre  ox^et  à  la  tangente  à  Vune 
des  extrémités  0  de  ce  diamètre.  Soit  0'  Vautre  extrémité^  et  A  la  tangente 
en  ce  point  ;  par  0  on  mène  une  transversale  mobile,  gui  rencontre  le  cercle 
en  m,  et  A  au  point  A  :  Démontrer  que  si  Von  prend  AM  =  w?A,  le  lieu  du 
point  M  est  une  courbe  ayant  pour  équation  : 


?/=^' 


d  —  X 

X  —  îîrf' 


Construire  la  tange7ite  en   un  point  de  cette  courbe  par  la  méthode  des 
transversales  réciproques. 
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S.  Démontrer  que  si  0  est  Vangle  des  axes^  la  condition  pow*  que  les  deux 
rerrlef  qui  cot^respondent  aux  équations  : 

^'  +  .V*  +  ^^y  cos  6  -+-  aBy  +  2Wx  H-  A"  =  o, 
a:'  -H  y'  +  'itxy  co?  0  •+•  iby  +  î^*'^  -+-  a"  z-  o, 

ro/<>ji/  orthogonaux,  est  : 


1       cose    B' 

COSO         1         B 


b' 


-(A-^  +  aO 


iz  o. 


9.  Heconnaitre,  analytiquement,  celte  propriété^  évidente  par  la  géométrie ^ 
ifue  :  si  deux  circonférences  se  coupent  orthogonalement  un  diamètre  de 
Vune  déciles  est  coupé  par  les  circonférences  considérées  en  quatre  points  qui 
forment  une  division  harmonique. 

4.  Le  lieu  des  centres  des  circonférences  qui  coupent  orthogonalement 
deux  circonférences  données  est  une  droite;  V  axe  radical  de  ces  deux  cercles. 

5.  On  considère  un  cercle  U  et  une  droite  A,  dans  son  plan  ;  à  U,  on  mène 
une  tangente  mobile  A'  et  l'on  construit  les  bissectrices  des  droites  A,  A'  ; 
démontrer  que  si  Von  projette  le  centre  de  U  sur  ces  bissectrices  le  lieu  de 
f^es  projections  est  un  système  de  deux  droites  parallèles  à  A. 

••  Si  Von  convient  de  représenter  V expression:  a  +  pi,  par  un  point  dont 
l*^  coordonnées  sont  a  et  p,  démontrer  que  V expression  imaginaire  : 

a+gz-f-t(a'+3'3) 
Y4-32H-»(t'-Hî'2)' 

dans  laquelle  z  désigne  un  paramètre  variable  ^   représente  y  gêné  tellement, 
un  cercle. 

(Lftguerre.) 
On  trouve  d'abord  : 


a?  — 


y  = 


_(^  +  g2)(ï-f-5^)-hU'  +  ?'2)(Y'4-S'^) 


puis,  par  combinaison. 


X 


zzix-h^z. 
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L^Mi  mi  nation  de  z  donne,  onfin, 

Celte  équation  représente  uncerclo,  excepté  quand  on  suppose  gy'zryÇ'. 
Dans  ce  cas,  le  lieu  est  une  droite. 

V.  On  considère  un  cercle  A  et  un  triangle  AHC  inscrit  dan*  ce  ceri^le  ; 
.foit  M  un  point  mobile  sur  A.  On  joint  M  aux  points  A,  B,C  et,  de  ce  point  M 
comme  centre^  avec  MA  et  MB  pour  rayons^  on  décrit  des  arcs  de  cercle  qui 
rencontrent  MC,  aux  points  A'  et  B'.  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  milieu 
de  A'B'. 

Ce  lieu  est  une  circonférence  ;  on  trouve  facilement  son  équatiou  en 
posant  : 

Cl  =  p,     ICA  zi  (0  ; 

et  en  cherchant  la  relation  qui  existe  entre  p  et  w. 


/-  -N    -•"». 
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1M.  Équation  de  la  tan|^nie  en  un  point  donné 
d*vne  (Niarbe  alfl^éhriqae. 

Soit  : 

réqualion,  sous  la  forme  entière  et  homogène,  d'une  courbe  l', 
«lu  degré  m.  Prenons  sur  cette  courbe  un  point  M  ;  nous  dési- 
gnerons les  coordonnées  par  Xo,  yo, -o)  et  nous  supposerons 

que  les  fonctions  /*x,  /^,  f'z  ne  s'annulent  pas,  simultanément, 
quand  on  y  remplace  x,y,z,  par  Xo,  Po  et  Zo.  Nous  réservons 
ce  cas  particulier  et  nous  examinerons,  uniquement,  les  points 
qui  ne  présentent  pas  la  singularité  en  question  ;  nous  les 
nommerons  des  points  simples.  Joignons  le  point  M  à  un 
point  voisin  R,  de  la  courbe  U  et  prenons  sur  la  droite  MR 
un  point  A,  point  arbitraireihent  choisi  et  dont  les  coor- 
données sont  X^yy^fZ^. 
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Les  coordonnées  ar,  y,  3  de  R  sont  données  par  les  for- 
mules : 


(t') 


X 


'_      y     _ 


Xo  -h  Air,      yo  +  fVi      -0  +  f^x 
el  nous  avons  pour  déterminer  X,  la  relation  : 

Développons  le  premier  membre  parla  formule  de  Taylor; 
le  premier  terme  /(.Co,  y^,  z„)  étant  nul,  puisque  M  appar- 


u 
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lient  à  la  courbe,  nous  pouvons  diviser  la  relation  (0  par  a 
et  nous  obtenons,  finalement,  Téquation  : 

Supposons  maintenant  que  le  point  R  se  rapproche  indé- 
finiment du  point  M  et  vienne  se  confondre  avec  lui  ;  par 
définition,  la  transversale  mobile  A  a  pour  position  limite 
une  droite  A 'qui  est  la  tangente  à  la  courbe  U,  au  point  M. 
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Quant  au  point  A  on  paut  imaginer,  pour  fixer  les  idées,  qu'il 
reste  toujours  à  la  même  distance  du  point  M  et  il  a  pour 
position  limite  un  point  A',  bien  déterminé,  point  dont  nous 
désignerons  les  coordonnées  par  X,  Y,  Z. 

L'équation  (2)  qui  est  du  degré  (m— i)  a  donc  une  racine 
nulle  quand  nous  remplaçons  a?,,  y,,  2,  par  X,  Y,  Z.  Nous 
avons  donc,  entre  ces  coordonnées,  la  relation  : 

(T)  x4-4.Y/-;^+z/-:^z=o. 

Puisque  la  distance  A'M  est  arbitraire,  cette  égalité  est 
vérifiée  par  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  A',  et 
elle  ii*est  pas  identique  puisque  nous  avons  admis  que  Ton 
u  avait  pas,  simultanément, 

/'^o^**'    fy^-''^    f'zo-''- 

La  relation  (T)  représente  donc  Téquation  de  la  tangente 
au  point  M. 

99.  Antre  forme  deFéquatioii  de  la  tangente.  L'iden* 

lilé  d'Euler  donne  : 

et  comme  fix^^y^^  z»)  est  nul,  on  a  : 

Ku  combinant  cette  égalité  avec  Féquation  1\  et  en  obsjr- 
vant  que  les  termes  z^[  ,  Z/*^  disparaissent^  on  a  : 

(X-x„)/-;^-+-(Y-z/.)4  =  o. 

C'est  une  seconde  forme  de  Téquation  de  la  tangente,  forme 
qui  peut  être  commode  dans  certains  exemples  et  qui,  comme 
nous  allons  le  montrer,  s'applique  à  toutes  les  courbes,  algé  - 
briques  ou  transcendantes . 

Désignons  en  effet  par  F  (a?, y)  =  0  l'équation  en  coor- 
données cartésiennes  de  la  courbe  U  ;  soient  x^  y»  les  coor- 
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données  du  point  M  ;  x^  -+-  Axu,  y»  +  A//y  celles  du  point  voisin 
K.  L'équation  de  la  droite  A,  droite  qui  passe  par  ces  deux 
points,  est  : 

Z/  — Z/o  =  T"U'— *^'u). 
Aa^o 

Si  nous  supposons  que  le  point  K  se  rapproche  de  M  el 

vienne  se  confondre  avec  lui,  le  rapport  -^  a  pour  valeur  li- 

Ao-y 

mite  celle  de  la  dérivée  de  y  quand  on  y  remplace  xel  y  par 

Xo  et  //„.  Nous  avons  donc  : 

y-^y^=:y'^{x^x^). 
D'autre  part,  la  relation  connue: 

K  +  y'K^^^ 

donne  : 

et  nous  obtenons^  finalement,  Téquation  de  la  tangente  sous 
la  forme  : 

IT')     [X  -  X.)  F:.^  -h  ;  (/  -  y,)  F;^  zz  o. 

9H.  Application  aux  courbes  du  second  deg^rc.  — 
Tiiéoréme.  Daths  les  courbes  du  second  deyré,  Vèquation  df 
la  tangente  au  point  x^ y ^  z^,  peut  sécrirCy  indifféremment, 
snus  lune  eu  l'autre  des  formes  suivantes  : 

x/),^-hyfl^  +  ^f:^zzo, 

En  effel,  on  vérifie  immédiatement,  pour  la  forme  homo- 
gène du  second  degré  f{x,y,z),  l'identité  î 
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Nous  rappellerons,  à  ce  propos,  que  cette  identité  n'est 
qu'un  cas  particulier  de  celle  que  nous  avons  établie  en 
algèbre,  dans  l'étude  des  formes  quadratiques  (Alg.,  îj  3î<j). 

fNI.  Classe  d*une  courbe  d*ordre  //^  On  appelle  classu 
d'uue  courbe  plane  le  nombre  de  tangentes  que  Ton  peut 
ffleiierà  cette  courbe  par  un  point  quelconque  de  son  plan. 
Nous  allons  démontrer  que  la  classe  d'une  courbe  d'ordre  m 
est,  généralement,  égale  à  m  (m  —  i}. 

Soit  : 

/•(a-,y,w)izo, 

l'équation  d'une  courbe  algébrique,  du  degré  m  ;  la  tangente  T 
au  point  (x„,y„,  a,),  pris  sur  cette  courbe,  a  pour  é(|uation  : 

Écrivons  que  T  passe  par  un  point  S  {d\,  y^,  z^)  et  nous 
aurons  pour  déterminer  Xoy  y^y  -?o,  les  deux  équations  : 

(«)  -^-/r^  +  yj/^^  +  ^/i^^o, 

Si,  dans  ces  équations,  nous  faisons  ^o  =^  '^  nous  obtenons 
fieux  équations  en  x^  et  yo  Tune  du  degré  m,  l'autre  du  degré 
(m-  i):  or,  nous  avons  vu  en  algèbre  que  deux  équations  de 
degré  p  Qi  q  avaient  généralement  pq  solutions,  et  n'en 
avaient  jamais  davantage.  Il  y  a  donc,  d'après  cela,  m  (m— i) 
langentes  issues  du  point  S  à  la  courbe  proposée  ;  du  moins, 
il  y  en  a  en  général  m[m  —  i),  et,  dans  tous  les  cas,  il  y  en  a 
««(m  —  i),  tout  au  plus. 

tOO.  Corollaire.  Les  courbes  du  second  deyré  sont  des 
''(jurbes  de  seconde  clcisse. 

En  effet,  si  m  :=:  -i,  on  a  rn(;m  —  i)  zi  a. 

loi.  Tan§;entes  parallèles  À  une  direction  donnée. 

L'équation  (i),  précédemment  obtenue,  étant  écrite  sous  la 
forme  : 
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on  a,  k  la  limite^  x  croissant  indéfiniment, 


a 


f'o+'Ji^''^ 


el  les  coordonnées  de  point  de  contact  des  tangentes  paral- 
lèles à  la  direction  donnée  sont  déterminées  par  les  deux 
relations  : 

Le  nombre  de  ces  tangentes  est,  en  général,  m  [m  —  i)  ;  il 
peut,  dans  des  cas  particuliers,  être  inférieur  à  ce  nombre  ; 
mais  il  n'y  a  jamais  plus  de  m  (m  —  i)  tangentes  parallèles  à 
une  direction  donnée,  dans  une  courbe  de  Tordre  m, 

1€M.  Équation  K^énérale  des  tang^entes  dont  le 
coefficient  ang^aiaire  est  donné. 

Soit  f[Xyy)  zz  o  réquation  de  la  courbe  proposée  U  ;  nous 
nous  proposons  d'indiquer  ici  une  méthode  qui  permet 
de  trouver  la  condition  que  vérifient  les  paramètres  m,  n, 
quand  la  droite  A,  qui  a  pour  équation  : 

est  tangente  à  U. 
L'équation  : 

(i)    f(x,mx-h  n):=zo, 

donne  les  abcisses  des  points  communs  à  Aetà  U  ;  si  A  est 
une  droite  tangente  à  U,  cette  équation  a  nécessairement  deux 
racines  égales.  Nous  verrons,  dans  l'étude  des  points  singu- 
liers, que  la  réciproque  n'est  pas  exacte  et  qu'une  droite  qui 
rencontre  une  courbe  en  deux  points  coïncidents  n'est  pas 
nécessairement  tangente  à  cette  courbe.  Quoiqu'il  en  soit,  en 
exprimant  que  l'équation  (i)  a  deux  racines  égales,  on  ob- 
tiendra une  relation  : 

9  {m,n)  =  o, 
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qui  est  vérifiée  par  les  paramètres  niy  n  des  équations  de 
toutes  les  droites  tangentes  à  U  et  dont  le  coefficient  angulaire 
est  égal  à  m. 

Applicatioiu  Nous  ferons,  peut-être^  mieux  ressortir  cette 
méthode  en  rappliquant  à  un  exemple  particulier. 
Considérons  la  cubique  ('),  dont  Téquation  est  : 

Nous  avons,  ici^  à  exprimer  que  Téquation  : 

x'  —  {mx  -h  n)*  =z  o, 


aune 
racines 


me  racine  double.  En  supposant  n  =  o,  Téquation  à  deux 
idânes  égales  à  zéro  ;  c'est  là  une  solution  singulière  et  qui 
tient  à  ce  que  toute  droite  menée  par  Torigine  rencontre  la 
courbe  en  deux  points  coïncidents.  En  posant  : 

X 

— - — X 

mx-\-n      "  ' 

on  obtient  Téquation  suivante  : 

wX'H-wX  —  1  —0, 
et  la  condition  cherchée  <p  (m,n)  iz  o  est,  dans  cet  exemple, 

im*  +  2yn  zz  o. 
L'équation  générale  des  tangentes  est  donc  : 

y  -=1  tnx  — 


im* 


27 

IO8.  Condition  pour  que  deUx  courbes  soient  tan« 
génies* 

Soient  deux  courbes  U  et  V,  dont  les  équations  sont  : 

f{x,y,z)^o,    Y{x,y,z)-o. 

I .  Pour  la  commodité  du  langage,  nous  appellerons  quelquefois  cubique, 
une  courbe  du  troisième  degré  ;  de  même,  le  mot  quartique  désignera  uoc 
courbe  du  quatrième  degré.  Enfin,  nous  donnerons  le  nom  de  coniques, 
aax  courbes  du  second  ordre  ;  la  raison  de  cette  dernière  dénomination 
sera  donnée  plus  tard. 

De  L.  Tome  II.  9 
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On  dit  que  ces  courbes  sont  tangentes  au  point  M  (a:o,yo,Zo) 
lorsqu'elles  admettent  la  même  tangente  en  ce  point.  Il  résulte 
de  cette  définition  que  les  deux  équations  : 

représentent  la  même  droite.  On  a  donc  : 

n   fy   n 

^^  f:    f:    f: 


^0 


En  exprimant  que  les  équations  (i)  et  (a)  sont  vérifiées  par 
(^0,2/0, 2o),  on  a  encore  les  conditions  suivantes: 

(4)    a?j/;^H-2//y^-f  V.'„  =  o, 

Les  relations  (3),  (i)  et  (5)  ne  sont  pas  indépendantes  et  Ton 
voit  comment  l'égalité  (5)  est  dépendante  des  relations  (3) 
et  (4). 

En  faisant  2:0  =  1,  et  en  éliminant  Xo  el  2/0  entre  (3)  et  (4),  on 
obtiendra  la  condition  cherchée. 

Autrement,  Deux  courbes  tangentes  peuvent  être  consi- 
dérées comme  deux  courbes  qui  ont  deux  points  communs 
coïncidents  ;  ce  point  commun  n'étant  pas  l'un  de  ces  points 
singuliers  dont  nous  avons  réservé  l'étude. 

En  partant  de  celte  remarque^  on  aboutit  à  une  méthode, 
ordinairement  plus  simple^  et  donnant  lieu  à  des  calculs 
moins  compliqués  que  la  méthode  que  nous  avons  d^abord 
exposée. 

Soient  ; 

f{x,y,z):=Lo     F(j;,y,2) -u 

les  équations  proposées.  En  éliminant  z  nous  obtenons  une 
équation  homogène  en  x  et  y, 

\{{x,y)-o 
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qui,  comme  nous  Tavons  montré  (§  82),  représente  le  faisceau 
des  droites  qui  joignent  l'origine  aux  points  qui  sont  communs 
à  U  et  à  V.  II  suffit  donc  d*exprimer  que  celte  équation  a  une 
racine  double.  La  condition  trouvée  par  cette  méthode  est  une 
relation  nécessaire,  mais  elle  n*est  pas  suffisante  C^)*. 

104I.  Condition  pour  qn^une  droite  soit  tangente  à 
■ne  cMHirbe.  Dans  le  cas  où  Tune  des  courbes  U  considérées 
tout  à  Theure»  se  réduit  à  une  droite  A^  il  suffit  d'identifier, 
avec  réquation  de  A,  celle  de  la  tangente  à  V,  au  point 

Nous  donnerons  ici  une  application,  aux  coniques,  de  cette 
idée  générale. 
Soit  : 
(1)    Ax'  -4- Ay  +  A'2»  +  2Byz  -h  2B'^x  4-  2D"xy  1=  o, 

réquation  de  la  courbe,  et, 

(2)    ux  -{-  vy  -\-  wz  =1  o, 

celle  de  la  droite.  La  tangente  au  point  {Xo.yo,  z^)  a  pour 
équation  : 

(3)    x{XXo  +  B''y^-hh'z,)-hy(B''Xo-hA%-hBZo, 
-h  z  (B'iCo  H-  Byo  -h  A."  z^)zzo. 

En  identifiant  (2)  et  (3),  on  a  : 

Ax,-+-B''yo+Wzo  _  Wxo+A'yo  +  Bz,  _  Wx.-^By^+A" Zp 

Désignons  par  ( — /.),  la  valeur  commune  de  ces  rapports 
et  nous  avons  les  relations  suivantes  : 

(4)  Ax,'-^  B'%  +  B'z,  +  MA  zz  0, 

(5)  B"a:o4-  A'yo -h  B;î„  -f-  v\  zz  o, 

(6)  B'Xo  +  By»  -hM'z^+wX-  o. 


1.  Pour  citer  un  exemple  (l'exception,  on  voit  que  si,  parmi  les  point» 
communs,  deux  sont  situés  en  ligne  droite  aver  l'origine,  la  relation  est 
vtTifiéc. 
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Mulliplions  maintenant  ces  équations,  respectivement,  par 
^o7^o>^u)  et  tenons  compte  de  la  relation  : 


nous  obtenons  : 


^/x^  +  Voflj^  4-  z/,^  -  0, 


(7)    ux^-^\)y^-^wz^:=,Q. 


Les  relations  (4),  (5),  (6)  et  (7)  donnent,  par  élimination  des 
paramètres  x^y^z^  et  X 


(A) 


II 

A 

V 

:  ^ 
0 

u 

V 

w 

o, 


A  désignant  le  discriminant  de  la  forme  ternaire. 

10&.  Idée  des  coordonnées  tangentielles.  Lorsqu'une 
droite  ayant  pour  équation  :  ttx-hvy-j^wzz^Oy  est, constam- 
ment tangente  à  une  courbe  U,  les  paramètres  u,v,w  vérifient 
constamment  une  certaine  relation  ^{u,v,iv)  =0.  Dans  cette 
relation,  pour  des  raisons  évidentes,  et  qui  découlent  de  la 
méthode  que  nous  avons  indiquée  tout  à  rbeure.  Le  premier 
membre  est  une  fonction  entière  et  homogène  des  lettres 

Nous  dirons  que  w,  v,  w  sont  les  coordonnées  tangentielles 
delà  droite  A,  et  Téquation  0  (u^VyW)  zz  o,  sera  dite Téquation 
tangentielle  de  U.  Cette  équation  est  d'un  degré  égal  à  la 
classe  de  la  courbe  considérée. 

Quelquefois  on  suppose  wzz—i,  hypothèse  permise  puisque 
les  équations  trangentielles  sont  homogènes  ;  les  paramètres 
w  et  t)  représentent  alors  les  inverses  des  coordonnées  à  Tori- 
gine  de  la  droite  A.  En  représentant  par  : 

-  H 1  z:  o, 

P      Ç 

Téquation  de  cette  droite,  l'équation  tangentielle  est  alors  une 
relation  entre  p  et  q. 
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D'après  ces  explications,  Féqualion  (A),  Ipouvée  plus  haut, 
est  réquation  tangentielle  des  coniques. 

lOB.  nrormale.  La  normale  en  un  point  M,  (â?o,^o)^o) 
d'une  courbe  U  est  la  perpendiculaire  à  la  tangente,  en  ce 
point  M. 

L'équation  delà  tangente  étant  : 

[X  —  Xo)  F^^  -4-  (y  —  yo)  Fy^  z=  o. 

celle  de  la  normale  sera  donc,  en  supposant  les]axes  rectan- 
gulaires, 

x^Xo     y  -  Vo 


W 


Vj  F 


tOV.  Sous- tangente.  Si  Ton  considère  un  point  M,  sur 
une  courbe  U,  on  nomme  sous- tangente  la  distance  qui  sépare 
le  pied  de  l'ordonnée  du  point  de  rencontre  de  la  tangente  en 
M,  avec  Taxe  des  x. 

Il  faut  ajouter,  pour  que  cette  valeur  soit  bien  définie, 
que  la  sous*tangente  se  porte  à  partir  du  pied  de  Tordonnée, 
dans  le  sens  positif  ou  négatif  de  ox,  suivant  qu'elle  est  posi- 
tive ou  négative. 

Soit  U  la  courbe  proposée,  V[x^y)  zz  o  son  équation  ;  soient 
i!Po,yo,  les  coordonnées  d'un  point  M  de  cette  courbe.  La  tan- 
gente, en  ce  point,  a  pour  équation  (§  97)  : 

(a:  — a7o)F;^H-(y  — y„)Fy^  =  o. 
Faisons  y  1=  o,  nous  avons  : 

atf;^=î/„f; 

En  désignant  par  t  la  sous-langente,  t  peut  donc  se  calculer 
par  la  formule  : 

F' 

(B)   i^y.-r^ 


13i 
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Celle  formule  esl  générale  et  convient  à  toutes  les  dispo- 
sitions que  peuvent  affecter  la  courbe  et  les  axes  de  coordon- 
nées; elle  représente  toujours,  en  grandeur  et  en  signe,  la 


Fig.  CK\ 


sous-la ngenle,  pourvu  que  Ton  n'ait  pas,  simultanément, 
Ft  z:  0  F'  ir  0.  Mais  si  ces  deux  relations  sont  vérifiées,  en 

mellantl'équa  lion  donnée  sous  la  forme  homogène  f{x^y,  z)zzo^ 
on  voit,  en  utilisant  l'idenlilé  d'Euler,  qu'au  point  M  les  trois 

dérivées  partielles  fxj  fyy  fz^  sont  nulles.  C'est  le  cas  singu- 
lier qui  a  été  réservé  au  début  de  celte  leçon. 

Celte  exception  étant  faite,  on  peut  dire  que  la  formule  (B) 
peut  quelquefois  donner  par  t  une  valeur  nulle  ou  infinie, 
mais  qu'elle  ne  fournit  jamais  une  expression  indéterminée. 

lOS.  dSous-normale.  La  sous-7iormale  est  la  dislance  qui 
sépare  le  point  de  rencontre  de  la  normale  avec  Taxe  des  a;, 
du  pied  de  Tordonnée. 

Lorsque  la  sous-normale  esl  positive,  elle  est  comptée  à 
partir  du  pied  de  l'ordonnée  dans  le  sens  négatif  de  l'axe  ox  ; 
ou  inversement. 
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L*équalion  : 


^  —  a^o  _  y  —  Vo 
F'      "     F'     ' 


donne,  pour  y  —  o, 


F' 


X 
o 


> 


î^o 


ou, 


f: 


'o 


F 
En  désignant  la  sous-normale  par  s,  on  a  donc  : 

F' 
(C)    s-y,^'. 

Il  est  facile  de  vérifier  que  cette  formule  est  générale.  On 
remarquera,  enfin,  que  les  formules  (B)  et  (C)  donnent  la  rela- 
tion évidente  : 

tO/fè.Vmngentes  conmianes  A  deux  courbes. Soient  : 

f,  (Xyy.z)  =  o,     /;  (a:,y ,  s)  =  o  ; 

les  équations  des  deux  courbes  proposées  U,,U,.  En  expri- 
mant que  la  droite  qui  correspond  à  Féquation 

vx-hvy-h-toz  zz  o, 

est  tangente  à  U|  et  à  U„  nous  aurons  deux  relations  homo- 
gènes : 

?.(w,v,î^))=:o; 

ce  sont  les  équations  tangentielles  des  courbes  considérées. 
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Si  Ton  peut  trouver  une  solution  u\v*,w'j  de  ces  équations,  la 
droite  dont  Téquation  est  : 

esl  une  tangente  commune  à  U,  et  à  U,.  On  remarquera  que 
si  U,  est  une  courbe  de  classe  p,  et  U,  une  courbe  de  classe  q, 
les  équations  tangentielles  sont,  respectivement,  de  degrés  p 
et  q  et  le  nombre  des  tangentes  communes  est,  en  général, 
égal  à  pq. 

Le  problème  des  tangentes  communes  est  plus  particuliè- 
rement simple  dans  le  cas  où  les  courbes  proposées  sont  des 
cercles.  Des  considérations  géométriques,  bien  connues,  indi- 
quent que  les  tangentes  communes  passent,  deux  à  deux,  aux 
points  qui  divisent  la  ligne  des  centres  dans  le  rapport  des 
rayons.  Ces  points  se  déterminent  facilement  par  les  formu- 
les U  (§  67)  et,  après  avoir  calculé  leurs  coordonnées,  on 
écrira,  en  utilisant  une  formule  que  nous  verrons  bientôt,  et 
qui  est  relative  au  faisceau  des  tangentes  issues  d'un  point  à 
une  conique,  deux  équations  du  second  degré,  qui  représen- 
tent les  deux  groupes  des  tangentes  communes  aux  deux 
cercles  proposés. 
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f .  On  considère  un  parallélogramme  ABCD,  par  le  point  C  on  mène  une 
transversale  molAle  qui  i^ncontre  AB  en  P  e^  AD  en  Q  ;  sur  PC  e<  PD 
comme  diamètres^  on  décrit  des  cercles  A,  A'  ;  trouver  le  lieu  décrit  par  le 
centre  de  similitude  de  ces  deux  circonférences. 

On  trouve  facilement,  en  s'aidant  de  considérations  géométriques,  qae 
le  lieu  demandé  est  une  droite  passant  par  le  centre  du  parallélogramme 
ABCD. 

S.  Étant  données  les  équations  de  deux  courbes^  dans  un  système  de 
coordonnées  u,v;  qu'on  ne  définit  pas. 


f[u,v)  =  o,     (f(u,v)zzo; 


EXERCICES  137 

trouver  la  condition  que  doivent  vérifier  les  coefficients  qui  entrent  dans 
ces  équations  pour  que  les  deux  courbes  soient  tangentes.  0 

On  considère  deux  solutions  de  ces  équations, 

en  appliquant  la  formule  de  Taylor,  ou  trouve  que  u  et  v  doivent  vérifier 
les  éqnations  proposées  et  ansf^i  la  suivante  : 

n  "  ^: 

s.  Trouver  la  condition  pour  que  la  droite  qui  a  pour  équation  : 

soit  tangente  à  l'une  ou  Vautre  des  courbes  qui  correspondent  aux  équations 
suivantes  : 

1**     y  — x',         2'     yx*  zzi. 
On  trouve  les  résultats  ci  dessous  : 

L'équation  générale  des  tangentes  est  : 

2yl*       .    27/' 

* 

2*  4w'  —  27m». 

L*équation  générale  des  tangentes  est  : 

27   -         27^ 

4.  On  considère  la  cubique  y,  qui  correspond  à  V équation  : 

y*  =  x'  ; 

wi  propose  de  trouver  une  droite  A,  qui  soit  tangente  à  la  courbe  et,  de 
plus,  qui  soit  telle  que  le  segment  intercepté  sur  A,  depuis  le  point  de  contact 
jusqu'au  second  point  commun  à  à  et  ày^  soit  vu  de  l'origine  sous  un 
angle  droit. 

En  prenant  Féquation  de  A  sous  la  forme  : 

ax-hby  =  i, 
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on  trouve  : 

u>  —  — •     U  —  — . 
2  2 

5 .  Trouver  la  condition  pour  que  deux  cercles  se  coupent  orthogonalement 
en  exprimant  que  les  tangentes^  h  Vun  des  points  communs,  sont  rectangu» 
l  air  es. 

Les  axes  élant  rectangulaires,  les  cercles  ayant  pour  équation,  respec- 
tivement, 

(i)    a?' -4- y* 4- aAo;  H- 2By -f- C  =  o, 
(2)     ir*  +  y*-|-2A'x-f-2B'y  +  C/=:o; 

les  coefficients  angulaires  des  tangentes  au  point  {x,ij)  sont  : 

a?-hA  ar-hA' 

et  on  H  : 

(3)    (a;-4lA)(a;+A')  +  (y  +  B)(»/-+-B')  =  o. 
Ea  combinant  (i)  (})  et  (3)  on  obtient,  facilement, 

.    2 

relation  que  nous  avons  trouvi^'e  déjà  (g  c^{),  par  une  méthode  différente. 

Une  marche  toute  semblable  à  celle  que  nous  venons  d'indiquer  conduit, 
dans  le  cas  où  les  axes  de  coordonnées  font  un  angle  quelconque  0,  à  la 
condition  suivante  : 

AA'  +  BB'  -  (AB'  -h  BA')  cos  6  =  ^1±^  sîn'O. 
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LES    ENVELOPPES 


110.  Déûnitions.  Soit  /•(a?,y,a)=:o  l'équalion  d'une 
courbe  U,  renfermant  un  paramètre  variable  a.  Nous  suppo- 
sons que  /*  désigne  une  fonction  entière  ou,  dans  tous  les  cas, 
une  fonction  continue  et  bien  déterminée.  A  chaque  valeur 
aUribuée  à  a  correspond  une  courbe  F^;  et  quand  a  varie  on 

a  un  réseau  de  courbes.  Prenons  dans  ce  réseau  deux  courbes 
F^,  F^  ,  ^  ;  elles  ont,  en  général,  un  certain  nombre  de  points 

communs.  Nous  distinguerons  Tun  d'eux  en  particulier;  soit 
^Aa  ^®  point . 

Imaginons  maintenant  que  a  ayant  une  valeur  fixe  on  donne 
à  Ajj  des  valeurs  variables  et  qui  décroissent  au  delà  de  toute 

limite  ;  le  point  M^^  se  déplace  sur  la  courbe  F^  et,  quatid  A^ 

est  nul,  il  vient  occuper  une  position  limite  M^. 

Le  lieu  de  ce  point  M  ,  quand  a  varie,  est  une  courbe  Y  qu'on 

nomme  Venveloppe  du  réseau  U.  On  verra  tout  à  Theure  la 
raison  de  cette  dénomination.  Ajoutons  encore  que  chacune 
des  courbes  U  est  dite  une  enveloppée. 

lit.  Thésojtéwae.  L'enveloppe  d'un  réseau  correspondant  à 
Uquation  f{x  yy  y  ol)zzo^  s'obtient  en  éliminant  le  paramètre 
variable  a,  entre  l'équation  donnée  et  la  dérivée  de  celle-ci, 
dérivée  prise  par  rapport  à  a. 


140  ONZIÈME  LEÇON 

Les  coordonnées  du  point  M^^  vérifient  les  deux  équations  : 

(0  /'(^,y,3t)zzo, 

(2)    /'(a:,y,aH-Aa)no; 
et,  par  suite,  la  relation  suivante  : 

(3) —  o. 

Imaginons  maintenant  que  Aa  tendent  vers  zéro  ;  le  point 
M^   a  pour  position  limite  le  point  M^  dont  nous  cherchons  le 

lieu  géométrique.  Les  coordonnées  de  ce  point  vérifient  donc  : 
1"  réquation  (1);  2°  Téquation  (3),  quand  on  suppose  Aa  zz  0. 
Or,  cette  dernière  équation  devient,  quand  Aa  est  nul, 

(4)     /•^(a?,.V,a)rro. 

Le  lieu  du  point  M^,  Tenveloppe  du  réseau,  aura  donc  pour 

équation  le  résultant  des  équations  (0  et  (4). 

119.  Cas  de  deux  paramétres  variables.  Assez  sou- 
vent, le  réseau  proposé  est  défini  par  une  équation  : 

renfermant  deux  paramètres  variables  a,  6  ;  les  paramètres 
vérifiant  constamment  la  relation  : 

(2)   ©(a,6)~o. 

Si  entre  (1)  et  (2)  on  peut  éliminer  6,  on  revient  ainsi  au  cas 
que  nous  venons  d'examiner.  Mais  cette  élimination  peut  pré- 
senter des  difficultés  ;  on  Tévite  en  raisonnant  comme  nous 
allons  le  faire. 

On  peut  considérer  6  comme  une  fonction  de  a  et  Ton  a,  par 
application  du  théorème  des  fonctions  composées, 
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D*autre  part,  la  relation  (a)  donne  : 

Ces  deux  dernières  égalités  donnent^  par  combinaison, 

L'équation  de  l'enveloppe  s'obtiendra  en  éliminant  les  para- 
mètres variables  a ,  6  entre  (i),  (a)  et  (3). 

Ainsi  :  dans  le  cas  où  le  réseau  considéré  est  déterminé  par 
ime  équation  renfermant  deux  paramètres  variables  a ,  6  véri- 
fiant la  relation  ç  (a ,  P)  —  o,  il  faut  adjoindre  au  système  donné 
une  troisième  équation  qui  s'obtient  en  écrivant  que  les  déri- 
vées partielles  des  deux  équations  proposées^  dérivées  prises 
par  rapport  aux  paramètres  variables,  sont  proportionnelles. 

Véquation  de  Venveloppe  se  trouve  en  éliminant  les  para- 
mètres a, 6  entre  les  deux  équations  données  et  Véquation 
adjointe  dont  nous  venons  de  parler. 

113.  ExAmen  du  €Mis  s^néral.  Les  deux  cas  que  nous 
venons  de  considérer  sont  ceux  que  Ton  rencontre  le  plus  or- 
dinairement.  Nous  examinerons  pourtant  le  cas  général^  celui 
où  l'équation  renferme  p  paramètres  variables,  vérifiant  (p —  i  ) 
équations  de  conditions.  Désignons  par  \y\y  ...  \  les  para- 
mètres variables,  et  soit  : 

f  {^9  y  >  '"i  >  '"«  »  •  •  •  '*/))  -^  ^y 

Téquation  d'une  des  courbes  du  réseau.  Les  paramètres  varia- 
bles A,  satisfont  aux  égalités  suivantes  : 

?»  (\i^i>  •••  \)  =  ^> 


n 
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et  Ton  peut  considérer  a,  , ...  X^  comme  des  fondions  de  la 
variable  indépendante  X,. Le  Ihéorème  des  fonctions  compo- 
sées donne  : 


?î,X,  +  ^^i?i,>.,  +  •••  +  ''>?!, )p  —  ^y 

Ç^-i.x,  -i- >^i?r_i  .X,  +  •••  +  Vp-i.>v,  =^  ^^  ' 
En  éliminant  XJ,  ...  X'  entre  ces  équations  linéaires  on  a  : 


a.        /)..       •  •  •  /), 


/' 


i,x,      ^i,x,%  •••?i,>., 


•    • 


n  o. 


9v^\,\  ?p-i,x,  •••?/>- 1,).^ 

C'est  l'équation  qu'il  faut  adjoindre  au  système  proposé  pour 
obtenir  Tenveloppe  par  Télimination  des  paramètres  varia- 
bles X. 

114.  Théorème.  L enveloppe  est  tangente  aux  enveloppées 
aux  points  qui  lui  sont  communs  avec  ces  courbes. 

Soit  fix^y,  ol)zzo  réquation  d'une  enveloppée  U  ;  celle  de 
l'enveloppe  V  est  le  résultant  des  deux  équations  : 

Désignons  par  x^y^les  coordonnées  du  point  M  ,  point  que 

nous  avons  défini  précédemment.  La  tangente  à  U,  au  point  M^, 
a  pour  équation  : 

{\-x)rjx,y,x)  +  (\-y)r^(x,y,x)  =  o. 

Pour  obtenir  maintenant  la  tangente  à  la  courbe  V,  au  point 
M  ,  on  peut  prendre  les  dérivées  partielles,  du  premier  membre 

de  l'équation  (  i  ),  par  rapport  à  a;  et  à  y,  en  considéran  t  a  comme 
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une  fonction  de  a?  et  de  y  définie  par  (2).  Le  coefficient  angu- 
laire de  la  tangente  à  Y  est  donc  : 

En  tenant  compte  de  (2)  on  voit  que  ce  rapport  est  égal  à  : 

/   X 

'y 
L'équation  de  la  tangente  à  Y,  au  point  x,j/  j  est  donc  : 

C'est  réqualion  déjà  trouvée  pour  la  tangente  à  Tenvelop- 
pée  au  point  M^.  La  propriété  énoncée  se  trouve  établie  ;  elle 

justifie  la  dénomination  d'enveloppe  et  d'enveloppées^  que 
nous  avons  adoptée. 

1 1&.  Problème.  Étant  donnée  Véquation  iangentielle 
(tune  courbe  y  trouve}^  son  équation  cartésienne. 

Nous  avons  déjà  expliqué  (§  to4  et  io5)  comment  on  passait 
d'une  équation  cartésienne  à  une  équation  tangentielle;  nous 
nous  proposons  ici  la  transformation  inverse. 

Soit  : 

réquîilion  Iangentielle  d'une  courbe  U.  Nous  supposons  que 
U  est  tangente  à  la  droite  qui  a  pour  équation  : 

(A)     ux  +  vfj  -h  toz  —  0  ; 

pour  toutes  les  valeurs  de  u,VjW  qui  représentent  une  solu- 
tion de  l'équation  (1).  Si  nous  cherchons  Tenveloppe  de  A, 
nous  obtenons  une  équation  cartésienne. 

(2)    F{x,y,z)-o, 

c'est  réquation  cherchée. 
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En  résumé,  toute  courbe  peut  être  considérée  comme  Ten- 
veloppe  de  ses  tangentes  et  Ton  passe  précisément  de  Téqua- 
tion  tangentielle  à  Téquation  cartésienne,  en  cherchant  cette 
enveloppe. 

11 6.  Exemples  d'enveloppes.  L'équation  de  Tenveloppe 
s'obtenant  en  éliminant  a  entre  les  deux  équations  : 

/•(a?,y,a)=:o, 

on  peut  dire  que  cette  élimination  revient  à  exprimer  que 
réquation  proposée  admet  une  racine  double  en  a. 

Nous  allons  appliquer  cette  remarque  à  quelques  exemples 
simples. 

1®  Le  paramètre  a  entre  au  second  degré.  On  peut  toujours 
écrire  Téquation  sous  la  forme  : 

Pa*  +  Qa  +  U  :=  o, 

P,Q,R  désignant  des  fonctions  entières  d'a;etdV*  L'enve- 
loppe a  pour  équation  : 

2*  Enveloppe  des  courbes  qui  ontjjour  équation  : 

P  sin  ?  +  Q  cos  9  4-  R  =  o, 

9  désignant  le  paramètre  variable. 

On  doit^  dans  cet  exemple,  éliminer  9  entre  cette  équation 
et  la  suivante  : 

P  cos  9  —  Q  sin  9  =:  0, 

le  résultat  est,  par  une  combinaison  évidente, 

P*  4-  Q'  =:  U*. 

On  peut  d'ailleurs  ramener  ce  cas  au  précédent  en  posanl  ; 

'it 
sm  9  =: T, 

cos  9  = ; — T. 
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On  obtient  une  équation  du  second  degré  en  t  et,  en  écrivant 
qu'elle  a  ses  racines  égales,  on  retrouve  la  relation  précé- 
dente. 

3*"  Trouver  F  enveloppe  du  réseau  défini  par  VéquaUon  : 

P  tg  ç+Qcotg  f  =:  R, 

5  étant  un  paramètre  variable» 
En  posant  tg  9  =z  0,  on  a  : 

pe«  — Re  +  Qno. 

L*enveloppe  a  donc  pour  équation  : 

R'  — 4PQ=o. 

4®  En  désignant  par  9  un  paramètre  variable^  trouver  Ven- 
veloppe  du  réseau  qui  correspond  à  Véquation  : 

P  Q 


sin  ç      cos  9 

Dans  cet  exemple,  comme  dans  ceux  qui  précèdent,  il  est 
sous-entendu  que  P>  Q,  R  désignent  des  fonctions  entières, 
ou,  dans  tous  les  cas,  des  fonctions  continues  et  bien  détsr- 
minées  d'à;  et  d'^.  En  prenant  la  dérivée  de  Féquation,  par 
rapport  à  ©,  on  a  d'abord  : 

P  cos  ?      Q  sin  ? 


ou, 


sin*  9        cos*  9 


1  1 

sm  9      cos  9 


en  désignant  par  X  la  valeur  commune  de  ces  deux  rapports 
Ou  a,  par  une  première  combinaison, 


p'  +  q'  =  a*. 

Di  L.  Tome  11.  to 
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D  autre  pari,  on  peut  écrire  la  relation  (i),  sous  la  forme 

P  Q 


A  : 

sin  0      cosî'        -  U 

p''     q'    p' + <y 

D'où  Ton 

conclut 

• 

p'  1  o'-       '*' 

(p^ + 0^) 

ou, 

\P'"  +  UV  =K', 

ou,  enfin. 

i          j           i 

p'  +  Q*  =  II'. 

11 V.  Méthode  f^éométrique  pour  trouver  les  en^-e- 

loppes.  Dans  la  méthode  que  nous  voulons  indiquer,  od 
considère  deux  courbes  voisines  du  réseau  donné  et  Ton  cher- 
che leurs  points  communs  ;  observant  Tun  d'entre  eux,  parti- 
culièrement, on  cherche  quelle  est  sa  position  limite  quand 
les  deux  courbes  viennent  se  confondre.  Si  Ton  peut  déter- 
miner cette  position,  d'une  façon  précise,  on  cherchera  le  lieu 
de  ce  point.  Le  problème  proposé  se  trouve  modifié  dans  sa 
forme,  et  il  est  ainsi  ramené  à  un  lieu  géométrique  ordinaire, 
lieu  dont  la  recherche  peut,  dans  certains  cas,  être  très  simple. 

Donnons  un  exemple  de  cette  manière  de  faire  en  cherchant 
Tenveloppe  des  cercles  qui  ont  leur  centre  mobile  sur  une 
ellipse  donnée  et  qui  passent  constamment  par  un  des  foyers 
F,  de  la  courbe. 

Prenons  sur  Tellipse  deux  points  voisins  M,  M'  et  soient 
A  et  A'  les  cercles  décrits,  de  ces  points  comme  centre^  res- 
pectivement avec  MF  et  M'F  pour  rayons;  A  et  A'  auront  un 
second  point  commun  A  symétrique  de  F  par  rapport  à  la 
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sécaDte  M^J'.  Imaginons  maintenant  que  M'  vienne  se  con- 
fondre avec  M  ;  MM'  devient  une  droite  A  tangente  à  l'ellipse 
au  point  M  et  la  limite  du  point  À  est  bien  déterminée^  c'est 
le  point  A.'  symétrique  de  F,  par  rapport  à  A.  On  sait  que  le 
lieu  du  point  A'  est  le  cercle  directeur  ayant  son  centre  au 
second  fo ver  F'. 


ig.  :>l. 


Nous  aurons  occasion  de  revenir  dans  la  suite  de  ce  cours 
sur  les  enveloppes,  notamment  quand  nous  chercherons  les 
t/A)eiop;>ee*,  courbesqui sont  Tenveloppe  des  normales;  mais 
avant  de  quitter  ce  sujet,  nous  donnerons  encore  le  théorème 
suivant,  théorème  qui  est  fondamental  dans  la  théorie  dts 
coniques. 

118.  Xhéoréme*  La  droite  qui  joint  les  points  correspon- 
dants de  deux  divisions  homographiques^  enveloppe  une 
conique. 

On  sait  que  si  Ton  considère  deux  droites  A, A';  sur  ces 
droites  des  origines  o)  et  w';  deux  mobiles  M  et  M'  décrivent 
sur  A  et  A'  des  divisions  homographiques  lorsque  les  dis- 
tances wM  zz  î^w'M'  z=.  V,  vérifient  constamment  la  relation 

xuv  -[-  h^w  +  Y^ ■+■  ^  —  "• 
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Ceci  étant  rappelé,  supposons  d'abord  que  les  droites  A  et  A' 
se  coupent  en  un  point  0  et  prenons-les  pour  axes  de  coor- 
données ;  la  relation  homographique  subsistant  évidemment, 
quand  on  transporte  les  origines  co  et  <i>',  si  Ton  pose 

OM  =  U,    OM'  n  V, 

on  a  constamment  : 

D'ailleurs  l'équation  de  MM'  est 

Entre  (0  et  (2)  éliminons  V,  nous  obtenons  d'abord  la  rela- 
tion 

U*  {ay  -\-  b)  +  []  {cy  —  bx-hd)  —  dx  =  0, 
L'enveloppe  a  donc  pour  équation  (§  116)  : 

{q/  —  bx-h  dy  -h  idx  (ay -|-  6)  =  o. 

C'est  une  équation  du  second  degré  qui  peut  encore  s'écrire 

[cy  +  ft^  -h  dy  zz  iocy  [bc  —  ad). 

Sous  cette  dernière  forme  on  voit  que  la  courbe  est  tangente 
aux  axes  de  coordonnées. 

Le  cas  où  les  droites  A  et  A'  sont  parallèles  peut  se  ramener 
au  précédent  en  prenant  l'une  des  droites  pour  axe  des  a?  el 
la  droite  MM'  dans  une  position  particulière  pour  axe  des  y. 
On  peut  aussi,  dans  le  cas  général,  traiter  la  question  direc- 
tement, et  très  simplement,  en  prenant  pour  axe  des  y  la 
droite  qui  joint  les  deux  points  w  et  w',  points  tellement 
choisis  que  le  produit  wM.  w'M'  soit  constant. 


1 


EXERCICES 


!•  Trouver  l'enveloppe  d'une  droite  mobile,  sachant  que  le  produit  de  ses 
distances  à  deux  points  fixes  A,  A'  e^t  constant  et  égal  à  6*. 

En  posaDt  AA'=  ao,  on  trouve  Tellipse  qui  a  pour  équation 

a        0 

XX'  est  pris  pour  axe  des  x  et  la  perpendiculaire  au  milieu  de  AA',  pour 
axi"  des  y. 

S.  Trouver  V enveloppe  des  droites  qui  forment  avec  deux  droites  fixen 
01.  oy  un  triangle  de  surface  donnée. 

8.  On  considère  la  cubique  qui  a  pour  équation:  y*x-=z\,  on  prend  sur 
fette  courbe  un  point  quelconque  M,  soient  MA  et  MB  ses  coordonnées.  Trou- 
ver Venveloppe  des  droites  AB. 

On  irouTerapour  l'équation  de  cette  enveloppe  :  y^x  =:  —  . 

La  même  question,  appliquée  aux  courbes  dont  les  équations  sont  res- 
pectivement, 

y'  — ic'rzo,     î/  — a?'  =  o, 
donne  les  résultats  suivants  : 

4x'  —  2yy*  =:  o,     4x*  +  272/  =  o. 

On  pourra  remarquer  que  ces  différentes  équations  rentrent  dans  le 
type  suivant  : 

pt  le  calcul  donne  pour  l'enveloppe  des  droites  AB,  définies  comme  il  est 
dit  dans  l'énoncé  ci-dessus,  l'équation  : 

4.  Par  un  point  M  supposé  mobile  sur  une  parabole  P,  on  mène  une  per- 
pendiculaire A,  à  la  droite  qui  joint  M  au  sommet  de  la  courbe:  trouver 
t'enveloppe  des  droites  A. 

On  trouve  : 

2jpy*  ZZ2(X  —  2/>)'. 
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LES    POLAIRES 


1 19.  Définition.  A  TéluJe  que  nous  venons  de  faire,  des 
tangentes  aux  courbes  planes,  se  rattache,  d'une  façon  très 
étroite,  celle  des  polaires. 

Imaginons,  sur  une  droite  A,  une  origine  P  et  m  points  A„ 
Aj, ...  A^;  considérons  aussi  sur  cette  même  droite  un  point 

A,  tellement  lié  aux  précédents  que  Ton  ait  : 
(0    9rr  =  ï7r-  + 


PA      PA,   ■  PA.  PA^' 

Ce  point,  que  nous  avons  déjà  considéré  (  g  38),  est  appelé 
conjugué  harmonique  (*)  des  points  Ai,  A„  ...  A^. 

190.  Théorème.  Étant  donnée  une  courbe  U  du  degré  m, 
et,  dans  son  plan ^  mais  non  sur  la  courbe ,  un  point  fixe  P,  que 
nous  nommons  le  pôle  ;  si  y  autour  deV.on  fait  tourner  une  trans- 
versale A,  quirencontre  U  atcx  points  A^,  A2,  ...  A^;  le  lieu  des 
points  A.,  conjugués  harmoniques  de  P,  est  une  droite,  Cetf'* 
droite  est  dite  lapolaire  du  point  P.  (Théorème  de  Cotes.) 

Soient  iCo ,  yo  >  ^0  les  coordonnées  de  P  ;  a?, ,  y j ,  2^1  celles  de  A  ; 
enfin  soient  x,y,z  celles  de  l'un  des  points  A,, ...  A^.  L'équa- 
tion de  U  étant  : 

f{Xyy,z)=:o, 

1.  Poncefet  a  aussi  nommé  ce  point  centre  des  moyeimes  hormonigu^f- 


m 
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On  a,  par  application  de  formules  connues, 

A  désignant  la  valeur  de  l'un  des  rapports  : 

A^P        . 

A,  A       A„,A 

On  doit  d'ailleurs  observer  qu'en  retranclianl  m  unités 
aux  deux  membres  et  en  tenant  compte  de  l'identité  géomé- 
trique, relative  à  trois  points  A ,  B ,  C,  en  ligne  droite  : 

AB  +  BCh-CAso, 

l'égalité  (i)  revient  à  celle-ci  : 

^_AA       AA,  AA„, 

L'équation  (2)  développée  peut  s'écrire  : 

ou,  en  prenant  réquation  aux  inverses, 

(3)    >^'"/  (Xo ,  Vo ,  ^o)  -I-  X"*-*  {xf,^  -f-  y /;  ^  -f.  z/,)  -f. . . .  n  0 . 

Les  racines  de  cette  dernière  équation  sont  : 

A^     A^        A^. 
A,P'     A,P'"A^P' 

la  somme  de  ces  quantités  étant  nulle,  on  a  : 

a?/^„  +  y/J  + 2/1^=0. 

Si  Ton  considère  x^^y^yZ^j  comme  des  coordonnées  cou- 
rantes, le  lieu  des  points  A  est  la  droite  qui  correspond  à  l'é- 
quation : 
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191.    Application   aux  coniqoe»-   Dans  le  cas  des 
courbes  du  second  degré,  Tégalité  : 

AA,-      AA, 

prouve  que  le  point  A  est,  dans  le  sens  élémentaire  du  mot, 
conjugué  harmonique  du  point  P  par  rapport  au  segment 
A)  A,.  La  droite  qui  a  pour  équation  : 

représente  donc  le  lieu  de  ces  conjugués  harmoniques.  On 
remarque  que  Tidenlité  : 

Xf'a:^  4-  yfy^  -h  Zf'^^  s  Xo  f':,  +yjy  +  Zj'^y 

qui  a  lieu  pour  les  formes  quadratiques,  permet  d'écrire  l'é- 
quation de  la  polaire,  indifféremment  sous  Tune  ou  sous 
l'autre  des  deux  formes  suivantes  : 

(P)    xf',^  +  yf'y^  +  zf',=o, 
(P')    a:/;  +  y/;+2/;  =  o. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'on  cherche  la  polaire  de  l'ori- 
gine on  a,  pour  son  équation, 

ou, 

B'd?4-By-f-A'^^=:o. 

199.  Polaires  de  différents  ordres.  Imaginons,  comme 
tout  à  rheure,  m  points  placés  sur  une  droite.  En  conservant 
les  notations  adoptées,  prenons  un  point  B  dont  les  distances 
aux  points  donnés  vérifient  la  relation  : 

y,  BA|    BAj 

pâ;  pÂ,  -  "• 

Un  calcul  analogue  au  précédent  (§  i  ao)  prouve  que  le  lieu 
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du  point  B  est  une  courbe  du  second  degré.  De  même,  le 
point  C  qui  correspond  à  l'égalité  : 

^■^     LjA|  V4x\.|  ^'"^3    ^^ 

3  pour  lieu  géométrique  une  cubique;  et  ainsi  de  suite. 

Ces  courbes  diverses  constituent  les  polaires  de  différents 
ordres  qui  correspondent  à  la  courbe  proposée  U  et  au  pùle 
donné. 

La  dernière  polaire  est  celle  qui  est  le  lieu  d'un  point  I, 
leUement  choisi  que  l'égalité  : 

y,  JA,      jAa         _î^2zî— 
^PA/PA,-PA„_,-    ' 

soit  vérifiée.  Cette  polaire  est  d'ordre  (m—  i)  et  nous  allons 
déterminer  son  équation. 
L'égalité  (3),  établie  plus  haut  (§  lio),  a  pour  racines  : 

jA,    JA,         tA^t  _  ^ 
PA,     PAj         PA^_i 

si  Ton  convient  que  x^^y^,  z^  représentent  les  coordonnées  du 
point  I. 

En  égalant  à  zéro  les  coefficients  des  termes  en  X*"*"*. ...  a  ; 
on  obtient  les  (m — i)  polaires  du  pôle  P.  En  particulier,  la 
dernière  polaire  s'obtient  en  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  a  ; 
Véquation  cherchée  est  donc  : 


m— l^tn— 1    _.  _.    ^w— ly-m— t     _^ 

3/|         /    m— l  ~T- ••• -T- >«4      I  jn—\   — "• 


o 


On  peut  donner  à  ce  résultat  une  forme  plus  remarquable 
Développons  l'équation  (a),  par  la  formule  de  Taylor,  mais 
en  l'écrivant  d'abord  sous  la  forme  : 

/•(Xxj  +  Xo,  Xyj  +  yo,  ^^i  4-  2o)  =  o  ; 
et  en  tenant  compte  de  l'homogénéité,  nous  avons  : 


i:;i  norzife.ME  leçon 

I/équnlion  de  ]a  dornière  polaire  osi  donc, 

1  •  l  1 

r/est  la  forme  que  nous  voulions  obtenir. 

\%^.  Théorème.  La  dernière  polaire  du  point  P  passe  par 
les  points  de  contact  des  tangentes  issties  de  ce  point  à  Ut 
courbe  considérée  U. 

Soient  X,  Y,Z,  les  coordonnées  du  point  de  contact  M,  d'une 
des  tangentes  issues  de  P,  à  la  courbe  U.  I/équatîon  de  la 
tangente  en  ce  point  est  : 

Cette  droite  passant  par  le  point  a:o,yo,So,  on  a  donc  : 

(i)    a'o/';e-hyoAY-h;2ro/^-o. 

D'autre  part,  on  vient  de  voir  que  Téqualion  de  la  dernière 
polaire  était  : 

La  comparaison  des  égalités  (i)et(2)  établit  la  proposition 
énoncée. 

1941.  Faisceau  des  tangenées  issues  d'un  point  P 

A  une  courbe  U.  Soient  iCo, 2/0,2:0  les  coordonnés  du  point  P, 
l'intersection  d'une  transversale  A  passant  par  ce  point, 
avec  la  courbe  U,  est  déterminée  par  Péquation: 

Si  la  droite  A  est  tangente  à  U  cette  équation  admet  pour  a 
deux  racines  égales.  En  exprimant  cette  condition,  par  une 
des  méthodes  qu'indique  l'algèbre,  on  obtiendra  une  rela- 
tion : 

9{Xoyyo,Zo;X^yy^yZ^)  =0. 

Cette  égalité  est  vérifiée  par  les  coordonnées  arp^j,*:,  d'un 
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point  quelconque  pris  sur  l'une  ou  l'autre  des  tangentes  A 
issues  de  P  à  la  courbe  U  ;  Téquation 

reprt^sente  donc  le  faisceau  des  tangentes  A;  c'est  l'équation 
cherchée. 

195.   Application  aox  coniqiie!^.   Dans  le  cas   de^ 
courbes  du  second  degré,  on  a  : 

La  condition  pour  que  1  équation  : 
admette  deux  racines  égales,  est  donc  : 

o  •'o  "o 

ou,  en  rendant  x^yy^fZ^,  coordonnées  courantes, 

ter;  +yn  +zny=inoooyyo,zo)nx,y,z). 

o  •'O  "O 

réelle  équation  est  particulièrement  utile  dans  les  problèmes 
où  Ton  cherche  le  lieu  géométrique  décrit  par  le  point  de 
concours  de  deux  tangentes  à  une  conique,  tangentes  qui 
sont  assujetties  à  vérifier  constamment  une  propriété  géomé- 
trique donnée. 

POLAIRES  RÉCIPROQUES. 

Nous  nous  proposons  maintenant,  de  donner  une  idée  do 
la  méthode  de  transformation  qu'a  imaginée  Poncelet  et  qu'il 
a  nommée  méthode  des  polaires  réciproques.  Elle  a  pour  base 
deux  principes  très  simples  que  nous  démontrerons  d'abord. 
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1190.  Théorème  1.  LorsqtCun  point  P  est  mobile  sur  une 
droite  A,  la  polaire  de  P  par  rapport  à  une  conique  T  pa^e 
constamment  par  le  pôle  de  A. 

Désignons  par  Xo,yoyZo  les  coordonnées  du  point  P  et  soit: 

(i)     Aar-hBy-hC^iro, 

l'équation  de  la  droite  A.  r.a  polaire  de  P  a  pour  équation 
(Siai): 

Le  point  P  étant  sur  A,  nous  avons  aussi  la  condition 

(2)     AiTo  -*-  Byo  +  C^o  =:  o. 

Les  coefficients  A,  B,  G  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois  ;  suppo- 
sons, par  exemple,  C;^o;  régalité  (2)  donne  : 

__  A  Xo  4- Bj/o 


'o  —  r%  • 


et  réquation  (P')  devient  alors  : 

Lorsque  les  coordonnées  Xcy©  varient,  cette  droite  passe 
constamment  par  le  point  Q,  intersection  des  deux  droites 
qui  correspondent  aux  équations  : 

équations  qu'on  peut  encore  écrire,  sous  la  forme  plus  symé- 
trique, 

,«.       'x  —  /y  —  tz 

^^^     Â~B""C- 

Il  reste  à  montrer  que  le  point  Q,  point  dont  les  coordon- 
nées sont,  en  général,  bien  déterminées  par  ces  équations,  est 
précisément  le  pôle  M,  de  A. 
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Soient iC,, y,, ;Î4,  les  coordonnées  de  M;  la  polaire  de  M,  a 
pour  équation  : 

^^^,  ■+■<,  +  <-,  ="• 
Identifions-le  avec  (i),  nous  avons  alors  les  relations  : 

^^^      A        B  "  G  • 

En  comparant  les  égalités  (3)  et  (4),  on  reconnaît  que 
x,yyZ,  est  la  solution  du  système  (3).  Concluons  donc  que  le 
pôle (x, ,yt,z^\  est  bien  le  point  fixe  que  nous  avons  trouvé. 

11S9.  Théor^Die  O.  Lorsqu'une  droite  t^,  tourne  constam- 
tnent  autour  d^ un  point  fixe  P,  le  pôle  de  ^  a  pour  lieu  géomé- 
trique une  droite  qui  est  précisément  la  polaire  de  P. 

Désignons  par  Q  le  pôle  de  A,  point  dont  nous  cherchons  le 
lieu  géométrique,  et  soient  Xi,yi,z^,  ses  coordonnées. 

La  polaire  du  point  Q  a  pour  équation  : 

xf'  +  yf'  +  ~4'  -  o, 

et  comme  elle  passe  par  P,  les  coordonnées  de  ce  point  étant 
-^v^yo,  3o,  on  a  : 

^of!r-hyoflj  -+-V.  =0. 

C'est  une  relation  du  premier  degré  en  x-,  ,yi  ,z^;  le  lieu 
cherché  est  donc  la  droite  qui  correspond  à  Téquation  : 

c'est-à-dire  la  polaire  du  point  P. 

t^tSm  Idée  générale  d'une  méthode  de  transforma- 
tion. Imaginons  une  figure  fixe,  que  nous  appellerons  la 

figure  de  référence  et  que  nous  désignerons  par  la  lettre  ?  ; 
niellons  en  présence  de  <p  une  figure  géométrique  F  et  suppo- 
sons que  par  une  certaine  conslruclion  géométrique^  prenant 
?  pour  base,  on  puisse  déduire  de  P  une  figure  f;  nous  dirons 
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alors  que  f  est  une  transformée  de  F.  S'il  arrive  que  la  loi 
géométrique  en  question^  appliquée  à  /"(ç  étant  toujours  la 
tigure  de  référence)  reproduise  F,  on  exprime  cette  propriété 
en  disant  qu^  la  transformation  est  réciproque. 

199.  Définition  de  la  transformation  par  polaires» 
réciproques.  Prenons  pour  figure  de  référence  une  co- 
nique 9  ;  soit  M  un  point  supposé  mobile  dans  une  figure  F(*), 
et  soit  [JL  sa  polaire,  par  rapport  à  9.  La  droite  ;jl,  dans  son 
mouvement,  enveloppe  une  courbe  f.  Nous  disons,  avec  Pon- 
celet  qui  a  imaginé  cette  transformation,  que  /"est  la  trans- 
formée de  F,  par  polaires  réciproques. 

130.  Théorème.  Si  une  courbe  fesi  la  transformée  par 
polaires  réciproques  d'une  courbe  F;  réciproquement^  F  est  la 
transformée  de  f 


Fi  g    'yi. 


(]etle  propriété  constitue  le  principe  de  coiTélalion  des 
figures  /"  et  F  :  elle  s'établit  de  la  manière  suivante  : 


I.  On  dit  aussi  espace  F,  au  lieu  de  fif^ure  F  :  nous  avons  cru  devoir 
('Uij)loyer  ce  derulur  terme,  mal^Lfré  l'iucouvéuieut  que  préseute  lu  rt'péti- 
tioii  du  mot,  purcc  ([uil  nous  parait  rendre,  plus  nettement,  l'idée  qu'il 
doit  exprimer. 
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Soient  MM'  deux  points  de  F,  {x  et  j;/ leurs  polaires  par 
rapport  à  la  conique  de  référence  ?.  Les  deux  droites  [l  et  '/ 
se  coupent  en  un  point  o  qui  est  le  pôle  de  la  droite  A,  qui 
joint  les  points  M  et  M'.  (§  12C  et  127). 

Supposons  maintenant  que  le  point  M'  se  rapproche  du 
point  M  et  vienne  se  confondre  avec  lui,  A  a  pour  position 
limite  la  droite  D,  droite  tangente  a  F,  au  point  M.  D'autre 
part  le  point  S  a  pour  limite  le  point  m,  point  de  contact  de  ;/< 
et  de  f.  La  droite  D  est  donc  la  polaire  du  point  m. 

D'après  cette  remarque,  si  l'on  veut  transformer  la  courbe 
f,  par  la  loi  des  polaires  réciproques,  on  doit  chercher  l'en- 
veloppe des  droites  D  ;  cette  enveloppe  est  la  courbe  F,  elle- 
luème.  La  réciprocité  delà  transformation  est  donc  établie. 

M.SM. .  Utilité  de  la  transformation  précédente.  Sans 
entrer  dans  de  plus  longs  détails  sur  cette  importante 
théorie  géométrique,  nous  nous  bornerons  à  indiquer  quelle 
est  son  application  la  plus  fréquente,  et  aussi  quel  est  le 
théorème  général  qui  définit  le  lien  qui  existe  entre  deux 
coui'bes,  transformées  Tune  de  l'autre  par  polaires  récipro- 
ques. 

Imaginons  que,  dans  une  figure  F^  on  ait  à  démontrer  que 
trois  droites  A,B,C  sont  concourantes.  On  transformera  F 
par  polaires  réciproques,  au  moyen  d'un  cercle  par  exemple, 
et  Ton  obtiendra  trois  points  a,b,c;  pôles  des  droites  données. 
Si  Ton  peut  reconnaître  que  ces  trois  points  sont  en  ligne 
droite  il  sera  démontré,  par  cela  même,  que  A,B,C  sont  bien 
trois  droites  concourantes. 

Dans  d'autres  cas,  au  contraire,  ayant  à  démontrer  que 
trois  points  P,Q,K  d'une  figure  F  sont  placés  en  ligne  droite, 
on  cherchera  à  reconnaître  que  les  polaires  p,g,r  de  ces 
points  sont  des  droites  concourantes. 

Voici  maintenant  le  théorème  auquel  nous  avons  fait  allu- 
sion. 

139.  Théorème.  Si  Vori  transforme  une  courbe  F,  de 
dasse^iet  (Tordre  \Lypar  polaires  réciproques;  la  transformée  /*, 
tsl  une  courbe  de  classe  \h  et  d'ordre  v. 
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Soit  A  une  droite  quelconque  de  la  figure  F  ;  elle  rencontre 
cette  courbe  en  jj.  poiuts  Aj,  ...  A  .  A  cette  droite  A  corres- 
pond un  point  5  et,  au  point  A,,  une  droite  a^  qui  passe  par 
0  et  qui  est  tangente  à  f.  Cette  remarque  s'applique  à  tous 
les  points  A, ,  ...  A„  ;  il  a  y  donc  [a  droites  passant  par  3  et  tan- 
gentes  à  la  transformée  f.  D'ailleurs  il  n'y  en  a  pas  davantage 
et  comme  B  est  un  point  quelconque  du  plan,  puisque  o  est  le 
pôle  d'une  droite  A  arbitrairement  choisie,  on  voit  que  la  classe 

de  f  est  égale  à  ^. 

La  réciprocité  des  courbes  F  et  /*,  prouve  que  Tordre  de  f 
est  égal  à  la  classe  de  F,  et  que,  par  conséquent,  il  est  égal 
à  V. 


EXERCICES 


■1.  On  considère  un  cercle  C,  et  une  droile  quelconque  *A,  dans  son  plan. 
Soit  0  un  point  fixe  de  C;  par  0,  on  mène  une  transversale,  qui  rencontre 
C  en  k  et  A  en  B;  trouver  le  lieu  décrit  par  le  conjwjué  harmonique  de  O 
par  rapport  aux  points  A,  B. 

Le  résultat  est  une  courbe  du  second  degré. 

2.  On  donne  deux  cercles  A,  A'  ayant  un  point  commun  en  0;  par  O  on 
mène  une  transversale  qui  coupe  A  en  A,  A'  en  B.  Trouver  le  lieu  décrit  par 
le  conjugué  harmonique  de  0,  par  rapport  aux  points  A  et  B. 

Ou  trouvera  pour  le  lieu  demandé  une  cubique  ayant  pour  point  double 
i),  et  passant  par  les  ombilics  du  plan.  On  pourra  vérifier  que  les  tangentes 
à  la  cubique  trouvée  en  0  sont  les  tangentes  aux  cercles  A,  A'  et  que  lu 
direction  asymptotique  s'obtient  en  menant  par  le  point  0  une  perpendi- 
dulaire  à  la  droite  qui  joint  0  au  milieu  de  la  distance  des  centres  . 

On  examinera  le  cas  particulier  où  les  cercles  se  coupent  orthogona- 
lement. 

3.  Trouver  la  transformée  par  polaires  réciproques,  d'un  cercle  A',  par 
rapport  à  un  autre  cercle  A. 

La  ligne  des  centres  étant  prise  pour  axe  des  x,  l'origine  étant  le  centre 
de  A,  et  les  axes  étant  rectangulaires,  on  trouve  : 


«^   .      (dx-Ry 


dans  cette  relation  :  d  désigne  la  distance  des  centres,  R  et  R'  les  rayons 
des  circonférences  A,  A  '. 
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4.  Démontrer  que  le  triangle  dont  les  côtés  ont  pour  équatioUj  respecti- 
vement, 

(I)    P  =  o,       (a)   Q  =  o,       (3)    R=o; 

jouitf  relativement  à  la  conique  qui  correspond  à  Véquation  : 

de  cette  propriété  que  chaque  sommet  est  le  pôle  du  côté  opposé, 

Ed  appelant  iX9,yo,:o)  les  coordonnées  du  point  commun  aux  droites 
(j)  et  (3)  ou  voit,  en  effet,  par  application  deTéquation  (P)  (§  ui),  que  lu 
polaire  de  ce  point  a  pour  équation  P  =  o. 

l'a  triangle  qui  jouit  de  celte  propriété  remarquable  est  dit  triangle 
auiopolaire  on  encore  triangle  conjugué  relativement  à  la  conique  considé- 
rée. 

5.  On  considère  une  conique  fixe  V  et  un  point  fixe  P  ;  par  P  on  niènc 
deux  transversales  arbitraires  qui  coupent  V  :  Vune  aux  points  k  et  B; 
f autre  aux  points  C,  D  ;  démontrer  que  le  lieu  des  points  de  concours  des 
drmies  AC,  BD  est  ia  polaire  -du  point  P. 

On  preud  pour  axes  (mais  ce  choix  est  tout  à  fait  particulier  a  cette 
question)  les  droites  mobiles  AB,  CD  ut  l'on  vérifie  que  le  point  commuu 
u  ces  deux  droites  appartient  à  lu  poluiru  do  P. 


De  L  Tomb  II.  *  ^ 
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LES     ASYMPTOTES 


188.  Dlr<M$Éions  asymptoUques  Lorsque  Téquatioa 
d'une  courbe  U,  est  constamment  vérifiée  par  les  coordonnées 
X,  y  d*un  point  M  s'éloignant  à  Tintini  dans  une  direction 
{^j9)  (§  83  bis\  nous  dirons  que  la  droite  qui  correspond  à 
réquation  ^—  ay  z=  o,  est  une  direction  asymptotique  de  la 
courbe  U. 

Nous  supposerons  d'abord  que  U  est  une  courbe  dont  l'é- 
quation est /"  (a?,y,2)  =0,  /"  désignant  une  forme  entière 
des  lettres  a;,y,2:nous  examinerons,  plus  tard,  le  cas  oii 
l'équation  est  irrationnelle,  ou  transcendante. 

184.  DéfiniÉion  des  Asymptotes.  Imaginons  un  bras 
de  courbe  parcouru  par  un  point  M  dont  les  coordonnées 
croissent  au  delà  de  toute  limite  et  vérifient  constamment 
réquation  : 

f{x,y,z)zziu 

Si,  à  chaque  instant,  on  construit  la  tangente  au  point  M, 
cette  droite  a,  en  général,  comme  nous  le  montrerons  tout  à 
rheurOj  une  position  limite  bien  déterminée.  C'est  cette 
droite,  ainsi  définie,  que  nous  appellerons  une  asymptote  de 
la  courbe.  Ainsi  :  Vasymptote  qui  correspond  à  une  direction 
asymptotique  est  la  position  limite  de  la  tangente  au  point  qui 
s'est  éloigné  à  tin/îni,  sur  la  courbe,  dans  la  direction  donnée. 

Les  asymptotes  sont  donc,  d'après  cette  définition,  des 
tangentes  particulières  de  la  courbe  ;  et  elles  sont  caracté- 


LES  ASYMPTOTES  153 

risées  par  ce  fait,  que  leur  point  de  contact  est  rejeté  à 
rinfini.  Ellesjouissent  de  propriétés  remarquables  et  leur  dé- 
termination est,  très  spécialement,  utile  au  tracé  des  courbes. 
Nous  allons  apprendre  à  les  déterminer;  mais  nous  nous 
occuperons  d'abord  des  asymptotes  parallèles  à  Taxe  des  y, 
ces  droites  se  détenninant  par  des  considérations  particulières. 

iS&.  Asymptotes  parallèles  ê^Oy,  —  Théorème.  Les 
asymptotes  parallèles  à  Vaxe  des  y  s'obtiennent  en  égalant  à 
zéro  le  coefficieiit  de  la  plus  haute  puissance  de  y  y  dans  Véqua- 
tionde  la  courbe  dofinée. 

Soit  : 

f{Xyy,z)=.o, 

réquation  de  la  courbe  ;  on  peut  ordonner  la  fonction  entière 
/par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  y,  en  écrivant  : 

on  a  donc, 

n^y'f'i^.+y'"f',.x'^-^ 

Soient  x^y^zles  coordonnées  d'un  point  M  mobile  sur  la 
courbe;  y  est  une  fonction  implicite  de  a?,  mais  une  fonction 
qui  peut  être  considérée  comme  bien  déterminée.  (Alg. 
§  3i3).  Nous  supposons  que  x  est  une  variable  indépendante, 
atteignant  une  valeur  a;  et  que  y,  valeur  réelle  bien  déter- 
minée, qui  correspond  à  a?,  croit  au  delà  de  toute  limite, 
quand  x  tend  vers  a.  Dans  ces  conditions,  le  point  M  décrit 
un  bras  de  courbe  A,  que  nous  allons  considérer. 

La  tangente  A',  au  point  M,  a  pour  équation  : 

ou, 

x(r,^+^/'.:^+-)+Y(^A+...)+z(/-;.,-+-i/^t.+  ...)=o. 
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Supposons  que  le  point  M  s'éloigne  à  Tinfini,  1  équation 
précédente,  pour  xnxeiyzi  oo,  devient  : 

C'est  réquation  de  Tasymptote  ;  mais  on  peut  lui  donner 
une  forme  plus  simple. 

L'identité  d'Euler  appliquée  à  la  fontion/;(j?,j),  fonction  dont 
nous  désignerons  le  degré  par^,  donne  : 

D  autre  part,  Téquation  de  la  courbe  étant  mise  sous  la 
forme  : 

/"i  (ir,3)-f--/;(a;,j)-|-  ...  =0. 

y 

donne,  si  elle  est  vérifiée  par  une  valeur  infinie  de  y  et  par 
la  valeur  a  donnée  a  x^ 

/;(a,s)  — o. 

L'identité  (2)  conduit  donc  à  l'égalité  suivante  : 

En  comparant  (1)  et  (3),  on  a  : 

X  n  a. 

Ainsi  :  loraqu' un  point  s'éloigne  à  l'infini  dans  la  direction 
Oy,  ^asymptote  s'obtient  en  égalant  à  zéro  Vun  des  facteurs 
binômes  de  la  fonction  entière  de  x  qui  constitue  le  coefficient 
de  la  plus  haute  puissance  de  y, 

La  réciproque  de  cette  proposition  n'est  pas  vraie  ;  nous 
donnerons,   plus  loin,   un  exemple  de  cette  inexactitude 

13S.  Théorème.  La  distance^  dun  point  mobile  sur  un 
bras  de  courbe,  à  Vasymptote  qui  correspond  à  ce  bras,  tend 
vers  zéro,  quand  le  point  s'éloigne  à  V infini. 
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Considérons  d'abord  le  cas  d'une  asymptote  parallèle  à  Oy. 

Soit  M  le  point  considéré  sur  le  bras  de  courbe  AB,  A 

rasymptote  de  ce  bras;  abaissons  sur  A  la  perpendiculaire 
MP,  nous  avons  : 


ou 


MP  =  MN  sin  0, 


Mpzz(a—x)  sine; 


Fig.  53. 

X  désignant  Tabcisse  du  point  M.  Si  nous  imaginons  mainte- 
nant que  M  s'éloigne  à  Tinfini,  sur  AB,  la  limite  de  x  est  égale 
à  a;  d'où  il  résulte  que  la  limite  de  MP  est  nulle. 

Si  nous  considérons  main  tenant  une  asymptote  A,non'paral- 
lèle  à  Oy,  en  effectuant  un  changement  d'axes  et  en  prenant  la 
direction  de  A,  pour  nouvel  axe  des  y,  nous  retombons  dans 
le  cas  que  nous  venons  d'examiner;  la  propriété  énoncée, 
propriété  très  importante  pour  le  tracé  des  courbes,  appar- 
tient donc  à  toutes  les  asymptotes. 

Elle  est  d'ailleurs  caractéristique  de  ces  droites,  comme  le 
prouve  la  réciproque  que  nous  allons  maintenant  établir. 


..  «r-iJ     u.i.-.v.-*^^ 
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I 

1  S'y. Théorème.  Lorsqu'un  point  M  mobile  sur  un  brat      \ 
courbe  AB,  courbe  correspondant  à  une  éqttation  algébrique  de     \ 
forme  entièrCy  peut  s'éloigner  à  tinflni^  sa  distance  à  wm      \ 
droite  A  tendant  vers  zéro;  A  est  asymptote  au  bras  consi- 
déré. 

Prenons  Taxe  Oy  parallèle  à  A  (fig.  53)  et  remarquons,  en 
vertu  de  la  relation  :  MP  =  Nf N  sin  6,  que  MN  tend  vers  zéro,  eii 
même  temps  que  MP.  Soient  x^y^z^  les  coordonnées  de  M, 
l'équation  de  la  tangente  est  (§  i34)  : 

Puisque  MN  a  pour  limite  zéro,  nous  pouvons  poser, 

t  étant  une  fonction  de  a?  et  de  y  qui  est  nulle  pour 

0?  —  X,   et    -  zi  o. 

y 

L'équation  précédente  devient  alors,  par  application  de  la 
formule  de  Taylor, 

XA;.>,v)  +  Z/*;.,  (a, 2)4-  ...  =r  o. 

les  termes  qui  ne  sont  pas  écrits  renfermant  tous  le  facteur  s, 

ou  le  facteur  - ,  multiplié  par  des  quantités  qui  ont  une  va- 

leur  finie.  La  position  limite  de  la  tangente  considérée  est 
donc  une  droite  dont  Téquation  est  : 

OU;  comme  nous  Tavons  remarqué  plus  haut. 
Ainsi  A  est  bien  la  limite  des  positions  d'une  tangente  dont 
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le  point  de  contact  s'est  éloigné  à  l'infini  ;  A  est  donc,  confor- 
mément à  notre  définition,  une  asymptote. 

188.  Théorème.  Dans  le  cas  général^  il  y  a  deux  bras  de 
courbe  asymptotes  à  une  droite  A,  et  ces  deux  bras  sont  dispo- 
sés, de  part  et  d'autre  de  A,  aux  extrémités  opposées. 

Supposons,  comme  tout  à  l'heure,  que  A  soit  parallèle  à  Oy, 
puisque  cette  condition  peut  toujours  être  réalisée,  par  un 
changement  d'axes,  et  prenons  Téquation  de  la  courbe  sous 
la  forme  : 

(0    //;(a?,2)  +  y'^*/;(a?,^)+...  =0. 

Dans  le  cas  général  que  nous  voulons  examiner,  celui  qui 
correspond  à  Tabsence  de  relations  entre  les  coefficients  de 
Véquàtion  donnée,  a  est  une  racine  simple  de  Téquation 
/;  =  o,  et  nous  avons  : 

/•(«,2)?do. 

Posons  : 

f,  (a;,0)  =  (a;  — a3)F,  (x,z). 

Nous  avons  aussi. 
Ceci  posé,  écrivons  Féquation  (i)  sous  la  forme  suivante 

Pourx  =  a,  nous  avons  -  =  o,  et  nous  pouvons  remarquer 
que  le  premier  membre  n'admet  qu'une  seule  racine  nulle  en 
-.puisque  nous  supposons  f^{ayZ)^o.  Pour  des  valeurs  de  x  voi- 
sines de  a,  le  premier  membre  admet  donc  des  valeurs  réelles 
de-;  <»r  si,  pour  a?  :=  a  H- e,  le  premier  membre  admettait 

pour  -,  une  racine  a  -{-  biy  a  ei  b  étant  des  fonctions  d'e,  fonc- 
tions  telles  que  Ton  eut  : 
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Lim  a  =  0,  et  Lim  6  =:  o,  (pour  e  i=  o); 
réquation(2)  admettraitaussila  racine  a—bi  et  l'on  obtiendrait 

deux  racines  nulles  pour  -,  quand  on  suppose  x  -a.  Ceci  est 

en  contradiction  avec  l'hypothèse. 

Le  jaisonnement  précédent  conduit  à  une  conclusion  qui 
subsiste  quand  on  donne  à  x  des  valeurs  un  peu  supérieures, 
ou  un  peu  inférieures  à  a.  Il  y  a  donc  deux  bras  réels  de  la 
courbe  dans  le  voisinage  de  A  et  de  part  et  d'autre  de  cette 
droite;  il  nous  reste  à  montrer  qu'ils  sont  situés  aux  extré- 
mités opposées  de  cette  droite. 

En  effet,  Tégalité  (a)  étant  écrite  sous  la  forme  r 

1  _    (x  —  0Lz)Ft 
Avant  le  passage  par  oc,  le  signe  du  second  membre  est 

F    (a  z\ 

celui  de  — — —  ;  quantité  qui  n'est  ni  nulle,  ni  infinie  ;  après  le 
passage,  le  second  membre  a,  au  contraire,  le  signe  de 
f  )      .'  Ainsi,  -  a  une  valeur  positive,  avant  le  passage,  et  né- 

gative  après,  ou  inversement.  Dans  tous  les  cas,  les  deux  bras 
de  la  courbe  qui  sont  asymptotes  à  A,  sont  placés  de  part  et 
d'autre,  et  aux  extrémités  opposées,  de  cette  droite. 

Cette  disposition  est  celle  que  Ton  rencontre  quand  il  n'y  a 
pas  de  singularités  dans  la  courbe  au  point  à  Tinfini  consi- 
déré ;  on  peut  la  nommer  la  disposition  normale.  Elle  subsiste 
quand  on  suppose  que  a  est  une  racine,  de  multiplicité  impai- 
re, de  l'équation  /;  =  o,  n'appartenant  pas  à  l'équation  f^zzo, 

189.  Théorème.  Le  nombre  des  bras  de  la  courbe  qui 
sont  asymptotes  à  une  droite  A  est  toujours  un  nombre  pair. 

En  effet,  supposons  que  la  racine  a  annule  les  fonctions 
/i>/3>  •••  /i-i»  mais  non  /^.  Pour  a?  =  a,  il  y  a  donc  /  valeurs 

de  -  qui  sont  nulles  ;  pour  irna  —  silya  aussi  ?  valeurs  de 
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-  dans  le  voisinage  de  zéro  et  parmi  elles  t  qui  sont  réelles 
et  26  qui  sont  imaginaires.  On  a  donc  : 

Pour  ama-heilya  encore  i  valeurs  de  -  voisines  de  zéro  ; 

/'sont  réelles,  2O'  sont  imaginaires,  et  Ton  a  encore  : 

ir=r -f-20'. 

Ces  égalités  donnent  : 

t  +  t'  —  'Al  —  26  —  26'. 

Le  nombre  (1  +  0^^^  bi'^s  réels  qui  sont  asymptotes  à  A  est 
donc  un  nombre  pair. 

Nous  avons  supposé  que  A  était  une  droite  parallèle  à  Oy, 
condition  à  laquelle  on  peut  toujours  satisfaire,  par  un  chan- 
gement d'axes. 

Exemples  divers.  Lorsque,  pour  a;  =  a,  on  trouve  que 
l'équation  proposée   est  vérifiée  par  la   valeur  :  -  =:  o,  la 

droite  qui  correspond  à  l'équation  x  —  a  z:  0,  peut  être  asymp- 
tote à  des  bras  réels  de  la  courbe  ;  il  peut  aussi  arriver  qu'elle 
soit  asymptote  à  des  bras  dont  le  nombre  soit  supérieur  à  2  ; 
enfin,  il  est  nécessaire  pour  le  tracé  de  la  courbe  de  fixer  la 
disposition  relative  de  Tasymptote  et  des  différents  bras  qui 
aboutissent  aux  extrémités  de  cette  droite. 

Cette  discussion  est,  dans  certains  cas,  assez  délicate, 
comme  nous  le  montrerons,  tout  à  l'heure,  sur  un  exemple 
particulier.  Mais  quand  l'équation  de  la  courbe  est  résoluble 
par  rapport  à  y,  la  position  des  bras  se  fixe,  le  plus  souvent, 
sans  difficulté. 

Les  équations  suivantes,  et  les  figures  que  nous  avons 
placées  en  regard,  montrent  la  disposition  des  courbes  qui 
correspondent  à  ces  équations,  dans  le  voisinage  et  aux  extré- 
mités de  la  droite  qui  a  pour  équation  :  a?  —  1  z:  o. 
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,         1  — ^OC       Pour.r=i.- =o;  il  n'y  a  aucun  bns 
\*^       ^)       réel  aBymptote  à  la  droite  (j'  =  i). 


a«      y  = 


X*  ^1  I  ^ 


X  —  1 


X 

30     y  = 


X —  1 


^  1— a? 


6^     y'=       "^ 


fe-ir 


„o      ,.  _i±(^— i)v^^'+* 


7"      y  = 


0? —  1 


g.  y._»±A-» 


a;—  1 


go     y_i±v/(a;-  0*  + 


(X  -  !)• 


Fif .  04. 


(x-i)'- 

Fig.  55. 

4-    y=:r^.  JtP 


Fig.  56. 


4   —  or?  / 


Fig.  5t. 


Fig.  58. 


Fig.  59. 

0         I      iC 


Fig.  60. 


Fig.  61. 
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2  +  \lx  —  I  +  \pC 


,r—  i 


Fig.  6i2. 


140.  MétlHMle  s^nérale.  —  Applleatloa  èl  ma 
pie.  Supposons  maintenant,  c'est  le  cas  qui  exige  quelque 
attention  et  auquel  nous  avons  fait  allusion  tout  à  l'heure, 

que  réquation  proposée  soit  vérifiée  par  a;  :=  a  et  ~  =  o,  et 

qu'elle  ne  soit  pas  résoluble  par  rapport  à  y.  Le  problème 
qui  se  pose  en  pareil  cas,  est  le  suivant  :  i®  déterminer  le 
nombre  des  bras  réels  de  la  courbe  qui  sont  asymptotes  à 
la  droite  (.'C  =  a),  a^"  fixer  la  position  de  ces  différents  bras 
relativement  à  cette  droite. 

Soit  :  F  (â;,^)=:o,  Téquation  cartésienne  de  la  courbe  pro- 
posée; en  la  coupant  par  la  droite  dont  Téquation  est  a;=:a±c, 

on  peut  chercher  combien  il  y  a  de  valeurs  réelles  de  -  dans 

y 

le  voisinage  de  zéro,  quand  on  suppose  :  Lim  £  n  o.  Dans 
d'autres  cas,  on  considérera  la  droite  qui  a  pour  équation  : 
y  =:  A  ;  on  supposera  A  très  grand,  d'abord  positif,  puis  néga- 
tif, et  on  déterminera  combien  de  valeurs  réelles  de  x^  voi- 
sines de  a,  vérifient  l'équation  donnée. 
Prenons  l'exemple  suivant.  Soit  : 


(i)    ir*(t-f-ir)  +  ir(i-«aî)^  +  (H-ar)^zzo, 


réquation  de  la  courbe  donnée,  on  propose  d'étudier  cette 
courbe,  dans  le  voisinage  de  Taxe  des  y^ 

Désignons  par  e,  une  quantité  variable,  négative  ou  posi- 
tive, et  aussi  petite  que  l'on  voudra.  Considérons  la  droite 

qui  a  pour  équation  :  a:  =  s,etposons-  =  U.  Acette valeur  e, 

%9 
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donnée  à  a;,  correspondent  trois  valeurs  de  U,  lesquelles 
sont  racines  de  l'équation: 

(2)     U'-f-U^-iî— ^4-e*zro. 

La  réalité  des  racines  de  cette  équation  dépend  du  signe  de 
la  quantité  V, 

Dans  cette  formule,  la  quantité  placée  dans  la  parenthèse 
a  pour  limite  +  4»  quand  e  tend  vers  zéro.  Ainsi  V  a  le  même 
signe  que  celui  de  e. 

Quand  on  suppose  s  >  o,  il  y  a  donc  une  seule  valeur  réelle 

pour-;  et  cette  racine  a  un    signe  contraire  à  celui   du 

dernier  terme  4-e',  est  négative.  Il  y  a,  par  conséquent,  un 
seul  bras  de  la  courbe^  situé  à  la  droite  de  Taxe  des  y  ;  il  est 
dirigé  vers  la  partie  inférieure. 

Si  Ton  donne  maintenant  à  t,  une  valeur  négative,  l'équa- 
tion (2)  a  ses  trois  racines  réelles  et,  comme  elle  présente 
deux  variations  ;  elle  admet  donc  deux  racines  positives  et 


x/ 


une  racine  négative.  Ainsi  il  y  a,  à  gauche  de  Taxe  des  y, 
deux  bras  de  courbe  dirigés  vers  Textrémité  supérieure,  et  un 
troisième  placé  à  Textrémité  inférieure.  En  résumé,  la  courbe, 
dans  le  voisinage  de  Taxe  des  y,  a  l'aspect  général  indiqué 
par  la  figure  ci-dessus. 


EXERCIOES 


I.  Cotulruire  la  courbe (jui  a  pour  équation: 

,11                1        .                    1 
y  =--{ ! h  ...  H . 

X        X  —  1         X  —  2  X  —  71 

2,  Donner  la  fortne  générale  de  la  courbe  qui  correspond  à  l'équation  : 


i  'À  A  in 


X       X  —  i      X  —  4  ixy  —  n 

%.  Construire  la  courbe  qui  correspond  à  l'équation 

111  1 

y-z.-^- — T-^z — r  + 


X        X  —  1         X  ^  2         X  —  ^ 

Ou  pourra  remarquer  que  cette  équatiou  peut  s'écrire  : 

\x      X — SJ        \x —  1       X — 2/ 


ou, 


2X  —  ,'i  2X  —  3 

x{x  —  .i)     (x— i)(a;— 2)' 
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LB8    ASYMPTOTES   (Suite). 


Nous  nous  occuperons  maintenant  des  asymptotes  non  pa- 
rallèles à  Taxe  des  y  y  des  asymptotes  quelconques^  comme  on 
les  appelle  aussi,  pour  les  distinguer  des  premières. 

141.  ThéoréMie  I.  Les  directions  (isympiotiques  appar- 
tiennent au  faisceau  de  droites  qui  correspondent  à  Véquatim 
que  Von  obtient^  en  égalant  à  zéro  le  groupe  homogène  formé 
par  les  termes  du  degré  le  plus  élevé  en  x  et  en  y. 

Soii  f{Xfy,z)  —  o  Téquation  de  la  courbe  proposée  U;  or- 
donnons la  fonction  entière/",  par  rapport  aux  puissances 
croissantes  de  z  et  posons  : 

a 

(0    f{^>y,  -)  =  ç^„,  (x,y)  -f-  z  <p„,_i  (x,y)  +  ...+z  \  -  o. 

Dans  cette  notation  <ff^{x,y)  désigne  une  fonction  entière, 

homogène  et  du  degrés.  En  particulier  9^  représente  le  groupe 

homogène  des  termes  du  degré  m  en  x  et  y^  d^ailleurs  la 
courbe  étant  supposée  du  degré  m,  on  doit  observer  que  ^„ 

n'est  pas  identiquement  nul. 
L'équation  de  la  courbe  donnée  peut  s'écrire  : 


(2)    ç    li^-\^lo       (i,^\  4- ...  -^.  jLc,^ -0. 

Imaginons  un  point  M,  mobile  sur  U  et  s'éloignant  à  rinliDi 
dans  une  direction  (a ,  3  0  qui,  nous  le  supposerons  d'abord, 
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n'est  pas  celle  de  y.  Alors,  a  n'est  pas  nul,  la  variable  arbi- 
traire X  croît  au  delà  de  toute  limite,  et  -  a  une  valeur  limite, 

bien  déterminée  et  non  infinie,  -.  L'équation  (a)  étant  toujours 
vérifiée  par  les  coordonnées  du  point  mobile,  on  a,  à  la  limite, 


?«(•'!)="' 


ou, 

les  directions  asymptotiques  sont  donc  des  droites,  partant  de 
rorigine,  et  faisant  partie  du  faisceau  qui  correspond  à  l'équa- 
tion : 

Cette  équation  donne  aussi  la  droite  0^  quand  elle  est  une 
direction  asymptotique.  En  eflfet,  si  le  polynôme  f^  (a?,y)  ren- 
ferme le  terme  y"",  le  coefficient  de  y"^  est  une  constante,  il 
n'y  a  pas  de  points  s'éloignant  à  Finfini  dans  la  direction  Oy 

(^  i34).  Si,  au  contraire,  ^^  ne  renferme  pas  de  terme  en  ^'",  il 

peut  y  avoir  des  asymptotes  parallèles  à  Oy,  mais  alors  s^ 

renferme  le  facteur  x  et  l'axe  Oy  sera,  dans  ce  cas,  une  direc- 
tion asymptotique. 

En  résumé,  dans  tous  les  cas,  les  directions  asymptotiques 
vérifient  l'équation  :  ©^^  (a?,y)  =  o. 

149.  Equation  de  l'asymptote*  Nous  supposons  qu^un 
point  M  s'éloigne  à  l'infini,  sur  une  courbe,  dans  une  direction 
(a,^).  Désignons  par  (a;,  y,  z)  les  coordonnées  de  M,  quand  il 
est  à  distance  finie,  et  remarquons  qu'en  vertu  des  identités  : 
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identités  déduites  de  (i),  Téquation  de  la  tangente  au  point 
(Xfi/yZ)  est  : 

Divisons  par  x**^^  puis  passons  à  la  limite  et  mulUplions 
réquation  obtenue  par  a*"-*  ;  nous  avons  pour  résultat  : 

(A)-    WnU^ ,  &j  -+■  V?:„,,  (a  ,  {i)  +  Zç      (a ,  &)  1=  o. 

Cette  droite  (A)  est  toujours  bien  déterminée^  et  à  distance 
finie,  quand  &i?—  xy  est  un  diviseur  simple  du  polynôme  ç^. 

En  effet",  les  deux  dérivées  partielles  ç'^  ^ ,  ç'     ne  peuvent 

s'annuler  simultanément  que  si  gj?  —  «y  est  un  diviseur  mul- 
tiple de  ?^.  (Alg.  §  4o6). 

Nous  supposerons  d'abord  que  '^x  —  ay  soit  un  diviseur 
simple  de  9^;  c'est  le  cas  général:  mais  nous  reviendrons 
pluft  tard  sur  les  cas  particuliers,  qui  peuvent  se  présenter 
dans  celte  recherche.  Nous  ferons  observer  encore  que  o'^^ 

est  nécessairement  différent   de   zéro;   car    s'il  était   nul, 

l'asymptote  serait  parallèle  à  Taxe  des  y,  ce  que  nous  ne 

supposons  pas. 
liftS.    Autre  forme  de  l'équation  de  rasymptote. 

Puisque  nous  avons, 

écrivons  Téquation  (A)  sous  la  forme  : 

I  —  —  —  A »  ? 

ou, 

Y  =  cX4-c/, 

en  posant  : 
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La  première  de  ces  formules  peut  être  simplifiée  par  la 
remarque  suivante.  On  a  : 

De  celle  identilé,  on  déduit,  pour  les  valeurs  particulières 
xizxy  y  zzfiy  régalilé  : 


d'où, 


On  a  donc^ 


a 


et  comme  l'on  a  aussi, 
ou. 


9.(i,-)  =  o; 


on  peut  dire  que  le  coefficient  angulaire  dune  asymptote  est 
une  des  racines  de  F  équation  obtenue  en  remplaçant  x  par  t , 
et  y  par  c,  dans  le  groupe  homogène  des  termes  du  degré  m  en 
x,y  de  r équation  donnée. 

La  formule  qui  donne  Tordonnée  à  Torigine  de  Fasymptole 
peut  s'écrire,  en  divisant  ses  deux  termes  par  a*"""*, 


d=- 


W  [h-zj 


3 
ou,  puisque  c  =  -, 

a 


.  ?.»_i('.c) 

d= ; . 

De  L.  Tomb  II.  t  i 
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Remarquons,  d'ailleurs,  que  :  calculer  la  dérivée  partielle 
d©  ?m  (^ly)»  par  rapport  à  y,  pour  y  remplacer  x  par  i  et  y 
par  Cy  revient  à  prendre  immédiatement  la  dérivée  de  9m  (i .  c) 
par  rapport  à  c  ;  nous  avons  donc,  finalement, 


d  =  — 


?m-|(*>^) 


<Pm,cC*>^) 


Cette  formule  donne  pour  ef,  une  valeur  finie  et  toujours 
bien  déterminée,  quand  c  est  une  racine  simple  de  Téquation 

?m(Sc)r:o. 

AppUcatfoii  aux  coniques.  Considérons,  en  particulier, 
les  courbes  du  second  ordre.  L'équation  de  ces  courbes  est  : 

f{x,y,z)z:o 
en  posant  : 

f[x,yyZ):s:  Aa?*4-Ay  4-  aB^icy  ^-aBy^;  4-2B'a?z-l- AV. 

Les  directions  asymplotiques  sont  données  par  Téquation  : 

(i)     AV-f-îiB"c  +  A  =  o; 

qui  a  ses  racines  réelles,  si  Ton  suppose  AA'  —  B^'"  <o. 

Faisons  cette  hypothèse,  et  appliquons  les  formules  que 
nous  venons  d'établir;  nous  obtenons  d*abord  : 

Bc-hB^ 

A'cH-B'^* 

L*équation  de  Tasymptote  est  donc  : 

.   Bc-hB' 

ou, 

(a)     —  A'xc'  +  c  (A'y  —  Wx  4-  B)  -f.  B V  +  B'  =  o. 
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Entre  les  équations  (i)  et  (2)  éliminons  Cy  nous  obtenons  le 
résultat  suivant  : 

-AB'j;  +  AB  — 2B'B'']. 

En  remarquant  que  la  dernière  parenthèse  de  cette  éga- 
lité peut  s'écrire  sous  la  forme  ; 

a/;-2by;, 

on  obtient  Téquation  suivante  : 

Cette  relation  est  vérifiée  par  les  coordonnées  x,yy  d*uii 
point  quelconque  pris  sur  Tune  des  asymptotes  de  la  conique, 
elle  est  du  second  degré,  elle  représente  donc  l'ensemble  de 
deux  droites,  asymptotes  de  cette  courbe. 

144.  Asymptotes  rejetées  A  rinfini.  Reprenons  Téqua- 
iion  (A),  et  supposons  que  nous  ayons  : 

L'équation  se  réduit  k  zzzo\  c'est  la  droite  de  l'infini.  Si 
Ton  suit,  sur  la  courbe,  le  déplacement  du  point  mobile,  et 
les  positions  successives  de  la  tangente  en  ce  point,  on  voit 
que  cette  droite  se  déplace,  en  s*éloignant  de  plus  en  plus  de 
Torigine  mais  en  ayant  une  direction  très  voisine  de  celle  de 
la  droite  qui  a  pour  équation  : 

(1)     pa;  — ayzio. 

Cette  remarque  a  une  grande  importance  dans  le  tracé  des 
courbes,  et  quand  on  rencontre  une  direction  asymptotique 
multiple,  à  laquelle  correspond  la  droite  de  l'infini,  on  doit 
tourner  la  concavité  du  bras  de  courbe,  correspondant,  vers 
la  droite  (1). 

145.  Asymptotes  imaginaires.  Din^etions  isotro* 

pes.  Lorsque  l'équation 

(0  u(^>y)-^^^ 
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admet  la  solution  : 

a'  et  ^'  n'étant  pas  nuls  en  même  temps,  on  dit  que  cette 
solution  constitue  une  direction  asymptotigue  imaginaire.  En 
adoptant  ce  langage,  on  voit  que  l'équation  (i)  ayant  tou- 
jours m  racines  réelles,  imaginaires  ou  coïncidentes,  il  y  a  m 
directions  asymptotiques  dans  une  courbe  du  degré  m.  Mais  il 
faut  entendre  que  ces  directions  sont,  comme  les  racines 
d'une  équation,  réelles,  imaginaires  ou  coïncidentes* 

Parmi  les  directions  asymptotiques  imaginaires,  on  dis- 
tingue, tout  particulièrement,  celles  qu'on  nomme  isotropes  et 
qui  correspondent  à  Téquation  : 

ip*  -h  y*  -h  ^xy  cos  ô  —  o. 

Nous  montrerons  ici,  un  exemple  de  l'intérêt  qui  s*attache 
à  ces  directions  isotropes,  en  démontrant  le  théorème  sui- 
vant. 

14LB.  Théorème.  Lorsqu'une  courbe  algébrique  U,  admet 
pour  directions  asymptotiques  les  directions  isotropes  ;  elle 
passe  par  les  ombilics  du  plan. 

Les  axes  étant  rectangulaires,  posons  : 

et  considérons  aussi  un  cercle  quelconque  dans  le  plan  de  la 
courbe,  cercle  correspondant  à  l'équation  : 

(i)    a?' -f- y*  ir  2:  («a?  4- Py -f.  Y^)- 
L'équation  de  U  étant  mise  sous  la  forme 

(a)    (a?*-h y*) ^m-i  {x,y)  +  z^^^^  (a?> y)  4- . . .  =  o. 

Si  nous  cherchons  les  points  communs  au  cercle  et  à  la 
courbe,  nous  devons  résoudre  les  équations  (1)  et  (2),  ou  con- 
sidérer l'une  d'elles,  avec  la  combinaison  suivante  ; 

(3)    z\  (xrH-p2/H-Y-î)'^w-2  +  ?,;.-i(^,2()4-...  |  =  0. 
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Cette  dernière  se  décompose  en  deux  ;  z  zz  o,  qui  représente 
la  droite  de  Tinfini  ;  et  une  équation  qui  est  seulement  du 
degré(m —  i).  Par  conséquent  on  obtiendra  a(7n—  i)z:::am— 2 
points  communs,  à  distance  finie,  au  lieu  de  1  m.  Deux  points 
imaginaires  parmi  les  points  cherchés  sont  rejetés  à  Tinfini. 
Ainsi,  la  courbe  U  passe  par  les.  ombilics  du  plan,  quand  elle 
admet  les  directions  isotropes.  On  peut  dire  aussi,  si  Ton 
préfère  ce  langage,  que  tout  cercle  pris  dans  le  plan  de  la 
courbe  ne  la  rencontre  qu'en  (2  wi  —  2)  points  à  distance  finie  ; 
m  désignant  Tordre  de  la  courbe. 


ASYMPTOTES      PABALLELES 


L'^équation  (A)  trouvée  plus  haut  (§  142)  devient  identique 
quand  on  a  simultanément. 

?«,»  («  '  P)  =  «.       Cy  («  »  ^)  =  0>       ?«-!  («»&)  =  «. 

C'est  le  cas  particulier  que  nous  allons  examiner  et  qui 
constitue,  au  point  de  vue  du  tracé  des  tangentes,  Fétude  des  . 
points  singuliers,  rejetés  à  l'infini. 

1149.  Prineipe.  Lorsqu'un  point  M,  de  coordonnées  x,  y, 
s*éloigne  à  Vinflni  sur  un  bras  de  courbe,  asymptote  à  une 
droite  non  parallèle  à  Oy  et  dont  l'équation  est  : 

y=:cx-i-d^ 
on  a  : 

y 

c  — lim-,    et    dz=:lim{y  —  ca?),  (pour  j?zr  œ). 

On  a,  en  effet,  OQ  étant  l'abcisse  commune  des  points  M  et 
M', 

}i'Q  =  cx-i-d, 
et. 
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De  ces  égalités,  on  conclut  : 

(0    y -h  MM' z:  ex -h  d; 

Xyy  désignant,  nous  le  rappelons,  les  coordonnées  du  point 
M  situé  sur  la  courbe  AB.  Supposons  maintenant  que  ce  point 
s'éloigne  à  l'infini  en  restant  toujours  sur  AB  ;  le  triangle  rec- 
tangle MPM'  donne, 

MP  =  MM'  sin  PM'M, 
ou, 

MPzzMM'sin(e  — a). 


Fig.  64. 

Dans  cette  relation  0  —  a  désigne  un  angle  compris  entreO 
et  t:,  puisque  l'asymptote  n'est  pas  parallèle  à  Oy;  sin  (6— a) 
est  donc  un  facteur  différent  de  zéro  et  puisque  lim  MP  —  o, 
pour  a:  =  00,  on  a  aussi  lim  MM  '  ir  o,  pour  xzk». 

Ceci  posé,  la  relation  (i)  étant  écrite  sous  la  forme  : 


y  .  MM'         ^    d 

XX  X 


on  a  d'abord, 


c  =:  lim  -  ,  (pour  x  =  *). 

X 
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D'autre  part,  cette  même  relation  (i),  écrite  ainsi  ; 

d  rz  y  —  coj -f- MM', 
donne,  encore, 

d  zz  lim  (y  —  cx)y    (pour  x  zz  oo). 

Ces  deux  remarques  constituent  le  principe  que  nous  vou- 
lions établir  et  qui  est  d'un  usage  constant  dans  la  recherche 
des  asymptotes.  Nous  l'appliquerons  d'abord  à  la  détermina- 
tion des  asymptotes  parallèles  dans  les  courbes  algébriques  ; 
nous  montrerons  ensuite  son  utilité  dans  les  courbes  dont  les 
équations  sont  irrationnelles  ou  transcendantes. 

148.  Asymptotes  parallèles.  Soit  (i)  F  (a;, y)  =  o,  l'é- 
quation d'une  courbe  U;  posons,  conformément  à  la  notation 
précédente, 

F(a:,y)s:ç^(a;,y)4-ç^_j(ar,y)  +  (p^_,j{a:,y)-|2'...  +  ço. 
L'équation  (i)  peut  s'écrire  : 

UA  o/ —  '«*',  uii  a  i'***      ~~' 

tion  : 

ce  résultat  a  été  déjà  obtenu,  (§  1.43). 
Posons  maintenant  : 

X  X 

x,y  désignant  les  coordonnées  d'un  point  M  de  U,  on  a  : 


et,  poura?zr  »,  on  a  lim-  =  ^,  c  étant  une  racine  de  Téqua- 

X 


1S4 
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OU, 


?;.('>o-^-B?' ,(i,c) 


?m.l(»»0 


1 

X 


5        // 


77^W.«) 


4 


— i-f-...  =:o. 
.r 


Le  nombre  considéré  c,  étant  une  des  racines  de  Téquation 
?m  (i  —  e)  n  0,  on  peut  diviser  cette  relation  par  -  et  récrire  : 


5< 


(l)    4-?m-l 


>* 


l.St 


a  , 


? 


m 


-?  m-l 
1 


?m-2 


1 


-  -h  ...  —  o, 


Si  Ton  suppose  que  M  s'éloigne  à  Tinfini  dans  une  direction 
qui  n*est  pas  celle  de  Oy,  -  décroit  au-delà  de  toute  limite. 

D'ailleurs,  comme  Ton  a  :  8  ir  y  —  ca;,  et  d  iz  lira  (y  —  rx),  on 
peut  dire  que  la  limite  de  3  est  dy  pour  a?=  oo. 
Si  Ton  n'a  pas,  simultanément  : 

on  a,  pour  déterminer  d,  l'équation  : 

formule  déjà  trouvée  (§  i43). 

Mais  supposons,  ce  qui  est  le  cas  nouveau  que  nous  vou- 
lons envisager,  que  Ton  ait,  simultanément. 


réquation  (i)  devient  divisible  par  -,  et  peut  s'écrire  : 

X 
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0 


I  .  2 


0 


y 

m 


+  ?m-2 


1.2.3 


9 


w 
m 


1  .2 


a 


-f-  9 


w— 3 


1 


o 


et,  si  Ton  n'^a  pas,  simultanément. 


C-^>    ?;«-i=^    ^'«-^^o; 


on  voit  que  la  limite  de  3  est  donnée  par  Téquation  du  second 
degré  : 


Dans  le  cas    contraire,  l'équation  (2)  est  divisible  par  - 

X 

et  le  nombre  d  est  Tune  ou  l'autre  des  racines  de  l'équation 
du  troisième  degré  : 


d' 


d*    ^ 


d 


et,  ainsi  de  suite. 

149.  Dlspositioii  relatiire  de  la  branehe  de  <M»arbe 
etderasymptote.  Lorsqu'une  droite  A  est  asymptote  à 
une  courbe  F,  on  doit,  pour  préciser  le  tracé  de  F,  chercher 
quelle  est  la  situation  relative  de  la  courbe  et  de  Tasymptote. 
Cette  disposition  dépend  du  nombre  et  de  la  position  des 
points  communs  à  A  et  à  F,  elle  dépend  aussi  du  nombre  et 
4e  la  position  des  bras  de  la  courbe  qui  sont  asymptotes  à  A. 
Il  est  quelquefois  facile  de  déterminer  les  points  de  ren- 
^titre  de  A  et  de  F;  dans  les  cubiques,  il  y. a  un  seul  point 
commun  à  la  courbe  et  à  l'asymptote  ;  dans  les  quartiques  il 
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y  en  a  deux^  tout  au  plus  ;  par  conséquent  jusqu'aux  courbes 
du  cinquième  degré,  exclusivement,  on  peut  déterminer  la 
rencontre  de  la  courbe  et  de  son  asymptote  par  des  équations 
du  premier  ou  du  second  degré. 

Cherchons  maintenant  à  déterminer  la  position  du  bras  de 
la  courbe  relativement  à  Tasymptote  ;  nous  supposerons  que 
la  courbe  est  algébrique  et  nous  examinerons  seulement  le 
cas  où  la  direction  asymptotique  considérée  est  une  direction 

simple;  la  courbe  F,  qui  est  du  degré  m,  rencontre  A,  en 
{m  —  2)  points,  tout  au  plus  ;  si  nous  imaginons  un  mob|le 
parcourant  A  et  s'éloignant  èi  Finfini,  après  avoir  traversé  le 
dernier  point  commun  à  F  et  à  A,  ce  mobile  a  constamment 
la  courbe  à  sa  droite,  ou  à  sa  gauche,  et  nous  voulons  indiquer 
comment  on  peut  déterminer  celle  de  ces  deux  positions 
qui  doit  être  donnée  à  F  et  à  A. 

Nous  conserverons  les  notations  employées  plus  haut;  nous 
désignerons  par  a? ,  y  les  coordonnées  d'un  point  M  pris  sur  la 
courbe  F,  coordonnées  qui  vérifient  Téquation  : 

?m(^,y)4-?m-l(^,y)-+-?m-2(^»y)4--  •  +  ?o  =  O. 

Nous  poserons  : 

(1)  y=:cx  +  ^y 

c  étant  le  coefficient  angulaire  de  la  direction  asymptotique 
considérée  ;  enfin  nous  représenterons  par  Y  l'ordonnée  de 
A,  qui  correspond  à  l'abcisse  a?;  Y  se  calcule  par  la  formule  : 

(2)  Y:=cx+d. 

La  méthode  générale  pour  déterminer  la  position  respective 
d'une  courbe  donnée  et  de  son  asymptote  consiste  à  étudier 
le  signe  de  la  fonction  e  : 

(3)    e=y-Y, 

pour  de  très  grandes  valeurs  de  x.  La  détermination  da  ce 
signe  permet  de  fixer  la  position  du  bras  de  la  courbe,  et  de 
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le  tracer  au-dessus,  ou  au-dessous  de  Tasymplole,  suivant 
que  e  est  positif  ou  négatif. 
On  a  :  • 

X  X 

Un  calcul  fait  plus  haut  (§  iM\  donne,  après  avoir  remar- 


lo' 


*m 


'm 


(4)   +?„_,  -4--?;_ 


1 

X 


.   .  IZ  o. 


?m-2 


On  sait  aussi  que  d  est  donné  par  la  formule 


d^ 


m    '     •  fit.l 


ZZ  0, 


quand  on  suppose,  comme  nous  Pavons  fait,  9^,  p^f  o. 
L'égalité  (4)  peut  s'écrire,  d'après  cette  remarque, 


(«-^)?;+îîv+s"i="' 


en  posant  : 


S* 


^'  — 77^  ^m  +  7^m-l  +  ?iii-2- 


D'ailleurs  les  égalités  (1),  (a)  et  (3),  donnent  : 


s  —  5  —  dy 


On  a  donc  enfin  : 


£<  +  -!  V  +  -U  (=0 
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Quand  â?prenddesvaleurscroissantesau  delà  de  toute  limite, 
V  a  pour  limite  le  nombre  v  : 

•  ff  d 

—  1,2  •"»         (  Tm-.l^^?m-i*• 
En  supposant  v  ;zf  o  le  signe  de  e  est  bien  déterminé,  c'est 

V 


celui  delà  quantité  :  — 

Ainsi,  dans  le  cas  général,  on  pourra  fixer  la  position  relative 
de  la  courbe  F,  el  de  son  asymptote  A,  en  cherchant  le  signe 
du  rapport  : 

—  ©    ~f-  -  ©     ,  -f~  © 

1.2'"*  1  •  »»~*         .m— 2 

7„  ■ 

En  dehors  de  ce  cas  général,  le  problème  qui  vient  de  nous 
occuper  offre  le  plus  souvent  quelques  difficultés  que  Ton  peut 
ordinairement  surmonter  par  une  discussion  du  signe  de  la 
fonction  s,  discussion  dont  la  marche  varie  d'ailleurs  avec  les 
exemples  particuliers  que  Ton  peut  rencontrer. 


EXERCICES 

1.  Vérifier  que  dans  le  cas  où  Von  suppose  AA'  —  B**=:o,  Vasymptotede 
la  conique  est  rejé»tée  à  Vin  fini, 

!S.  Reconnaître  que  Vasymptote  du  fàlium  de  Descartes,  courbe    qui  cor- 
respond à  l'équation: 

a  pour  équation  : 
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S.  Construire  les  asymptotes  de  la  cubique  qui  a  pour  équation  : 

Oo  trouTe 

4.  Vasymptote  réelle  de  la  courbe  qui  correspond  à  Véquation  : 
a  pour  équation  : 
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LES     ASYMPTOTES     (suite) 


THEOREMES  GENERAUX 


1&0«  Théorème !•  Le  nombre  des  asymptotei  (tune  courbe 
algébrique  du  degré  m,  est  en  général  égal  à  m;  il  n'est  jamais 
supérieur  à  m. 

Comptons  d'abord  les  asymptotes  parallèles  à  y;  si  la  plus 

haute  puissance  de  y  est  y^,  le  coefficient  de  y'*  est  une  fonc- 
tion entière  tout  au  plus  du  degré  m  —  p,  qui  donne  (m  ^p) 
asymptotes,  réelles,  imaginaires  ou  coïncidentes,  (g  i34). 

D'autre  part  la  fonction  9m  {x ,  y)  ne  peut  renfermer  y  qu'à 

la  puissance  p,  tout  au  plus,  puisque  nous  supposons  que  y^ 
est  la  plus  haute  puissance  de  y,  dans  Téquation  proposée. 
Quand  on  remplace  x  par  1,  y  par  c,  dans  cette  fonction,  pour 
déterminer  les  directions  asymptotiques  quelconques,  on 
trouve  donc  une  équation  du  degré  p,  seulement.  Si  la  direc- 
tion considérée  est  simple,  il  y  a  une  asymptote  correspon- 
dant à  cette  direction,  et  il  n'y  en  a  qu'une;  si  la  direction  est 
double  \  il  peut  y  avoir  et  il  y  a,  en  général,  deux  asymptotes 
correspondant  à  cette  direction  ;  si  elle  est  triple^  il  y  en  a,  gé- 
néralement, troiSy  et  il  *h'y  en  a  que  trois  ;  et  ainsi  de  suite. 
Dans  tous  les  cas,  le  nombre  des  asymptotes  quelconques  est 
égal,  ou  inférieur,  à  p^ 
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En  rapprochant  les  deux  conclasions  qui  précèdent^  on  voit? 
finalement,  que  le  nombre  total  des  asymptotes  est  tout  au 
plus  égal  à  (m  —  p)  H-p,  c'est-à-dire,  tout  au  plus  égal  à  m. 

151.  Théorème  !!•  Une  parallèle  à  une  direction  asymp- 
totique  (Tune  courbe  du  degré  m,  ne  rencontre  cette  courbe 
qu'en  (m— i) points,  à  distance  finie. 

Soit  a,  3  la  direction  asymptotique  ;  l'équation  de  la  courbe 
peut  s'écrire,  avec  les  notations  que  nous  avons  adoptées^ 

V  désignant  un  polynôme  entier  et  homogène  en  a;  et  ^  du 
degré  (m— i).  Cherchons  Tintersection  de  cette  courbe  (i) 
avec  la  droite  qui  a  pour  équation  : 

A  étant  un  paramètre  arbitraire.  Une  combinaison  évidente 
des  équations  (a)  et  (1)  .permet  de  remplacer  celle-ci  par  la 
suivante,  qui  est  du  degré  {m  —  1)  seulement,  en  x  et  y, 

Un  des  points  cherchés  appartient  à  la  droite  de  Tinâni  ^  :=  o  ; 
et  i]  y  a,  tout  au  plus,  (m —  i)  points  à  distance  finie. 

1519.  Théorème  Oi.  Une  asymptote  de  direction  simple, 
dans  une  courbe  du  degré  m,  la  rencontre,  tout  au  plus,  en 
[m  —  2)  points  à  distance  finie  ;  plus  généralement ,  si 
^(^ymptote  considérée  correspond  à  une  direction  asymptotique 
de  multiplicité  h,  elle  ne  peut  avoir  que  (m — h — i)  points 
communs  avec  la  courbe,  à  distance  finie. 

Les  solutions  communes  aux  équations  : 

yzzcx-hd, 
?m  {x,y)  H- çm-i  (a? ,  y)  +  ...H-  (po  zz  o  ; 

peuvent  se  déterminer,  par  un  calcul  déjà  présenté  (g  i48), 
moyen  de  l'équation  : 
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Si  la  direclion  asymptotique  est  simple,  cette  équation  esl 
divisible  par  —,  et,  en  général,  ne'l'est  pas  par  une  puissance 

de  - ,  supérieure  à  2  ;  c'est  le  cas  ordinaire,  deux  points  d*in- 

tersection  sont  rejetés  à  Tinâni. 

Si  Tasymptote  considérée  correspond  à  une  direction  asymp- 
totique de  multiplicité  A,  il  y  a  A  asymptotes,  réelles,  imagi- 
naires ou  coïncidentes,  parallèles  à  cette  direction  et  Téqaa- 

tion  précédente  (§  U^).  est  divisible  par  (  -  j       .    En    effet, 

i     1  * 

tous  les  coefficients  des  termes  en  — ,  —, ,  ...  nn  >  ©^  le  terme 

tout  connu  (p^(*  ,c),  sont  nuls,  par  hypothèse;  de  plus,  Tor- 
donnée  à  l'origine  de  l'asymptote  se  détermine  par  Téqua- 


tion  ; 


dont  le  premier  membre  est  précisément  le  coefficient  de 

I  — )  ,  il  y  a  donc  bien  (A-hi)  valeurs  de  -   nulles  ;  A-l-i 
\^/  X 

points  sont  rejetés  à  l'infini. 

1&3.  Théorème  W¥.  Une  parallèle  à  une  asymptote  A, 
correspondant  à  une  direction  asymptotique  de  multiplicité  h, 
rencontre  la  courbe  en  {m  —  h)  points^  tout  au  plus^  à  distance 
finie. 

Dans  le  calcul  précédent  remplaçons  (/par  X,  ce  qui  revient 
à  chercher  Tintersection  de  la  courbe  avec  une  droite  quel- 
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conquCy  parallèle  à  l'asymptote  A.  Dans  Téquation  (i)  tous 
les  termes  disparaissent  jusqu'au  terme  en  -^  exclusivement; 


X 


il  y  a  donc  A  racines  nulles  en-,  c'est-à-dire  h  points  rejetés 

à  rinfini. 

i&^  Exprimer  qo'ane  droite  est  asymptote  iTune 
Mfurbe  algébrique.  —  Théorème  V.  Pour  qu'une  droite  y 
non  parallèle  à  Vaxe  des  y  soit  asymptote  d'une  courbe  algé- 
brique, il  suffit  qu'elle  satisfasse  aux  deux  conditions  sui- 
vantes : 

f*  Son  coefficient  angulaire  doit  être  une  racine  simple  de 
réquation  ©m  (i ,  c)  iz  o. 

2*  Elle  doit  rencontrer  la  courbe,  supposée  du  degré  m,  en 
(m— a)  points,  tout  au  plus,  à  dislance  finie. 

En  effet,  soit  lyzzax-^b  réquation  de  la  droite  proposée  ; 
en  cherchant  son  intersection  avec  la  courbe  et  en  exprimant 
(pie  deux  des  points  sont  rejetés  à  Tinfini»  on  a  : 

(i)    ?m(i,a)=o, 

D'ailleurs,  a  est  une  racine  simple'  de  l'équation  (i);  par 

conséquent  ?'»,,«  n'est  pas  nul  et  si  Ton  cherche  l'asymptote 
qui  correspond  à  la  direction  asymptotique  a,  la  quantité  que, 
dans  cette  théorie,  nous  avons  désignée  par  d,  sera  donnée 
par  réquation 

£û  comparant  (a)  et  (3),  on  voit  que  dzzb.  L'asymptote  est 
donc  la  droite  donnée. 

Reaiarqne.  En  appliquant  la  propriété  précédente,  il 
&ut  bien  remarquer  que  l'hypolhèse  que  la  droite  a  deux 
po\n\s  communs  avec  la  courbe,  rej^tés  à  ^infini  est  une  con- 
dition néfsessaire,  mais  non  une  condition  soflisaiite,  et 
l'on  doit  s^assurer,  d'abord,  que  /a  d/rec^*on  cîe  la  droite  est 
^ne  direction  asymptotique  simple. 

De  L.  Tomi  II.  «  3 
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1&5.  Théorème  "¥§•  Lorsque  réqtmtion  cTune  courbe  se 
présente  sous  la  forme  : 

(1)      V,V,...P„  +  r„_,{x,y)  =  o 

fm-i{x y  y)  désignant  une  fonction  entière  du  degré  {m —  i), 
tout  au  plus;  P,,P„  ...  P^,  représentant  des  fonctions  linéaires 
d'x  et  d'y  : 

1"  Les  droites  qui  ont  pour  équation,  respectivement^ 

(2)       P.zio,     P.=o,...P^  =  o 

sont  les  m  asymptotes  de  la  courbe,  quand  elles  sont  deux  à 
deux  concourantes; 

a«  Si  parmi  ces  droites  il  y  en  a  quelqu*une  qui  ne  soit 
parallèle  à  aucune  des  autres^  elle  est  une  asymptote  de  la 
courbe. 

3°  Réciproquement,  si  une  courbe  admet  pour  asymp- 
totes les  m  droites  (2),  supposées  deux  à  deux  concourantes, 
son  équation  peut  toujours  être  mise  som  la  forme  (i). 

i^  Si  nous  cherchons  (l*abord  Tintersection  de  la  droite 
P,  =0,  avec  la  courbe  (1),  cette  intersection  est  déterminée 
par  la  résolution  des  deux  équations  : 

Pi  -  ^>    /"«.î  {Xy  y)  =  0  ; 

il  y  a  donc  deux  points  rejetés  à  Tinfiai.  D'ailleurs,  en  po- 
sant: 

on  voit  que  Ton  a  : 

les  droites  P  n'étant  pas  deux  à  deux  parallèles,  c,, ...  c^  sont 

des  racines  simples  de  réquation(p^(i,e)  =r  o.  Le  théorème 

établi  au  paragraphe  précédent  prouve  donc  que  la  droite 
qui  a  pour  équation  P,  =  o,  est  une  asymptote  de  la  courbe; 
et  les  m  asymptotes  sont,  dans  ce  cas,  les  droites  (3). 
2*'  Si  une  droite (Pf  =0)  a  un  coefficient  angulaire c,,  différant 
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des  autres  coefficients  c.yC^j  ...c^^j  le  même  raisonnement 

prouve  que  cette  droite  est  une  des  asymptotes. 

3»  Enfin,  si  l'on  suppose  que  les  droites,  non  parallèles  à 
Taxe  des  y  y  et  deux  à  deux  concourantes,  qui  correspondent 
aux  équations  : 

soient  les  m  asymptotes  d'une  courbe,  du  degré  m,  ayant 
pour  équation  :  U  =  o,  on  peut  écrire  celle-ci  sous  la  forme  : 

/•^j désignant  une  fonction  entière  d'à;  et  d'y,  du  degré  m  —  2. 

Eq  effet,  puisque  les  directions  asymptotiques  sont  celles 
des  droites  qui  ont,  respectivement,  pour  équation  : 

y  — Cjo;  — o,    y  — c,a;  — o,  ...   y  — c^^xizo; 

l'équation  proposée  possède  un  terme  en  y"*,  et,  après  avoir 
divisé  celle-ci  par  le  coefficient  de  ce  terme,  on  a  : 

D'autre  part,  on  peut  écrire  : 

(a)    U  =  P.P,...P,-+.U-P,P.,..IV 

Posons,  conformément  à  la  notation  ordinaire  : 

U-P,P,  ...P,^s:(j;^(a?,y:-|-^},^_i(a:,y)-t-^^_2(d?,y)-h...-l-V 
L'identité  (2)  donne, 

En  comparant  les  identités  (i)  et  (3)  on  voit  que  : 
Oa  a  donc,  déjà, 
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el  nous  allons  reconnaître  que  ^  .j  est  aussi  identiquement 


nul. 
Posons  : 


6«_,  (^ , y )  =  Aj jj'w- '  H- A,x«-^i/ -h-  h A„y 


m-l 


et  cherchons   Tinterserlion   de  la  courbe  avec   la    droite 
qui  a  pour  équation  y  z:  c^x  -I-  rfj  ;  il  y  a  deux  points  rejelés 

à  l'infini,  et,  dans  (2')  le  terme  en  a?*"~*  doit  disparaître, 
quand  on  remplace  y  par  qa:  4-  d,. 

L'équation  : 

devant  se  réduire  au  degré  (m  —  2),  tout  au  plus,  on  a  : 

A. -+•  A,6',  H-  ...  -h  A„,Ci"*"'  -  o. 
Mais  alors  on  peut  dire  que  Téquation  : 

A,  --f -  A, J  -+-...  +  A^s'""*  zz  o , 

qui  est  du  degré  (m — 1),  admet   m  racines  différentes - 
c^fC^y  •••  ^m-  Elle  est  donc  identiquement  nulle  et  Ton  a  : 

A,  :=o,A,  =:o,...A^=zo; 
Ainsi  ^^_^  est  identiquement  nul  et  l'identité  (2')  peut  s'écrire: 
(2O    l.'=:P,P,...P„,  +  'K^^{x,y)^  ...  4-^0. 

La  propriété  énoncée  est  donc  démontrée. 

l&B.  Théorème  \Wk,  Lorsque  V équation  dune  courbe  Y j 
peut  se  mettre  sous  la  forme  : 

UV  —  W  -  0, 

U ,  V,  W  étant  des  fonctions  entières  d^x  et  d'y  y  le  degré  de  l'une 
des  fonctions  U,  om  V,  étant  supérieur  ^  celui  de  W,  les  asymp- 
totes de  F,  qui  correspondent  à  des  directions  asymplotiqtas 


LES  ASYMPTOTES  197 

simples,  $*obtîennent  en  cherchant  les  asymptotes  des  deux 
courbes  o  et^  qui  ont  pour  équation,  respectivement,  U  r:  o 
etY-o. 

Soit  h,  h',  h" y  les  degrés  respectifs  des  fonctions  U ,  V  et  W, 
el  m  celui  de  F.  Nous  ferons  d'abord  remarquer  que  Ton  a 
A  +  A'nm:nous  avons  aussi,  d'après  les  hypothèses  que 
nous  avons  faites, 

h^h'-hi, 
par  suite, 

ou,  enfin, 

h"  <.m  -  2. 

Ceci  posé,  soiiy:=zax-hb  Téquation  d'une  asjmaptote  A, 
de  ç  :  a  est  évidemment  le  coefficient  angulaire  d'une  direc- 
tion asymptotique  de  F,  puisque  {y  —  ax)  est  un  des  divi- 
seurs de  la  fonction  que  nous  avons  désignée,  dans  cette 
théorie  des  asymptotes,  par<p^  (a;,y).  Nous  supposons  d'ail- 
leurs que  a  est  une  racine  simple  de  l'équation  ç^ (i ,  c)  i^  o, 
ce  qui  exige,  il  importe  de  l'observer,  non  seulement  que  a 
soit  une  direction  asymptotique  simple  dans  <p,  mais  aussi 
qu'elle  ne  fesse  pas  partie  des  directions  asymptotiques  de  ^. 

Dans  ces  conditions,  si  l'on  cherche  l'intersection  de  F  et  de 
^î  U  devient,  après  la  substitution  dey,  une  fonction  entière 
de  X,  du  degré  A  —  2 ,  tout  au  plus  ;  le  produit  UV  donne  donc 
une  fonction  d'à?  du  degré  A+A'  —  arrm  —  a;  et  comme  h" 
est  lui-même  inférieur  ou  tout  au  plus  égal  à  m  —  2 ,  deux 
points  communs  à  A  et  à  F  sont  rejetés  à  l'infini;  si  l'on 
ajoute  que  a  est  une  direction  asymptotique  simple  de  F, 
on  voit,  finalement,  que.  A  est  une  asymptote  de  F. 

1  &9.  Théorème  TIll.  Lorsque  V équation  d'une  courbe  F, 
pcu(  ie  mettre  sous  la  forme  U  —  V  :=  o,  U  étant  du  degré  w, 
et  V  du  degré  m  ~  2,  tout  au  plus,  toute  asymptote  A,  de  la 
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courbe  qui  a  pour  équation  Mzzlo^  et  qui  correspond  à  une  di- 
rection ast/mptotique  simple,  est  une  asymptote  de  F. 

Cette  propriété  est  la  conséquence  immédiate  de  cette  re- 
marque :  que  A  a,  avec  F,  deux  points  communs  à  Tinfini;  sa 
direction  étant,  d'ailleurs,  une  direction  asymptotique  simple. 

1S8.   Courbes  irratioimelles    et   transcendiàntes. 

La  méthode  la  plus  générale  que  Ton  puisse  indiquer  pour 
déterminer  les  asymptotes  dans  les  courbes  qui  correspondent 
à  des  équations  irrationnelles,  ou  transcendantes,  est  la  sui- 
vante. 

y 

On  cherche  d'abord  la  limite  de  -,  pour  a;  =  oc  ;  supposons 

que  Ton  trouve  un  nombre  c:  alors  c  est  le  coefScient  angu- 
laire d'une  direction  asjnnptotique.  Après  avoir  déterminé 
cette  direction,  on  cherche  la  limite  de  {y— ex),  pour  a:  —  x; 
et  si  Ton  trouve  que  cette  limite  est  un  nombre  d,  la  droite 
qui  a  pour  équation  : 

y—  ex  —  rf  r=  o , 

est,  en  général,  une  asymptote  de  la  courbe. 

Premier  exemple.  Soit  une  courbe  F,  ayant  pour  équa- 
tion : 


yzzax-i-b 


±v^. 


U  et  V  étant  deux  fonctions  entières  de  x,  et  le  degré  de  V 
étant  supérieur  de  deux  unités  à  celui  de  V.  Divisons  U  par  V, 
et  posons  : 

-  ZZX^-h2px-hq-h;;j  , 

R  étant  une  fonction  entière  de  x,  d'un  degré  moindre  que 
celui  de  V. 

Si  Ton  considère  le  bras  de  courbe,  bien  défini,  qui  corres- 
pond à  réquation  : 

y=:ax-^b  +  ^x*-h^px  +  q-{'-^ 
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lorsqu'on  donne  à  a;  de  très  grandes  valeurs  positives,  et  si 
Ton  applique  la  méthode  indiquée  tout  à  Theure,  on  voit  que  : 

est  réquation  d'une  droite  asymptote  au  bras  de  courbe  con- 
sidéré. 
11  est  facile  de  le  vérifier  en  remarquant  que  : 

Y—  yzzx-^p—^x^-^npx-hq-^  —  . 

expression  qu'on  peut  encore  écrire,  par  une  transformation 
évidente. 


II 


x-hp  +  ^ x"  H-  2px  +  y  4-7^ 


Quand  on  donne  à  a?  de  très  grandes  valeurs  positives,  on 
trouve  bien  :  Lim  (  Y  —  y)  —  o. 

SeeoDd  exemple.  On  propose  de  trouver  les  asymptotes 
de  la  courbe  qui  correspond  à  réquation  transcendante: 

y  =  ^4 — T-' 

x 

II  y  a  une  asymptote  non  parallèle  à  Oy,  c'est  la  première 
bissectrice,  droite  dont  l'équation  est  : 

y:=ix\ 

elle  se  détermine  immédiatement  par  la  méthode  indiquée. 
Il  y  a  une  seconde  asymptote  qui  est  Taxe  Oy  ;  celte  droite 
se  trouve,  en  remarquant  que  réquation  proposée  peut  s'é- 
crire : 


y -.a? H — 


} 
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si  n  J7  sii)  X 

Pour  a:  =:  o,  ^^ a  pour  valeur  Tunité  ;  et  la  fraction  — p 

tend  vers  Tinfini. 

IftO.  Asymptotes  carvilisn^s*  Lorsque  deux  courbes 
/*  et  F  sont  telles  que  la  diflférence  des  ordonnées  y  et  Y,  qui 
correspondent  à  une  même  abcisse  Xy  tende  vers  zéro,  (juand 
X  croit  au  delà  de  toute  limite,  on  dit  que  ces  deux  courbes 
sont  asymptotes  Tune  à  Tautre. 

L*axe  des  y  ayant  une  direction  arbitraire,  on  voit  que  deux 
courbes  sont  mutuellement  asymptotes  lorsque  la  corde  in- 
terceptée entre  deux  bras  de  ces  courbes,  tend  vers  zéro, 
quand  la  corde  s'éloigne  indéfiniment. 

Le  théorème  que  nous  allons  établir  permet  de  trouver  une 
asymptote  curviligne  dans  un  assez  grand  nombre  de  cas. 

IGO.  Théorème  IX.  Lorsque  F  équation  d*  une  courbe  f, 
peut  se  mettre  sous  la  forme  : 

V 

(  1  )    y^  z=  U  -^  — ,     (p  nombre  impair), 

U,  V,  W  étant  des  fonctions  entières  de  x  et  le  degré  de  V  étant 
moindre  que  celui  de  W,  la  courbe  F  qui  correspond  à  Véqua- 
tion 

et  la  courbe  f  sont  mutuellement  asymptotes. 

V 

Donnons  à  x  une  très  grande  valeur  positive  ;  —  a  pour 

V 

limite  zéro,  et  le  signe  de  U  +  77;  est  le  même  que  celui  du 

w 

premier  terme  de  U,  polynôme  que  nous  supposons  ordonné 

par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  x.  Dans  tous  les 

cas,  à  cette  valeur  de  x  correspond  une  valeur  réelle  et  bien 

.  déterminée  pour  y  et  Y.  Quand  x  varie  et  croit  au  delà  de 

toute  limite,  on  a,  dans  F  un  bras  de  courbe,  dans  f\m  autre 

bras,  et  nous  allons  reconnaître  qu'ils  sont  asymptotes,  Tun 

à  Tautre. 
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Les  équations  (i)  et  (a)  donnent,  en  effet, 

V 


OU, 


(3)    (2/-Y)(2/'"'^/--Y4-...-+-Y''-*)=^. 


Pour  de  très  grandes  valeurs  de  x^yelY  ont  le  même  signe, 
celai  du  premier  terme  de  U,  comme  nous  Tavons  remarqué 

* 

tout  à  l'heure.  Le  polynôme  : 

est  donc  composé  de  termes  qui  ont  tous  le  même  signe,  et 
chacun  de  ces  termes  croît  au  delà  de  toute  limite,  si  U  est 
une  fonction  de  x,  ce  que  nous  supposons.  Le  second  membre 
deTégalité  (3)  tendant  vers  zéro,  le  facteur  y— Y,  du  second 
membre,  tend  lui-même,  à  fortiori,  vers  zéro. 

Cette  conclusion  subsiste,  quand  U  est  une  constante  ;  mais 
alors  Tasymptole,  fournie  par  cette  méthode,  est  une  asymp- 
tote rectiligne  parallèle  à  Taxe  des  x. 

Nous  ferons  encore  remarquer  que  dans  Thypothèse  où 
p  — 1,  et  où  U  est  une  fonction  du  premier  degré  en  a?,  on 
obtient  ainsi  une  asymptote  rectiligne  de  la  courbe. 

Par  exemple,  si  Téquation  proposée  est  : 

,  ^  ax'-hbx-hc 

0  y  = , 

X  —X 

En  effectuant  la  division  de  ax*  -hbx  f-c,  par  a:  -f-  a;  on  a  : 

,   ,    ,  ax*-hbx  +  c 

y  zzax-hax-ho  -\ . 

X  —  a 

Les  équations  des  asymptotes  de  la  conique  (i)  sont  donc  : 

X  11  X    ,    y  2z  ax-hax-hb. 

161  •  Remarqoe.  Le  raisonnement  que  nous  avons  fait 
dans  le  paragraphe  précédent  pour  démontrer  que  les  courbes 
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/*  et  F  étaient  mutuellement  asymptotes,  ne  suppose  pas  que 

V 

rr-  soit  le  quotient  de  deux  fonctions  entières  de  x,  mais  seu- 
W 

V 

lement  que  Ton  ait  Lim  —  :=  o,  pour  x^oo.  Cette  remarque 

W 

permet  de  trouver  des  asymptotes  çurviDgnes,  dans  un  grand 

nombre  de  courbes  irrationnelles^  et  nous  aurons  occasion  de 

rappliquer,  dans  la  suite,  quand  nous  nous  occuperons  de  la 

construction  des  courbes. 


EXERCICES 


f .  Démontrer  que  Véqtiation  (§i55): 

est  Véquation  générale  des  courbes  du  degré  m,  ayant  pour,  asymptotes  hs 
droites  P,  droites  qui  sont,  deux  à  deux^  concourantes. 

On  remarque  que  nombre  des  termes  d'une  équaUon  du  degré  m  est 

•^ — ■ — ^ — —^  ;  elle  renferme  donc  ^ — ■ — - — —  —  i  = ■ parame- 

très  variables.  Le  nombre  des  conditions  données  est  am,  chaque  asymp- 
tote représentant  une  condition  double.  L'équation  (i),  pour  être  Téquatioa 

,,,,.,        -             m*-\-3m                m{m-i)  ,     *       ,.       ^        ,      % 
générale,  doit  renfermer  : ■ am  = .  La  fonction  f     «  F  t îf) 

2  2  "* — * 

renferme  précisément  ce  nombre  de  paramètres  arbitraires  et  indépendants. 
1t.  Déterminer  l'asymptote  rectiligne  de  la  courbe  qui  a  pour  équation  : 


On  cherche  d'abord  la  limite  de-  et  on  trouve,  c=a4-a;  on  détermine, 

j; 

ensuite,  la  limite  de  :y  ~  aa;-ax.  On  remarque  alors  que  la  difficulté  porte 

sur  la  détermination  de  l'expression  : 


2;Hi 


Win  ïïXx^^'^^  +  Ax^''  4-  ...     —  X,    pour  a;  —  »  . 

On  pose  : 


1 
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et  ToQ  doit  cliercher  alors  la  Talcar  de  IVxpression  : 

u=.  — ,pourX  =  o, 

Si  l'on  ne  veut  pas  appliquer  la  règle  de  l'Hôpital,  on  remarquera  que 
l'oa  a  : 


P^, 


A 


^i^Xi-i-kX-^..,  =  1+  X-hsX 


2J0H-  1 


étendant  vers  zéro  en  même  temps  que  X  {}).  La  valeur  cherchée  est  donc 
,  et  réquation  de  Tasymptote  est  : 

A 


yz:{a'hoi)x  +  b  + 


9.  C(Msiruire  la  courbe  dont  l'équation  est  : 


y  zz  v/o?*  —  Sx*  -h  2 

en  s'aidant  des  paraboles  asymptotes. 
On  trouve  que  les  deux  paraboles  qui  correspondent  aux  équations  : 

—  a 

sont  des  asymptotes  curvilignes  de  la  courbe  proposée. 

4.  Coi^truire  la  courbe  qui  a  pour  équation  : 

X'  +  I 

y^ • 

X 

Cette  courbe  a  une  asymptote  rectilignei  Taxe  des  y,  et  une   parabole 
asymptote  (Y  =  x*). 

5.  On  donne  V équation  : 


y       X     X      y       X 

trouver  l'asymptote  de  la  courbe  qui  correspond  à  cette  équation,  les  signes 
des  radicaux  étant  explicites. 


i.  Voyez,  pour  ce  point,  ane  note  (Leç.  38),  (§  374). 
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LES    POINTS    SINGULIERS. 


tG9.  Définitions.  Un  point  M  placé  sur  une  courbe  F,  du 
degré  m,  est  un  point  simple  de  celte  courbe  lorsque  les 
transversales  tournant  autour  de  M  rencontrent,  générale- 
ment, F  en  (m  —  i)  autres  points,  réels  ou  imaginaires.  Dans 
le  cas  contraire,  le  point  M  est  un  point  multiple  ;  et  nous 
dirons  qu'il  est  de  multiplicité  h,  lorsque  il  y  a  n  points  com- 
muns à  Tune  quelconque  de  ces  transversales  et  à  la  courbe. 
Un  point  d'une  courbe  peut  être  singulier  sans  être  un  point 
multiple  et  la  singularité  d'un  point  peut  être  absolue  ou  rela- 
tive. Ainsi  les  points  pour  lesquels  l'ordonnée  passe  par  une 
valeur  maxima  et  minima,  offrent  une  singularité,  mais  une 
singularité  relative,  parce  qu'elle  cesse  d'exister  quand  on 
change  les  axes  de  coordonnées,  droites  qui  ne  sont  pas,  né- 
cessairement, des  directions  remarquables  de  la  courbe. 
Au  contraire  :  les  points  de  rencontre  d'une  courbe  avec  ses 
axes  de  symétrie,  les  sommets  de  la  courbe;  ou,  encore,  les 
points  d'inflexion  que  nous  allons  définir  dans  cette  leçon, 
sont  des  points  remarquables,  dans  le  sens  absolu  de  ce  mot, 
quoiqu'ils  ne  soient  pas,  en  général,  des  points  multiples. 

1G3.  Tliéoréme.  Lorsque  {a ,  ^ ,  y)  représente  une  solu- 
tion de  V équation  homogène  : 

le  point  M,  qui  a  pour  coordonnées  a,  P,  y,  est  un  point 
simple  de  la  courbe  F  qui  correspond  à  cette  équation,  si  ron 
n'a  pas,  à  la  fois, 
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au  conirairey  c'est  un  point  multiple,  si  ces  relations  se 
trouvent  vérifiées. 

Menons  par  le  point  M  une  transversale  A  et  prenons  sur 
elle  un  point  P,  dont  les  coordonnées  soient  {x^,y^yZ^);  soient 
aussi  {x,  y,z)  les  coordonnées  d*un  point  commun  à  F  et  à  A  ; 
nous  avons  alors  : 

X      _^      y      ^      z 


avec  la  condition  : 

En  développant  le  premier  membre  par  la  formule  de 
Taylor,  et  en  remarquant  que  /*(«,?,  y)  ®st  nul,  on  a  : 

C'est  une  équation  du  degré  m,  en  X,  qui  a  une  racine 
nulle  et  qui  n^en  admet  pas  d'autre,  si  Ton  n'a  pas  : 

du  moins  pour  des  valeurs  arbitraires  des  paramètres  Xj 
et  Vi.  Le  point  M,  en  résumé,  est  donc  un  point  multiple,  ou 
un  point  simple^  suivant  que  ces  conditions  sont,  ou  ne  sont 
pas,  vérifiées. 

t04.  Théorème.  Lorsqu'on  transporte,  parallèlement  à 
eux-mêmes  y  les  axes  des  coordonnées  y  la  nouvelle  origine  étant 
unpoint  simple  d'aune  courbe  F,  i°  les  termes  du  premier  degré 
ne  disparaissent  pas  tous  les  deux;  2*»  la  tangente  à  F,  en 
ce  point,  s'obtient  en  égalant  à  zéro  V ensemble  des  termes  du 
premier  degré. 

Remarquons,  d'abord,  que  la  constante  disparait  quand  on 
transporte  les  axes  en  un  point  O  d  une  courbe  F  ;  mais  non 
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les  termes  du  premier  degré  :  la  raison  en  est  que,  si  ces  ter- 
mes disparaissaient,  toute  droite  A  passant  par  0  rencontrerail 
F  en  deux  points  confondus  avec  0  ;  ce  qui  n'est  pas  possible, 
0  étant  un  point  simple.  L'équation  de  F,  dans  le  nouveau 
système^  sera  donc  : 


f{x,y,z)  =  9„.-l-  ^(p„._,  -h  .  .  H-  o, 


.m-l  _ 


*» 


—  O, 


en  posant  : 

les  coefficients  a,by  n'étant  pas  nuls  à  la  fois. 

En  prenant  les  dérivées  partielles  par  rapport  à  a;,  y  et  z, 
puis  en  faisant  :  cczzo,  eiy  zz  o,  on  voit  que  Téquation  de  la 
tangente  se  réduit  à  : 

aX  -h  b\  zz  (I, 

ou  à, 

?•  =  «• 

1G4  bis.  Points  d*inflexJon.  Supposons  :  i*"  que  les  déri- 
vées premières  ne  soieiitpas  toutes  nulles  ;  pour  cciza,  y=rg, 
zzzyi  2'»  que  toutes  les  dérivées  secondes  /"^„  f'L,  T^ai  soient 

nulles,  mais  non  toutes  les  dérivées  troisièmes  ;  le  point 
(<>  )  3 }  y)  6st  dit  un  point  d'inflexion  de  la  courbe,  et  la  tangente 
en  ce  point  est  appelée  tangente  inflexionnelle. 

11  résulte  de  Thypothèse  que  nous  venons  de  faire  qu'en 
cherchant  l'intersection  de  la  tangente  inflexionnelle  avec  la 
courbe  donnée,  l'équation  en  X  est  seulement  du  degré  m  —3; 
il  y  a  donc  trois  points  communs  à  la  courbe  et  à  la  tangente 
inflexionnelle.  Cette  propriété  caractérise  le  point  d'inflexion, 
quand  le  point  considéré  est  un  point  simple  de  la  courbe. 

IGS.  Théorème.  La  tangente  inflexionnelle  travetw  la 
courbe. 

Lorsqu'un  point  supposé  mobile  décrit  une  courbe  et  part 
d'une  position  initiale  M,  il  peut  prendre  deux  directions  dif- 
férentes ;  et,  suivant  que  l'on  considère  l'un  ou  l'autre  de  ces 
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deux  mouvements,  on  obtient  deux  bras  qui,  comme  nous  le 
verrons  tout  à  Theuro,  en  étudiant  la  concavité  et  la  convexité, 
sont  placés,  ordinairement,  du  même  côté  par  rapport  à  la 
tangente.  Mais,  dans  le  cas  du  point  dlnflexion,  nous  allons 
montrer  que  ces  deux  bras  sont  situés  de  côtés  différents. 

Prenons,  pour  axe  des  Xy  la  tangente  inflexionnelle,  Taxe 
des  y  étant  d'ailleurs  une  droite  quelconque,  passant  par  le 
point  d'inflexion. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  tout  à  Theure,  Téquation  de 
la  courbe  considérée  F,  dans  ce  système  d'axes,  est  : 

f ,  z=  o  est  l'équation  de  la  tangente  en  0  à  F;  on  ^  donc 
&,=6y,  avec  la  condition  6;zf  o.  On  peut  supposer,  par  con- 
séquent, que  réquation  (i)  a  été  divisée  par  b  et  comme 
droite  y  ^  o  doit  rencontrer  F  en  trois  points  coincidant  avec 
Torigine,  on  voit  aussi  :  i°  que  le  terme  en  x*  ne  doit  pas  exister 
dans  ç„  2*»  que  le  terme  en. a;'  doit  figurer  dans  çj. 


Fig   65. 

D'après  ces  diverses  remarques,  on  peut  donc  écrire  l'équa- 
tion (i)  sous  la  forme  : 


^ 
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Cette  égalité  donne  la  suivante  : 

(2)    2/(i-hc)=a;MA  +  Ê') 

e  et  ê'  étant  des  fonctions  entières  d'à:  et  dHy,  qui  s'annulent, 
quand  on  suppose  :  a?  r=  o  et  y  ir  o. 

Coupons  F  par  des  parallèles  voisines  de  Taxe  des  y,  [xzzh\ 
et  remarquons  que,  pour  des  valeurs  positives  ou  négatives 
de  Ay  il  y  a  une  rencontre  réelle  de  F  et  de  cette  sécante, 
dans  le  voisinage  de  l'origine ,  parce  que,  pour  a;  — o,  une 
seule  valeur  de  y  tend  vers  zéro.  Cette  valeur,  d'après  l'éga- 
lité (2)  a  le  signe  de  Ko(?y  elle  change  donc  de  signe,  en  même 
temps  que  x\  les  deux  bras  de  la  courbe,  dans  le  voisinage  du 
point  d'inflexion,  sont  donc  placés  de  part  et  d'autre  de  la  tan- 
gente. 

1GB.  €)oniewkwïtë  et  cN^nvexiÉé.  Nous  supposerons  que 
Tordonnée  est  une  fonction  explicite,  continue,  et  bien  déter- 
minée de  l'abcisse.  Soit  : 

(i)    y -/(a:).' 

l'équation  de  la  courbe  F  que  nous  allons  considérer. 
Prenons  sur  F  un  point  M,  que  nous  supposons  être  un 
point  simple  de  cette  courbe.  L'équation  (i)  prouve  que  la 
tangente  A,  en  ce  point  M,  n'est  pas  parallèle  à  Oy  et,  dans 
ces  conditions,  nous  nous  proposons  de  déterminer  de  quel 
côté  de  la  droite  A  sont  placés  les  deux  bras  de  courbe  qui 
aboutissent  au  point  M. 

L'étude  de  la  courbe,  dans  le  voisinage  de  M,  se  fait  par  la 
discussion  du  signe  de  la  différence  des  ordonnées  de  F  et  de 
A,  ordonnées  correspondant  à  la  même  abcisse;  la  valeur  de 
celle-ci  étant  voisine  de  celle  de  l'abcisse  a;,  du  point  M. 

Posons  : 

OP-a;j,    MPzL-y,  ; 
réquation  de  A  est  : 


LES  POINTS  SINGULIERS 


209 


Donnons  à  a;  la  valeur  a?,  4- ^,  Tordonnée  correspondante 
de  A  est  fournie  par  l'égalité  : 

SP-  z=  y,  -h  hr  [X,)  =  f{x,)  -h  hr  (X,), 
D*aatre  part,  on  a,  par  une  formule  connue,  (Alg.  §297) 

M'p* =f{x,+h)^  f{x,) + hr  {x,)^  ^  r  (^i + ô^). 

Ces  deux  dernières  égalités  donnent  : 

SM"-— ^(iz?l+•ÔA)• 
Supposons  d'abord  que  nous  ayons  r  {Xt)^o;  alors,  pour 
des  valeurs  de  h  suffisamment  petites,  et  variables,  r  {x^  -h  ÔA) 
a  le  même  signe  que  r  (x^).  Si.  nous  avons  f"  (xt)  >  o,  les 


Fig.  G6. 

deux  bras  de  courbe  sont  disposés  comme  Tindique  le  trait 
plein  de  la  figure.  Le  trait  ponctué  correspond,  au  contraire, 
à  Thypothèse  f"  (x^)  <  o.  Dans  le  premier  cas  on  dit  que  la 
courbe  tourne  sa  concavité  vers  la  direction  positive  de  Taxe 
des  y  ;  dans  la  seconde  hypothèse  elle  tourne  sa  convexité 
vers  cette  direction. 

Db  L.  ToaiE  11.  i4 
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Il  nous  reste  k  examiner  le  cas  particulier  où  l'on  a  /"(x,)  z:o 
et  nous  allons  reconnaître,  qu'en  général,  la  courbe  présente 
alors,  au  point  considéré  M,  une  inflexion. 

En  effet,  dans  le  cas  général,  /"'  (a;,)  s'annule  en  changeant 
de  signe  ;  en  passant  du  négatif  au  positif,  ou  inversement. 
Le  raisonnement  que  nous  avons  fait  tout  à  l'heure  prouve, 
qu'avant  le  passage  par  la  valeur  x^,  l'ordonnée  de  la  courbe 
est  plus  petite  que  celle  de  la  tangente  et^  qu'au  contraire, 
après  le  passage,  l'ordonnée  de  la  courbe  est  plus  grande 
que  celle  de  la  tangente  ;  ou  inversement.  Dans  tous  lés  cas 
les  deux  bras  de  courbe  doivent  être  placés  de  part  et  d'autre 
de  la  tangente  et  la  courbe  présente,  comme  l'indique  la 
iigure,  une  inflexion. 


Fig.  G7. 

Ainsi  les  points  d'inflexion  s'obtiennent  en  cherchant  les 
solutions  communes  aux  deux  équations  y  :=z  f(x) ,  f'\x)  —  0. 
On  doit  observer  que  la  réciproque  n'est  pas  exacte,  et  que, 
à  toute  solution  de  ces  deux  équations,  ne  correspond  pas, 
nécessairement,  un  point  d'inflexion. 

Dans  le  cas  où  f{x)  représente  une  fonction  entière,  on 
vérifie  facilement  les  résultats  précédents  en  transportant 
Torigine  au  point  M  et  en  remarquant  que  la  tangente  s'ob- 
tient en  égalant  à  zéro  l'ensemble  des  termes  du  premier  degré. 
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1G9.  Hessien  des  points  d*iiifleaLion«  Les  points  d!iQ- 
BeiioD,  dans  le  cas  des  fonctions  implicites^  se  déterminent 
au  moyen  d'un  déterminant  symétrique  du  troisième  ordre 
que  nous  allons  calculer. 

Soit: 

f{x ,  y)  z±  o, 
lequation  de  la  courbe  proposée.  On  a  d*abord  : 


/i'('^,y)  +  z/'/;^(a:^.y)  =  o, 


puis, 


/:. +y 'C + 2/' (/:,  H-î/' /■;.  j -+- 2/ v; = o. 


Aux  points  d'inflexion,  on  a  y"  i=  o.  Par  conséquent,  Téga- 
lilé  précédente  peut  être  simplifiée  et  devient  : 


/;.  ^  '^y'Cj  +  y'X^  -  "> 


el  comme  l'on-a  : 


'y 
les  points  d'inflexion  ont  des  coordonnées  qui  vérifient  les 
deux  équations  : 

/•(x,2/)— o, 

C'est  celte  dernière  relation  que  nous  allons  transformer. 
Hemarquons,  d'abord,  que  cette  relation  peut  s'écrire  : 


(t) 


r//  W/  ff 


xy 


W/  ftf  ff 

laxj      fy*      'y 


I  X         f  V 


y 


0 


o, 


délermiQant  qu'on  obtient  en  égalant  à  zéro  le  discriminant 
de  la  forme  quadratique  : 

xy:;. + yy;.  +  axv/-;;^  h-  2xzy^;  -h  2  yz/-;. 
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Prenons  maintenantr  pour  plus  de  symétrie  dans  le  calcal, 
réquation  de  la  courbe  sous  la  forme  homogène  : 

de  lelle  sorte  que  Ton  ait  : 

f(x,y):so{x,y,z),    (pour^zri) 
Le  théorème  d'Euler  donne  : 


(m 

(a)      (m 

(m 


L'égalité  (i)  peut  s'écrire,  en  supposant  ^  :=  i , 


w 

?ji« 


9xy 

If  V 


9x 


9 


t 
t 

o 


=  0, 


Multiplions  la  première  colonne  par  — x,  la  deuxième  par 
—y  et  la  troisième  par  (m—  i),  puis  ajoutons,  à  celte  der- 
nière, la  somme  des  deux  autres;  nous  obtenons,  en  tenant 
compte  des  identités  (i), 


(3) 


/                9 

9x     ?y- 

— j??*— y?i 

no. 


Le  point  (x^y^z)  étant  sur  la  courbe,  on  a  : 

^(Xyy,z)  =  o. 

D^aiUeurs  Tidentité  d^ËuIer  : 
prouve,  qu'au  point  considéré,  on  a  : 
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Le  déterminant  (3)  devient,  d'après  cette  remarque, 


?x« 

n 

?x* 

If 

V 

// 

1  Xit 

u 

V 

9î« 

n  o. 


Multiplions,  enfin,  la  première  ligne  par  —  Xy  la  deuxième 
par— y  et  ajoutons-les  à  la  troisième,  après  avoir  multiplié 
c^)le-ci  par  (m  —  i),  nous  avons  : 


?x« 

ff 

9xy 

V 

ir 

?xz 

n  o. 


C'est  le  hessien  des  points  d'inflexion.  Ce  déterminant  a 
surtout  un  intérêt  théorique  ;  il  est  du  degré  3  (m  —  2)  et 
prouve,  entre  autres  choses,  que  U  nombre  des  points  din- 
flexion  (Tune  courbe  du  degré  m,  est  tout  au  plus  égal  à 
3m(m  — a). 

tus.  Remarque.  Dans  le  cas  où  le  point  M,  considéré 
sur  la  courbe,  est  un  point  simple  offrant  cette  particularité 
relative,  que  la  tangente  en  ce  point  est  une  droite  parallèle 
à  Vaie  ûesy,  droite  correspondant  à  l'équation  a;=:A  ;  la  posi- 
tion des  deux  bras  de  courbe  en  M  se  trouve  ordinairement 
sans  difficulté,  en  cherchant  les  valeurs  réelles  de  y  qui  corres- 
pondent aux  valeurs  hdti,  données  à  x. 

Par  exemple,  dans  la  lemniscate  qui  correspond  à  l'équa- 
tion : 

y  ZZ  +  \fx  i  v^a  —  a?, 

on  trouve  au  point  x^  =  a,  y©  =  y/*  une  tangente  parallèle  à 
l'axe  des  y.  On  voit  immédiatement  que  les  deux  bras  de  la 
courbe  sont  placés  à  la  gauche  de  cette  tangente.  On  vérifie 
awsi,  facilement,  que  l'équation  y"  s:  0  a  pour  racine  :c  zz  1, 
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et  il  y  a  une  inflexion,  au  point  xzzi,  ?/  —  ",  sur  le  bras  de 
courbe  qui  correspond  à  Téquation  : 

les  signes  étant  explicites. 

lOO.  Définitions.  LQrsque  deux  bras  réels  de  courbe  se 
coupent  mutuellement  en  un  point  M,  on  dit  que  ce  point  est 
un  nœiui  de  la  courbe  (fig.  A). 

Lorsqu'un  point  est  multiple,  conformément  à  la  définition 
donnée  précédemment  (§  162),  s'il  n'y  a  pas  de  points  de  la 
courbe  dans  son  voisinage  on  dit  que  le  point  est  isolé. 

Un  point  de  rebroussement  est  celui  d'où  partent,  dans  h 
même  direction,  deux  bras  de  la  courbe  ;  on  distingue  deux 
espèces  de  rebroussements,  suivant  que  les  deux  bras  de 
courbe  sont  situés  du  même  côté  par  rapport  à  la  tangente, 
ou  de  côtés  différents.  Celui-ci  est  le  rebroussement  de  pre- 
mière espèce  (fig.  B),  l'autre  constitue  un  rebroussement  de  se- 
conde espèce  (fig.  C). 


Fig.  68. 

Enfin,  on  rencontre  dans  les  points  doubles,  les  seuls  que 
nous  voulions  discuter  ici,  deux  autres  espèces  de  points, 
lesquels  sont  formés  par  deux  branches  ayant  la  môme 
tangente;  si  les  deux  branches  sont  de  côtés  différents,  on 
dit  qu'il  y  a  osculation  (fig.  D)  ;  il  y  a  embrassem^nt  lorsque 
les  deux  branches  sont  du  même  côté  (fig.  E). 
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Lorsque  Funé  des  branches  passant  au  point  double  pré- 
sente  une  inflexion,  on  a  un  point  double,  à  simple  inflexion; 
si  les  deux  branches  se  croisent  en  présentant,  Tune  et 
Taulre,  une  inflexion  au  point  commun,  on  est  alors  en  pré- 
sence d'un  point  double^  à  double  inflexion. 

On  appelle  point  d^arrêtj  celui  d'où  part  un  seul  bras  de 

courbe;  \^ point  anguleux  est  celui  d'où  partent  deux  bras  de 

courbe,  dans  des  directions  différentes.  Nous  démontrerons 

# 

d'abord  qu'il  n'y  a,  dans  les  courbes  algébriques,  ni  point 
d'arrêt,  ni  point  anguleux. 

190.  Théorème.  Il  n'y  a  pas  de  point  d'' arrêt  dans  les 
courbes  algébriques. 

Soit  une  courbe  AB  présentant,  au  point  A,  un  point  d'arrêt. 
Prenons  pour  axe  des  x  une  droite  passant  par  A  et  soit 
f[x,y)  zz  o  l'équation  de  la  courbe  A  proposée. 


Fig.  (î<). 

Transformons  celte  courbe  par  les  formules  : 

A  un  bras  AB,  correspond  un  bras  de  courbe  A'B'  asymptote 
à  la  droite  A,  qui  a  pour  équation  :  x  rz  OA.  S'il  n'y  avait  qu'un 
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bras  de  courbe  partant  de  A,  il  n*y  aurait  qu^un  bras  de  la 
courbe  transformée,  asymptote  à  A.  Mais  si  fix^y)  est  une 

forme  algébrique,  Téquation  /"[  X,  -  J .—  o  est  algébrique  et  la 

courbe  qu'elle  représente  ne  peut  avoir  un  bras  unique, 
asymptote  à  A. 

Plus  généralement,  il  no  peut  y  avoir  un  nombre  impair  de 
bras,  partant  du  même  point. 

191.  Théorème.  //  ny  a  pas  de  point  anguleux  dans  les 
courbes  algébriques. 

Soit  0  un  point  d'où  partent  deux  bras  de  courbe,  dans  des 
directions  différentes;  prenons  pour  axes  les  tangentes  ox, 
oy  aux  deux  bras,  et  transformons  la  courbe  proposée,  par 
les  formules  : 

xzzX  ,  Ay  4- y' =  ii.Y. 

y'  désignant  la  dérivée  de  y  par  rapport  à  x.  Ces  formules  de 
transformation,  font  correspondre,  à  une  courbe  algébrique, 
une  autre  courbe  algébrique. 


Fig.  70. 

A  la  courbe  of  correspond  un  bras  de  courbe  09  passant 
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par  rorigine,  y'  ayant  pour  limite  zéro  quand  le  point  se  dé- 
place sur  of,  pour  aboutir  au  point  o.  Au  contraire  y'  croit 
au  delà  de  toute  limite  pour  le  mobile  qui  arrive  à  Porigine  en 
parcourant  oF,  et  le  bras  oF  se  transforme  en  un  bras  * 
asymptote  à  oy. 

On  déduit  de  là  que  le  nombre  des  bras  de  la  courbe  trans- 
formée qui  partent  de  l'origine  serait  impair,  et  nous  avons 
reconnu  qu'il  n'en  pouvait  être  ainsi  dans  les  courbes  algé- 
briques. 

L'impossibilité  du  point  anguleux  apparaît  encore  en  ob- 
servant que  la  courbe  transformée  aurait  un  nombre  impair 
de  bras  asymptotes  à  Taxe  des  V- 

Il  y  a  pourtant  objection  à  la  conclusion  précédente  si  Ton 
suppose  deuX;  ou  un  nombre  pair^  de  points  anguleux  dis- 
posés sur  oyy  et  ayant  chacun  un  de  leurs  bras  tangent  à  cet 
axe.  Pour  lever  celte  objection,  si  improbable  que  paraisse 
sa  réalisation,  il  suffit  d'effectuer,  sur  la  courbe  donnée,  rap- 
portée aux  tangentes  d'un  des  points  anguleux,  une  première 
transformation,  par  les  formules  : 

x  —  Yy    yY;=:i. 

Les  bras  du  point  anguleux  considéré  deviennent  deux  bras 
asymptotes  à  Taxe  des  y;  les  points  anguleux  restent  des 
points  anguleux  (*);  ils  sont  alors  en  nombre  impair  et  Ton 
revient  au  cas  considéré  plus  haut. 

mit,  Détermliiation  des  points  doubles.  —  Théo- 
rème. Lorsqu^en  transportant  les  axes  des  coordonnées  y  en 
un  point  M  d^une  courbe  U,  on  voit  disparaître  les  termes  du 
premier  degrés  mais  non  tous  ceua;  du  second  degré,  M  est  un 
point  double.  Soit  aa?-k-  ibxy-^-  cy^y  V ensemble  des  termes  du 
second  degré  ;  si  Von  a  :  6"  —  ac>  o,  il  y  a  deux  branches  de 
courbe  passant  réellement  par  le  point  M,  et  les  tangentes  s* ob- 
tiennent en  égalant  à  zéro  V ensemble  des  termes  du  second  degré. 


1.  Voyez,  8ur  ce  point,  Texercice  i  de  cette  leçon. 
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Soit: 

(0      lU,y  =  ?m(^,2/)-+-?m-l(-ï^,î/)4-...+?,(j',y)--0, 

réquation  de  la  courbe,  en  posant  : 

(a)   ©2  (-«^  •  y)  =  «^*  +  '^^^y  +  ^y*- 

Nons  représenterons  les  coordonnées  d'un  point  A  par 
xzzh^y  —  6/i ,  de  telle  sorte  que  6  représente  le  coefficient 
angulaire  OA,  et  nous  poserons  : 

(3)    Oi{x,y)z=zc{y  —  tv) 'y  —  l'x) ; 

/  et  t'  sont  des  nombres  réels,  puisque  nous  avons  supposé 
6*  —  «c  >  o  ;  soient  A  et  A'  les  deux  droites  qui  correspondent 
aux  équations  2/  —  /j  — o.  Comme  nous  disposons  du  signe 
d'un  coefficient  de  réquation  (i),  nous  supposerons  c>o;  si 
Ton  avait  c  —  o,  on  effectuerait  un  changement  d'axes. 

yS 


Fig.  "j. 


Pour  tous  les  points  situés  dans  la  région  ombrée  de  la  fi- 
gure on  remarquera  que  o,{x,y)  est  négatif  ;  au  contraire 
©2  i^fV)  prend  une  valeur  positive  pour  les  points  pris  dans 
Vautre  région. 
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» 

Ceci  posé,  soient  h  et  8A  les  coordonnées  d'un  point  A  que 
nous  allons  supposer  mobile  sur  la  droite  S.  Substituons  ces 
coordonnées  dans  l'équation  (i),  nous  aurons  : 

Le  multiplicateur  de  A*  a  le  signe  du  terme  ?,  (<  ,0)  pour  des 
valeurs  de  A,  positives  ou  négatives,  mais  choisies  suffisam- 
ment petites.  D'ailleurs  l'identité  (3),  donne  : 

9.(1, e)  =  c(ô  .-0(0-0 

Pour  le  point  A,  6  est  supérieur  à  f  et  à  <'  et  Ton  a 

au  point  A',  au  contraire  ©,  prend  une  valeur  négative;  enfin 
5»  est  de  nouveau  positif  quand  on  considère  le  point  A". 
On  a  donc,  d'après  cela, 

Si  Ton  considère  la  fonction  entière  de  y ,  Uy^  y,  on  voit 

donc  qu'elle  s'annule  pour  une  valeur  de  y  comprise  entre 
PA  et  PA',  et  aussi  pour  une  valeur  comprise  entre  PA'  et  PA\ 
U  droite  S  rencontre  donc  deux  bras  de  courbe  partant  du 
point  0  et  situés  à  droite  de  Taxe  des  y.  La  même  conclusion 
subsiste  quand  on  considère  des  parallèles  à  Taxe  des  y  si- 
tuées à  gauche  de  oy,  et  dans  le  voisinage  de  cet  axe. 

Enfin  si  Ton  observe  que  les  droites  qui  ont  pour  équation, 
respectivement,  yzztx,  y:=it'x  rencontrent  la  courbe  en 
trois  points  coïncidant  avec  Torigine,  on  reconnaît  que  ces 
droites  sont  tangentes  aux  deux  branches  de  courbe  dont  nous 
avons  démontré  l'existence. 

Le  même  raisonnement  établit  que  si  V  —  ac  est  négatif, 
il  n'y  pas  de  bras  réels  de  courbe  dans  le  voisinage  de  l'ori- 
gine parce  que  la  fonction  ç>,  (i  ,0)  ne  peut  pas  changer  de 
signe  ;  c'est  le  cas  du  point  isolé. 

Le  cas  où  6*  —  û!c  rz  o  est  plus  délicat  ;  les  branches  qui 
passent  par  le  point  sont  tantôt  réelles,  tantôt  imaginaires, 
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et  la  disposition  des  bras  de  la  courbe  peut,  suivant  les 
exemples,  correspondre  aux  points  de  rebroussement  de  pre- 
mière ou  de  seconde  espèce,  ou  à  ces  points  que  nous  avons 
nommés  points  d'osculation  ou  d'embrassement. 

Une  discussion  particulière  déterminera,  dans  chaqae 
exemple  à  laquelle  de  ces  dispositions  on  a  affaire;  mais  nous 
ne  pouvons  entrer  ici,  plus  profondément,  dans  la  théorie 
générale,  que  comporte  la  détermination  de  la  variété  d'un 
point  singulier  donné. 


EXERCICES 


4 .  Démontrei*  que  si  Von  effecltie  la  t)  an  formation  au  moyen  des  for- 
mules : 

les  tangentes  aux  points  correspondants  m  et  Mf  coupent  Faxe  des  x  en  des 
points  également  éloignés  du  pied  de  la  droite  mhli.  En  déduire  que,  par 
cette  transformation,  un  point  anguleux  reste  un  pointde  même  genre,  à  Cex' 
ception  de  celui  gui  est  placé  à  l'origine. 

ft.  Démontrer  que^  dans  une  courbe  du  degré  m,  le  nombre  des  points 

doubler  est  tout  au  plus  égal  à — . 

a 

On  suppose  que  le  premier  membre  de  l'équation  de  la  courbe  n*e»l 

pas  décomposable   en  facteurs  rationnels,  par  rapport  aux  lettres  x,y. 

On  imagine  qu'il  y  ait  - — "~   , — ^^  -|^  i  points  doubles  et  Ton  fait  passer, 

ce  qui  est  possible,  une  courbe  du  degré  (m  —  i),  par  ces  points  doubles 
et  par  am  «  3  autres  points  pris  sur  la  courbe. 

On  trouve  alors  qu'il  y  aurait  m  (m  — i)  -f-J»  points  communs  à  deux 
courbes  de  degrés  m  et  (m  —  i) .  Ce  qui  est  impossible  si  la  courbe  ima- 
ginée ne  fait  pas  partie  de  la  courbe  proposée  ou  si  so|n  équation  ne  repré- 
sente pas  une  décomposition  rationnelle  telle  que  l'un  des  facteurs  obte- 
nus appartienne  au  premier  membre  de  l'équation  proposée. 

On  appelle  yenre  d'une  courbe  la  différence  entre  le  maximum  des  points 
doubles  d'une  courbe  et  le  nombre  effectif  de  ses  points  doubles. 
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Une  Tiuie  cabiqae  ne  peut  avoir  qu'un  point  dooble>  elle  est  du  genre 
uji,  on  du  genre  zéro. 

Une  Traie  quartique  ne  peut  avoir  trois  points  doubles  ;  elle  peut  être 
du  genre  3,  3,  i  ou  zéro, 

S.  Démontrer  que  la  présence  d*un  point  double  abaisse  la  classe  d'une 
courbe  de  2  unités,  et  que.  celle  d'un  point  de  rebroussement  V abaisse 
de  3  unités;  en  général,  un  point  multiple  d*ordre  p,  produit  un  abais- 
sement cie  /»  (p<—  i)  unités,  dans  la  classe. 
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CENTRES  —  DIAMETRES  —  AXES 


193.  Définition  du  centre.  On  dit  qu'un  point  0  est 
centre  d'une  courbe  U^  lorsque  les  points  communs  à  U  et 
à  une  transversale  quelconque  A^  passant  par  0^  sont,  deux 
à  deux,  symétriques  par  rapport  à  ce  point. 

1941  Principe.  Lorsque  V origine  des  coordonnées  est 
centre  d'une  courbe,  V équation  de  celle-ci  reste  identique  à 
elle-même^  quand  on  change x  en  —  x,y  en  — y;  et  récipro- 
quement. 

En  effet,  soit  A  un  point  de  la  courbe  qui  a  pour  centre 
l'origine  0  ;  et  soient  x  Qiy  ses  coordonnées.  Considérons  le 
point  A'  symétrique  A,  par  rapport  ii  0 ,  ses  coordonnées 
sont  :  —  a:  et  —  y,  et  puisque  o  est  un  centre,  A'  est  un  point 
de  la  courbe.  L'équation  de  celle-ci  ne  peut  donc  admettre  la 
solution  xyy  sans  être  vérifiée  par  les  valeurs  — Xy  —y: 
ainsi,  les  deux  équations  :f{x,y)z=:o,f{  —  x,  —  y)  =  «,  ont 
les  mêmes  solutions.  Les  deux  fonctions  f{x,y)yf  —  x,—y) 
sont  donc  identiques  à  une  constante  près.  Cette  constante 
est  d'ailleurs  égale  à  -h  i,  ou  à  —  i  ;  car  si  le  changement 
de  a;  en  —  x,  et  de  y  en  — y,  donnait 

f{x,y)  =  Kf(--x,'-y), 
en  changeant  a;  en  — a;;  y  en  — y;  on  aurait  : 

/'(  — a?,— y)  =  K/'(.c,y), 
et,  en  comparant  ces  deux  identités,  on  a  bien  K'  =:  i . 
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La  réciproque  est  d*ailleurs  évidente  et  ce  principe  est 
souvent  invoqué  pour  vérifier  que  l^origine  est  le  centre 
d*ane  courbe  correspondant  à  une  équation  donnée. 

Soit,  par  exemple, 

1  -f-e 

si  Ton  change  x  en  -— x-,  y  en  —  y,  l'équation  n'est  pas  mo- 
difiée :  l'origine  est  donc  un  centre  de  la  courbe  qui  corres- 
pond à  cette  équation. 

195.  Théorème.  Lorsque  V origine  des  coordonnées  est  le 
cenired'une  courbe  ayant  pour  équation  f{x^y)  =  o;  sif{x,y) 
désigne  une  forme  entière  dx  et  d^y,  elle  ne  renferme  que 
des  termes  de  la  m^ême  parité. 

Soit  h,  et  6^  les  coordonnées  d'un  point  A  de  la  courbe 
proposée  U  ;  et  soit 

réquation  de  celle-ci.  On  a  donc  : 

(i)  ^"'ç^{l,e)-hA'^-'?«-l(l,e)-^...-f.A9.(l,6)+ço-.o. 

Les  coordonnées  du  point  A',  syméirique  de  A  par  rapport 

à  l'origine,  sont:  —  A  et  — ÔA;  ce  point  A'  étant  sur  U,  par 
hypothèse,  Tégalité  (i)  sera  encore  vérifiée  en  changeant  h 
en  — A,  et  Ton  a: 

(2)  (-  in>^(i ,o)-f-(- i/-«A'"-'ç,,-,  (i,e)  4- ... 

Supposons  que  m  soit  pair,  pour  fixer  les  idées,  et  retran- 
chons les  égalités  (i)  et  (2),  nous  obtenons,  après  avoir  sup- 
primé le  facteur  ili , 

(:j)  h^%,.,{i , 0)  •+. r- V-3(i , 0)  -4- ...  -h  9i(*  >0)  iz  o. 

Si  Von  suppose  que  6  consrve  une  valeur  fixe,  cette  rela- 
laUoû  qui  est  du  degré  (m  —  2)  est  vérifiée  par  m  valeurs 
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de  A,  puisqu'il  y  a  m  points  commuas  à  la  courbe  et  à  la 
droite  AA'.  Elle  est  donc  identiquement  nulle  et  Ton  peut 

poser: 

(4)     ?,n..i(i,e)=:o,    <p^_3(i, 8)  =  o,  ...©4(1,(1) z:o. 

On  peut,  il  est  Vrai,  objecter  que  Torigine  peut  être  un 
point  simple  de  la  courbe;  mais  il  y  a  encore  (m  —  i)  valeurs 
de  hy  différentes  de  zéro  et  la  conclusion  précédente  subsiste; 
si  Torigine  est  un  point  double,  on  a  ?i(x, y)  =:  o,  Tégalité  (3) 
devient  divisible  par  A,  et  il  reste  une  équation  du  degré 
(m  —  3)  admettant  {m  —  2)  racines  ;  et  ainsi  de  suite.  Les  rela- 
tions (4]  sont  donc  toujours  vérifiées* 

Prenons  l'une  d'elles  9„,_i(i  ,6)  =  o,  et  remarquons  qu'elle 

est  vérifiée  pour  une  infinité  de  valeurs  de  ô,  puisque  AA' 
est  une  droite  quelconque  passant  par  Torigine.  Nous  avons 
donc  : 

et  réquation  de  la  courbe  se  réduit  à  la  forme  suivante  : 

'^^nk^^y)  -+-  *m-2(a;,y)  + ...  4-  ?o  =  o, 

elle  ne  renferme  que  des  groupes  homogènes  de  parité  paire. 
Le  même  raisonnement,  appliqué  à  une  équation  du  degré 
impair,  conduit  à  la  même  conclusion,  et  Ton  trouve,  pour 
réquation  de  la  courbe  : 

On  voit,  par  ce  résultat,  que  si  un  point  est  centre  d'une 
courbe  de  degré  impair,  il  est  situé  sur  la  courbe;  et  si,  dans 
une  courbe  de  degré  pair,  un  point,  centre  de  la  courbe,  est 
situé  sur  elle,  c'est  nécessairement  un  point  de  multiplicité 

paire. 

Nous  ferons  encore  remarquer  que  le  théorème  que  nous 
venons  d'établir  peut  se  démontrer  aussi  en  s'appuyanl  sur 
le  principe  exposé  au  paragraphe  précédent  et  sur  celte 
propriété  connue^  ou  facile  à  vérifier,  qu  une  fonction  de 
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plusieurs  variables  ne  peut  être  identiquement  nulle  que  si 
tons  les  coefficients  sont  nuls.  Mais  cette  propriété  étant  fon- 
damentale dans  la  théorie  des  centres  des  courbes  algébriques, 
il  nous  a  para  préférable  de  rétablir  par  une  voie  directe. 

1 90.  Th^ovème.  Les  courbes  algébriques  (tun  degré  su* 
périeur  à  2,  n'ont,  généralement^  pas  de  centre:  dans  tous  les 
cas  elles  ne  peuvent  en  avoir  qu'un  seul. 

Soit  F  (x,y)z:iOj  Féquation  de  la  courbe  proposée  U  ;  sup- 
posons qu'elle  ait  un  centre  co  et  transportons  les  axes,  pa- 
rallèlement à  eux-mêmes>  en  ce  point.  En  désignant  para^oVo 
les  coordonnées  de  u>,  la  nouvelle  équation  est: 

F(iro  +  X,y,4-Y)  =  o, 
ou. 


(t)     F(^o,yo)H-XF;^  +  YF;^+  — F:j+XYF;^^ 


-hVFll-h..~o, 


Dans  les  courbes  du  troisième  ordre,  le  point  {xo,yo)  ne  peut 
être  centre  de  la  courbe  que  si  Ton  a  : 

F  (Xo ,  yo)  =  o,  f'>^  —  0,  fIj^^  =  o,  Fyt  =  o. 

Or,  en  général,  quatre  équations  à  deux  inconnues  ne  sont 
pas  susceptibles  d'une  solution  commune.  Il  n'y  a  donc  pas 
en  généralj  de  centre,  dans  les  cubiques  et,  à  fortiori,  dans 
les  courbes  d'un  ordre  supérieur. 

Je  dis  maintenant  qu'il  n^y  en  pas  deux,  à  moins  que  la 
courbe  ne  soit  formée  par  un  système  de  droites  parallèles. 
Des  considérations  de  géométrie  élémentaire,  les  plus  sim- 
ples, font  voir  immédiatement  qu'il  y  aurait,  en  effet,  une 
infinité  de  points  de  la  courbe  situés  sur  deux  droites  paral- 
lèles à  la  ligne  qui  joint  les  deux  centres,  et  équidistantes  de 
celle  droHe. 

Le  calcul  qui  précède  conslitue  une  méthode  pour  trouver 

De  L  Tome  U.  i5 
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le  centre  d'une  courbe  algébrique  et  nous  allons,  notamment, 
rappliquer  à  la  recherche  des  centres  dans  les  courbes  du 
second  degré. 

1 W.  Centre  des  eonlqaes. Soit  F  (j;,^^)  =:  o,  TéquatioD 
d*une  courbe  du  second  degré,  en  posant, 

D'après  réquation  (i),du  paragraphe  précédent,  on  obtienl, 
au  point  (a?oiyo)>  un  centre  de  cette  courbe,  si  Ton  peut  déter- 
miner ces  coordonnées  au  moyen  des  deux  équations  : 

ou, 

AXo  +  B'yo-hB'no, 
^    B^aîo^-AVo-f-Brro. 

L'équation  de  la  conique  considérée  prend  alors  la  forme 
nouvelle  : 

—  F%  4-  XYF;^. -^  —  f;,  -h  F  (xoyo)  =  o , 

ou, 

(ce)    AX*  +  aB^XY  +  A' Y*  -f  K  z:  o  ; 
en  posant  : 

(P)    K^F{Xo,y.). 

D'ailleurs,  les  équations  (C)  permettent  de  trouver,  pour 
Xo  et  yoi  des  valeurs  finies  et  bien  déterminées^  si  Ton  sup- 
pose : 


S  = 


A     B'^ 
B"    A' 


pd  o, 


On  remarquera  que  les  termes  du  second  degré,  dans  (a)i 
sont  les  mêmes  que  dans  l'équation  proposée^^  Il  nous  reste 
à  calculer  la  nouvelle  constante  K* 
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Les  égalités  C  et  (3)  multipliées  respectivement  par  Xoi^o»  t» 
donnent,  par  combinaison, 

(y)    B'a?o  +  Byo-hA"  — Kzzo. 
Entre  (C)  et  (y)  on  peut  éliminer  Xo  et  yo,  et  Ton  a  : 


Â 

B»    B' 

B' 

A'    B 

B' 

B     A'  — K 

ne 

étant  écrite  s 

B'       o 

B  —  0 

A"— K 

n  0. 


on  a,  par  application  d^une  règle  connue, 


A 

B' 

B' 

A 

B" 

B' 

A' 

B 

-K 

B' 

A' 

B' 

B 

A' 

=  0. 


ou,  par  une  notation  déjà  signalée  (§  io4), 

C 

Les  coordonnées  du  centre  s'obtiennent  d'ailleurs  en  résol- 
vant les  équations  (C)  ;  par  conséquent,  elles  sont  données  par 
les  formules  : 


HCo 

_ 

—  yo 

^0 

B'     A' 

A      B' 

A      B" 

B'     B 

B'     B 

B'    A' 

Sous  résumerons  les  résultats  que  nous  venons  d'obtenir 
de  la  manière  suivante  : 

i'  lorsque^  dans  V équation  dCune  conique^  on  aopiio  ;  cette 
courbe  admet  un  centre^  à  distance  finie. 
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a""  Ce  centre  est  à  ^intersection  des  deux  droites  obteinm 
en  égalant  à  zéro  les  dérivées  partielles  y  par  rapport  d  x,  ei 
par  rapport  à  y,  du  premier  membre  de  Véqualion  de  la  to- 
nique, 

'd^^Les  coordonnées  x^y  j/o,  ^o  de  ce  centre,  sont  proportionnelles 
aux  mineurs  du  second  ordre  du  discriminant  A,  quand  on 
développe  celui-ci  par  rapport  aux  éléments  de  la  troisième 
colonncy  ou  de  la  troisième  ligne, 

4*  Lorsqu'on  transporte  les  axes  de  coordonnées  parallèle' 
ment  à  eux-mêmes  au  centre  de  la  courbe  : 

1 .  Les  termes  du  second  degré  ne  changent  pas , 
ik.  Les  termes  du  premier  degré  disparaissent, 

A 

3.  Le  nouveau  terme  tout  connu  est  égal  à  ^  . 

0 

On  peut  remarquer  que  les  courbes  du  second  degré  se 
séparent  en  deux  groupes  ;  suivant  que  l  est  nul^  ou  différent 
de  zéro.  Nous  introduirons  ici  le  nom  de  parabole  pour  repré- 
senter les  courbes  du  second  degré,  dans  l'hypothèse  0=0. 
Dans  le  cas  des  paraboles,  les  équations  /^  =  o  /^  =  0  re- 
présentent deux  droites  parallèles,  puisque  Ton  a  : 

B  ■"      A" 


LES  DIAMÈTRES  ET  LES  COURBES  DIAMÉTRALES 

1 98.  DéOnltion  des  diamètres.  Dans  les  courbes  du 
second  degré  le  lieu  des  milieux  des  cordes  parallèles  à  une 
direction  donnée  est  une  droite  qu'on  appelle  un  diamètre- 
Dans  les  courbes  du  degré  m,  ce  lieu  est  une  courbe  qui  est, 

généralement,  du  degré ;  c'est  la  courbe  diatne- 

traie  correspondant  à  la  direction   donnée.  Nous  allons 
établir  Texactitude  des  propositions  que  nous  venons  d'avan- 
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cer  et  nous  chercherons  d*abord,  par  une  généralisation  na* 
turelle  de  Fidée  qui  préside  aux  définitions  précédentes  le 
Ueu  des  milietuv  des  cordes  qu%  pour  une  courbe  donnée,  pas-- 
sent  par  un  point  fixe. 

i  V9»  Prioeipe.  Etant  donnée  une  droite  A,  déterminée  par 
deux  points  {xoyy  o,Zo)  y  iXtyffiyZ^);  un  point  M,  de  A,  ayant  des 
coordonnées  x^y^z  vérifiant  les  formules  connues  : 


X 


^     y     ^ 


Xo  -+-  XaTi       yo  +  Xy, 


*»0 


\Z^ 


Si  ton  considère  deux  points  U%  W  équidistants  du  point 
(^^•yy9A);lesparamètres\\X\  qui  leur  correspondent,  satisfont 
à  t  égalité  : 


y-^r^'^'- 


Considérons,  en  effet,  les  quatre  points  en  ligne  droite 
M.,M,;M',M'. 


Ona  : 


Fig.  79. 


X'  = 


M' M. 
M'  M,' 


M*  M.. 

M"  M,' 
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et,  de  ces  égalités,  en  tenant  compte  des  relations  : 

M'Mo  =  M^Mo,    M-'M'iz'iM'Mo, 
on  déduit  bien  : 


1         1 


-7  H -§-  9.ZZ  O. 

r    r 

180.  Problème.  Étant  donnée  une  courbe  U,  ayant  pour 
équation  f  [x^y^z)z=.Oy  trouver  le  lieu  du  point  /,  milieu  des 
cordes  qui  passent  par  un  point  fixe  M  (a;, ,  y^ ,  z^. 

Désignons  par  Xo  y*  z^  les  coordonnées  d'un  des  points  I  ; 
l'intersection  de  U  avec  la  droite  MI  est  déterminée  par  la  ré- 
solution de  l'équation  : 

/*  (xo  H-  Xa?, ,  yo  4-  Xy , ,  2;o  H-  Xz, )  =:  o, 

équation  qui,  développée  par  la  formule  de  Taylor,  peut 
s'écrire  : 

En  exprimant  que  l'équation  aux  inverses  : 

'^J^^o.yo.z^i-^^^^^x^ 

+f{x,yy^,z,)zzo, 

à  deux  racines  particulières  dont  la  somme  est  égale 
à  —  2,  on  obtient  une  relation  du  degré  ~'^  qui  re- 
présente l'équation  du  lieu  géométrique  demandé,  en  sup- 
posant que  Xo^yoyZo,  désignent  des  coordonnées  courantes. 

fl81«  Appllcsation  aux  «M^nlqoes.  Lorsqu'on  suppose 
mzz2y  dans  l'équation  (i)  la  somme  des  racines  devant  èire 
égale  à  —  2  (§  179),  on  a,  pour  l'équation  du  lieu  cherché, 

^r{'ro,y..Zo)-\-x,f^-^yJ'  -^z.r^  =0. 

0  Vo  0 
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En  appliquant  ridentité  d*EuIer  : 
et,  en  rendant  a?„,yo,^«  coordonnées  courantes,  on  a,  enfin, 

(a?-^,)/;-+-(y-yi)/';  =  o. 

'  Cette  équation  représente  une  courbe  du  second  degré 
passant  par  le  point  donné  (a?,, y,)  et  par  le  centre  de  la  coni- 
que, quand  elle  a  un  centre. 

-1850.  Diamètres  des  coniques.  Dans  le  cas  particulier 
où  le  point  a?,  ,yi  est  situé  à  Tinfini,  dans  une  direction  a,0, 
Véquation  précédente  devient  g  83  bis), 

(D)    a/;4-p/;  =  o. 

Cette  équation  est  du  premier  degré.  Ainsi  :  le  lieu  des 
milieux  des  cordes  d'une  conique,  qui  restent  parallèles  à  une 
direction  fixe,  est  une  droite. 

Lorsque  les  équations  /"'  — o,  f'zzo  admettent  une  so- 

lution  {x'  ,y'),  l'équation  (D)  est  vérifiée  par  ces  valeurs  d'à? 
et  d*y .  Ainsi  :  dans  les  coniques  qui  ont  un  centre,  tous  les  dia- 
mètres passent  par  le  centre. 

Prenons  maintenant  le  cas  où  S  est  nul.  Les  droites  qui 
ont  pour  équation,  respectivement  : 

(C  * 

f'^-Wx+k'y-^B; 

sont  parallèles  et  il  est  facile  de  reconnaître  que  tous  les  dia- 
mètres sont  eux-mêmes  parallèles  à  cette  direction  commune. 
En  effet  l'équation  (D)  pouvant  s'écrire  : 

%  (kx  -h  B"y  -f-  B')  -+■  ?  (B"ar  -h  A'y  -f-  B)  ir  o, 

Aa  4-  W?» 
son  coefficient  angulaire  est  égal  à  —  rr— ttTq- 

°  B^a-f  A'? 
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D'autre  part,  S  étant  nul,  on  a 

A  _  B*^  _  Ag  _  B'^g  _  Aa  +  B^g 
B"  "■  A'  ""  B'^a  ^  A'g  "■  B^a  +  A'g' 

Les  coefficients  angulaires  des  droites  (G)  et  de  la  droite 
(D)  sont  donc  égaux,  quelle  que  soit  la  direction  des  cordes. 
Ainsi  dans  la  parabole  tous  les  diamètres  sont  parallèles. 

On  peut  encore  observer  que  cette  direction  uniforme  des 
diamètres  est  la  direction  asymptotiqtie  de  la  parabole. 

Remarquons  d'abord  que  la  condition  AA'—  B**z=o,  prouve 
que  A  et  A'  ne  peuvent  pas  être  nuls  simultanément.  Car, 
s'il  en  était  ainsi,  les  trois  coefficients  A,  A'  et  B''  seraient 
nuls  et  réquation  proposée  ne  représenterait  pas  une  courbe 
du  second  degré.  Supposons  donc  A'^o.  Nous  avons  : 


ou. 


Aic" -h  Ay  -h  liB'xy  s  1  (AA V  -f-  A'V  +  n/i'B'xy), 


Ax*  -+■  AY  +  aB'ary  =  ^  (B'a;  +  k'y)*. 

A 


Ainsi,  dans  la  parabole,  le  groupe  homogène  des  termes  en 
X  eiy  forme  un  carré  parfait,  il  y  a  une  direction  asympto- 

B* 

tique  double,  dont  le  coefficient  angulaire  est  égal  à -'* 

A 

c'est  le  coefficient  angulaire  de  tous  les  diamètres. 

188.  Diamètres  sliif^llers.  Nous  appellerons  ainsi  ceux 
qui  correspondent  aux  directions  asymptotiques  de  Péqua- 
tion  : 

(i)    Aa;*-f-AV4-aB''a;y-|-aBy-+-aB'a?  +  A''i=:o. 

Soit  (a, g)  une  de  ces  directions;  on  a  (§  i4*) 

(2)    Aa*-f-A'g'  +  aB''ag  =  o. 

Nous  supposerons  d'abord  que  l'on  ait  AA'— B''*<o;  dans 

ce  cas,  la  relation  (a)  fait  connaître,  pour  -,  deux  valeurs 

a 
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réelles  et  distinctes  :  les  courbes  qui  correspondent  à  (i)  ont    , 
alors  deux  directions  asymptotiques  réelles.  Soient  (<z',0')  les 

paramètres  qui  définissent  l'une  de  ces  directions,  le  diamè- 
tre singulier  a  donc  pour  équation  : 

avec  la  condition  : 

Aa'*+A'g'«+2BVg':iio. 

Cherchons  d'autre  part  l'asymptote  qui  correspond  à  la 

direcUon  (a', 3').  La  formule  connue  (§  142)  appliquée  à  Té- 
x{uation  (1)  donne  : 

X  (Aa'  +  B'^')  -f  y  {Wtx'  -+-  A'g')  -f-  BP'  4-  B'a'  ir  o, 
ou, 

a'  (Aa;-hBV  -f-B')4-P'(B-'a;  +  A'y  +  B)  z=  o, 
ou,  enfin. 

Ainsi  le  diamètre  singulier  coïncide  avec  Pasympiote. 

On  peut  expliquer  ce  résultat  de  la  manière  suivante.  Pre- 
nons une  direction  asymptotique  et  considérons  une  droite 
A  parallèle  à  cette  direction.  Nous  savons  (§  i5i)  que  A  ne 
rencontre  la  conique  qu'en  un  point  à  distance  finie,  l'autre 
point  étant  rejeté  à  l'infini.  Le  milieu  de  la  corde  est  donc 
lui-même  rejeté  à  Finfini,  excepté  dans  le  cas  où  A  devient 
Vasymptote  même.  Dans  cette  hypothèse  les  deux  points  com- 
muns sont,  l'un  et  l'autre,  rejetés  à  l'infini,  et  la  relation 

r-,H-—  4-  a  iz  0,  est  vérifiée  par  tous  les  points  Mo  (fig.  71)  de 

la  droite  MoM,,  lorsque  l'on  suppose  que  les  points  M'  et  M^ 
sont  à  l'infini.  Cela  tient,  comme  l'on  voit,  à  ce  que  chacun 

des  rapports  rr,  —  »  pour  limite  —  1.  Au  point  de  vue  géo- 


métrique,  on  peut  dire  encore,  que  le  milieu  d'un  segment 
q\û  devient  infini  est  un  point  quelconque  de  ce  segment. 
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Considérons  maintenant  le  cas  de  la  Parabole.  Cette  courbe 
possède  une  direction  asymptotique  unique  dont  les  para- 
mètres (a,P)  vérifient  la  relation  (§  182)  : 

Le  diamètre  singulier  a  donc  pour  équation  : 

B"  {B'x H-  A'y  -+-  B)  —  A'  (Ax  h-  B'^y  -h  B')  =  o. 

Les  termes  en  â?  et  en  j^  disparaissent  et  cette  équation  se 
réduit  à  la  suivante  : 

BB''  —  A'B'  =  0. 

Si  BB'zz  A'B';  on  a  vu  (g  85),  et  l'on  vérifie  sans  diffi- 
culté, que  réquation  proposée  représente  deux  droites 
parallèles  ;  si,  au  contraire,  BB"  est  différent  de  A'B',  ce  qui 
est  le  cas  des  paraboles,  on  voit  que  le  diamètre  singulier, 
ou  l'asymptote  qui  correspond  à  la  direction  asympto- 
tique unique  de  la  courbe,  est  rejeté  à  Finfini. 

184.  Diamètres  €M»nJag^és.  —  Directions  CM»nJa« 
S«èes.  On  dit  que  deux  diamètres  A,  A'  sont  conjugués, 
lorsque  A  partage  en  deux  parties  égales  les  cordes  parallèles 
à  A',  et  inversement. 

11  existe  une  infinité  de  systèmes  de  diamètres  conjugués. 
En  effet,  soit  : 

(1)  a(Aa;-4-B''y-hB')  +  iî(B''a:H-A'y  +  B)izo, 

réquation  du  diamètre  A,  qui  partage  en  deux  parties  égales 

g 
les  cordes  U,  dont  le  coefficient  angulaire  est  -  • 

a 

Considérons  maintenant  un  second  diamètre  A',  corres- 
pondant à  l'équation, 

(2)  a'  (Ax  -h  B^'y  -t-  B')  4  &\B'x  +  h!y  +  B)  =:  o. 

Cette  droite  A'  sera  parallèle  aux  droites  U,  si  Ton  a  : 

P_       Aa>+B^^g' 
;-       BV  +  A'P'' 
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OU, 

(3)     Aaa'  H-  B"  (a?'  4-  3a')  -h  XW  =  o. 

Cette  relation  reste  identique  à  elle-même  lorsqu'on  per- 
mute les  lettres  «  et  0/,  d'une  part;  p  et  g',  d'autre  part  :  et 
cette  remarque  prouve  que  :  si  l'on  cherche  le  diamètre  qui 
partage  en  deux  parties  égales  les  cordes  V,  dont  le  coefScient 

angulaire  est  ->»ce  diamètre  est  précisément  la  droite  A. 

Concluons'donc  que  les  deux  droites  A  y  A'  qui  correspondent 
aux  équations  (1)  et  (a),  sont  deux  diamètres  conjugués, 
quand  la  relation  (3)  est  vérifiée. 

Deux  cordes  U  et  V  dont  les  coefficients  angulaires  " ,  ^1 

a  a' 
vérifient  Tégalité  (3)  ont  des  directions  qu'on  nomme  direc- 
tions eonjugtiées.  En  d'autres  termes,  deux  cordes  ont  des 
directions  conjuguées  quand  elles  sont  parallèles  à  deux  dia- 
mètres conjugués. 

t8&.  Axes.  Lorsqu'une  droite  A  prise  dans  le  plan  d'une 
courbe  U,  est  telle  que  toutes  les  cordes  S,  perpendiculaires 
à  A  sont  par  tagées  par  cette  droite  etpar  U  en  deux  parties  égales, 
on  dit  que  A  est  un  axe  de  U  et  que  les  cordes  S  sont  pa- 
rallèles à  nne  direction  principale  de  cette  courbe. 

La  recherche  des  directions  principales  et  celles  des  axes 
nous  occupera,  surtout,  quand  nous  discuterons  les  pro- 
priétés des  coniques;  nous  indiquerons  seulement  ici  com- 
ment on  peut  trouver  les  axes  d'une  courbe  donnée. 

Soit,  en  coordonnées  rectangulaires, 

(a?  — a?o)sin(p  — (y  — yo)cos(p  =  o, 

réquatîon  de  Taxe  d'une  courbe  dont  Téquation  est  /"(a?, y)  =1  o. 
Transportons  les  axes  de  coordonnées,  parallèlement  à  eux- 
mêmes,  au  point  (Xo^  y^ ,)  en  utilisant  les  formules  : 

L'équation  de  la  courbe  est  alors  : 

/(^o-+-;,yo  +  T^)  =  o. 
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Effectuons  maintenant  une  rotation  des  axes,  Famplitude 
de  cette  rotation  étant  égale  à  9  ;  les  formules  de  transfor- 
mation sont  : 

Ç  —  X  cos  ç  —  Y  sin  9 ,    r,  1=  X  sin  ç  +  Y  cos  ?  ; 
et  réquation  de  la  courbe  devient  : 

f(Xo  -h  X  cos<p  —  Y  sin  9 ,    y©  +  X  sin  ?  +  Y  cosç)  :=  o. 

Si  Ay  qui  est  le  nouvel  axe  des  X,  est  un  axe  de  la  courbe, 
cette  équation  ne  doit  renfermer  que  des  puissances  paires 
de  Y. 


EXERCICES 

i.  On  considère  une  courbe}}  et  la  cow*be  diamélraU  V  lieu  des  milieux 
des  cordes  qui  sont  parallèles  à  une  droite  fixe  A.  On  demande  de  dé' 
montrer  les  propriétés  suivantes  : 

i^  V  passe  par  les  points  de  contact  des  droites  A'  gui  sont  parallèles  à  A 
et  tangentes  à  U. 

30  V  est  tangente  à  ces  droites  A',  en  m— a  points,  si  m  est  le  degré 

deV. 

3<*  A  une  boucle  de  la  courbe  U,  correspond  dans  V  une  boucle  dont  la 
surface  est  moitié  moindre, 

4^  Si  U  possède  un  point  double  en  P,\  va  passer  par  ce  point  et  la  tan» 
gente  à  y  est  la  branche  conjuguée  de  la  direction  A,  par  txLpport  aux 
tangentes  à  U,  au  point  P. 

b**  Si  P  est  un  point  de  rebroussement,  V  passe  par  le  point  P,  tangentiel- 
lement  à  V,  et  possède  (m  —  2)  points  de  rebroussement  sur  la  parallèle  à  A 
menée  par  P. 

ft.  On  considère  une  courbe  U  et  un  point  fixe  P;  par  ce  point  on  mène 
des  transversales  A,  et  Von  cherche  le  lieu  V  des  milieux  des  cordes  inter. 
ceptées  par  U,  sur  A. 

Soit  AB  Vun  de  ces  segments,  I  son  point  milieu^  et  soit  enfin  J,  le  symé- 
trique du  point  F,  par  rapport  à  I.  Démontrer  que  la  tangente  en  l  A  la 
courbe  \,  est  parallèle  à  la  droite  qui,  passant  par  J,  est  partagée  par  ce 
points  et  par  les  tangentes  à  U  aux  points  X,B,  en  deux  parties  égales. 

On  appliquera  Fidée  des  transversales  réciproques  à  deux  sécantes  voi- 
sines A  et  A'. 

8.  Soit  U  une  courbe  donnée,  AB  une  corde  mobile  parallèle  à  une  di» 
rection  fixe,  et  soit  I  le  milieu  de  AB  .*  démontrer  que  la  tangente  en  là  la 
courbe  diamétrale  \,  s'obtient  en  joignant  le  point  I  au  point  de  concours 
des  tangentes  à  U,  aux  points  ket  B, 
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4 .  Trouver  ia  courbe  diamétrale  des  cordes  de  la  strophoïde,  qui  sont 
j»amUèles  à  Tare  de  cette  courbe. 

L'éqaation  de  la  strophoîde  étant  : 


y 

on  trouve  : 


zzxKl  ' . 

▼  a — X 


(a  4-20?)" 

y^z=.—x^ . 

a-f-  X 

Pour  obtenir  ce  résultat,  simplement,  on  peut  employer  une  méthode 
particulière,  mais  très  naturelle  ;  nous  voulons  parler  du  procédé  qui 
(X>n8i8te  à  couper  par  la  droite  (v=)^)  et  à  remarquer  que  l'abcisse  du  point 
dont  on  cherche  le  lieu  géométrique  est  une  moyenne  arithmétique  entre 
les  abcisses  de  deux  des  points  d'intersection  de  la  sécante  et  de  la  courbe. 

On  pourra  vérifier  sur  la  courbe  trouvée  quelques-unes  des  propriétés 
énoncées  à  l'exercice  I. 

S.  Trouver  la  courbe  diamétrale  des  cordes  qui  sont  parallèles  à  la  di- 
rection dont  le  coefficient  angulaire  est  m  et  qui  appartiennent  à  la  eu- 
tique  dont  Véquation  est  : 


Le  résultat  est: 


y*XZ=.  1. 


On  l'obtient,  si  l'on  veut,  par  un  procédé  qui  est  ordinairement  com- 
mode, mais  qui  est  particulièrement  avantageux  dans  le  cas  où  la  courbe 
proposée  est  une  cubique. 

On  prend  les  formules  :  (§  71) 

et  l'on  trouve  une  équation  du  troisième  degré  en  p  : 

Ap'-f-Bp*+Cp  +  D=:o. 

Pour  exprimer  qu'elle  a  deux  racines  égales  et  de  signes  contraires, 
on  a  la  condition  BC  =  AD  ;  on  trouve  ainsi,  rapidement,  l'équation  de  la 
courbe  diamétrale. 

•.  Si  une  cubique  admet  un  centre  ;  ce  point  est  un  point  d*in flexion  de 
la  courbe  ;  démontrer  que  c'est  aussi  un  centre  et  un  point  d* inflexion  pour 
toutes  les  courbes  diamétrales. 

V.  Lorsqu'une  courbe  admet  un  centre  les  asymptotes  passent  par  ce  point, 
ou  sont  situées  symétriquement ^  par  rapport  à  lui. 
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HOMOTHÉTIB  ET  SIMILITUDE 


186.  DéAnitioiis.  Soient  deux  courbes  U  et  V,  que  nous 
supposons  placées  dans  le  même  plan  :  s'il  existe  dans  ce 
plan  deux  points  0,  0'  tels  que  deux  semi-droites  parallèles 
partant  de  ces  points  rencontrent  U  et  V,  respectivement,  en 
des  points  M, , M,, ...  ;  m, , m, , ...  ;  et  si  les  égalités  : 

O'm,  -"O'm, ' 

sont  vérifiées  quelle  que  soit  la  direction  des  semi-droites 
considérées,  nous  dirons  que  U  et  V  sont  des  courbes  homo- 
thétiques.  Les  points  0  et  0'  sont  les  pôles  de  rhomothétie, 
K  est  le  rapport  d'iiomothétie.  Lorsque  K  est  positif,  Tliomo- 
thétie  est  directe;  elle  est  inverse,  quand  on  suppose  K  néga- 
tif. 

Nous  dirons  aussi  que  V  est  une  transformée  homothé- 
llque  de  V,  et  les  points  w, jM,;  m,, M,;...  seront  appelés 
points  correspondants. 

Ces  définitions  étant  données,  on  reconnaît  sans  difficulté, 
par  des  considérations  de  géométrie  élémentaire,  les  pro- 
priétés suivantes,  que  nous  nous  bornerons  à  énoncer. 

Théorèmes  divers,  i^  Si  par  les  pôles  0,  0'  on  mène 
deux  segments  rectilignes  dans  la  même  direction  ;  (i>  et  (i>' 

étant  les  extrémités  de  ces  segments;  si  Ton  a  -—,:=:  K,  les 

0  w 

deux  cotirbes  U  et  V  sont  encore  homothétiques  par  rapport 
aux  pôles  to  et  w' 
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s*  La  droite  qui  joint  deux  points  correspondants  coupe  la 
ligne  des  pôles  en  un  point  fixe  quels  que  soient  les  points 
considérés  ;  il  y  a  une  infinité  de  pôles,  mais  ce  point  fixe 
est  le  même  pour  tous.  C'est  le  centre  d'bomothétie. 

y*  Les  tangentes  aux  points  correspondants  sont  parallèles. 

4*  Les  périmètres  de  deux  lignes  correspondantes  ont  un 
rapport  constant,  et  égal  à  K. 

5*  Les  surfaces  des  espaces  fermés  correspondants  ont  un 
rapport  constant,  et  égal  à  K*. 

&"  Si  deux  coniques  à  centre  sont  homothéliques,  les  centres 

peuvent  être  considérés  comme  deux  pôles  de  l'homothétie. 

f  Si  deux  coniques  à  centre  sont  homothétiques,  elles  peu* 

vent  être   considérées  comme  homothétiques   directes  et 

comme  homothétiques  inverses  :  les  centres  de  ces  homo- 

\héties  sont  deux  points  situés  sur  la  ligne  des  centres,  par- 
tageant cette  droite  harmoniquement,  et  dans  le  rapport  K. 
9"  Quand  on  transforme  une  courbe  par  Thomothétie  ;  à  un 

point,  correspond  un  point;  à  une  droite,  une  droite  parallèle  ; 

et,  généralement,  à  une  courbe  f  d'ordre  m  et  de  classe  n,  une 

courbe  F  également  d*ordre  m  et  de  classe  n. 
9^  Deux  figures  homothétiques  à  une  troisième  sont  homo- 

Uvétiques  entre  elles. 

189.  Fonoales  de  transformation.  Soient  0  et  (^  les 
deux  pôles  donnés  ;  prenons  Fun  d'entre  eux,  le  point  0,  pour 
origine  des  coordonnées,  et  désignons  par  a ,  ^  les  coordon- 
nées du  point  0'.  Soient  m  et  M  deux  points  correspondants  ; 
les  droites  Om,  O'M  sont  parallèles,  et  dans  un  rapport  donné 
K.  Les  triangles  semblables  OmP,  O'MQ  donnent  les  relations  : 

Telles  sont  les  formules  de  transformation,  et  si  le  point  m 
décrit  une  courbe  ^  dont  Téqualion  soit, 
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supposons  placées  (*  ■ 
plan  deux  points  0 
partant  de  ces  po' 
des  points  M,  iM 


î  U'- 


Fig.  -1. 
.othétie  de  denx  CMmiqnes.  —  ThéM'^^'' 

.^     jcux  coniqy^  soient  homothètiquea,  il  est  né^'*' 
. .      suffisant  que  les  coefficients  des  termes  du  sec<^ 
jfiiient  proportionnels, 

(a)    V  =  Aa:*-|- Ay  +  aB'œy  +  aBy  +  iB'x  +  A*  =o,' 
équations  des  deux  coniques  proposées.  D'après  ce  qut? 
is  venons  de  voir,  l'équation  générale  des  coniques  homo- 
tiques  à  la  première  est, 

+  ib'k  {x  —  x)  +  «"V  —  «, 


après  développement, 
(3)    ax'  +  a'y'+'ib''xy'\ 


-b-3. 


ty  4-  b'k  I  2X+P3 
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*^)  et  (3),  nous  obtenons  les  rela- 

B'  ""  A'  ' 

"^  ♦  a,  g  et  A  :  on  voit 

'^-'      -  "  a      a'     6" 

;-  "''  ^^Â'    A''   5"^''^'^''* 

•V' 

.a  avons  énoncée  tout  à  Fheure 
AAOUS  reste  à  montrer  qu'elle  est  suffi- 
.wtiaul,  pourtant,  que  la  valeur  de  ft  soit  suscep- 
^^  prendre  des  valeurs  imaginaires. 

v>és58^^^^  P*^    ^  valeur  commune  des  rapports  r»  t>  »  î??  » 

\eB  inconues  a»  3  et  fc  vérifient  les  équations  suivantes  : 

ax  +  6''3  —  b'k  +  B'X  =  o, 

^,)  b'x -+-  a'P  —  6*  4-  BX  z=  o, 

fla*  H-  a'&*  -h  a*"»^  —  ^b'^k  —  '26'aA:  -h  a''**  —  A^X  ==  o. 

Multiplions  ces  égalités,  respectivement,  par  a,  3  et  —  1^ 
puis  ajoutons  les  résultats  obtenus,  nous  avons  : 

X  (B'X  +  b'k)  +  3  (BX  +  bk)+  A"X  ~  a'^k'  =  0. 

Les  équations  (1)  donnent  donc: 


0"         —  b'k  -h  B'X 


a 

b"  a'  —  6A;  -+-  BX 

B'X  +  6'A    BX  +  6/5    —  aV+     X 

ou  en  appliquant  une  règle  connue  (Alg.  ^  89), 

a  b"  6'  u  b" 

U^  a'  b 

ô'/fe+B'X    6A+BX    a'k 

Db  L.  Tojie  II. 


=  0. 


— /k 


t*  c;         B' 

6'  a        B 

6'A+B'X  6*-f-BX  A" 

16 


=  0, 
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le  lieu  décrit  par  le  point  correspondant  est  une  courbe  ayant 
pour  équation, 


198.  HomoÉhétie  de  deux  coniques.  — Théorème. 

Pour  que  deux  coniques  soient  homoihétiquesy  il  est  néces- 
saire et  suffisant  que  les  coefficients  des  termes  du  second 
degré  soient  proportionnels. 
Soient  : 

(i)    U  =  ûWJ*  +  «y  H-  2b"ocy  +  ^by  +  ^Vx  -f  a"  —  o, 
(2)    VzzAir*-i-Ay  +  2B''a?y  +  2By  +  2B'a:-|-A''  =  o, 

les  équations  des  deux  coniques  proposées.  D'après  ce  que 
nous  venons  de  voir,  Féquation  générale  des  coniques  homo- 
thétiques  à  la  première  est, 

a  (a:-  a)*-f  a'(y^  3)«+  aft^^a?-  a)  (y^g)  H-  ^bk{y^^) 
-h  ^b'k  (a?  —  a)  H-  a"lf  zz  o, 


ou,  après  développement, 

(3)    ax* -h aV  +  '^b'^xy  -h  bk 

--b"oi 
—  a'3 


2y  -+-  b'k 
—  aa 


20;  4-  p  :z:  0  ; 
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en  posant  : 

Identifions  les  équations  (2)  et  (3),  nous  obtenons  les  rela- 
tions : 

I"~A'"'B''^  B  ^  B'  ^A'' 

Dans  ces  égalités,  les  inconnues  sont  a,  ^  et  kion  voit 

a      a'     b" 
d*abord  qu'elles  exigent  que  les  rapports  t  »   T'  »   ^  soient 

égaux;  la  condition  que  nous  avons  énoncée  tout  à  Theure 
est  donc  nécessaire  ;  il  nous  reste  à  montrer  qu^elle  est  suffi- 
sante, en  admettant,  pourtant,  que  la  valeur  de  ^  soit  suscep- 
tible de  prendre  des  valeurs  imaginaires. 

Désignons  par  X  la  valeur  commune  des  rapports  r»  T'  »  5^  » 
les  inconues  a ,  3  et  ^  vérifient  les  équations  suivantes  : 


( 


Multiplions  ces  égalités,  respectivement,  par  a,  ^  et 
puis  ajoutons  les  résultats  obtenus,  nous  avons  : 

X  (B'X  +  b'k)  +  3  (BX  +  6/c)+  A"X  -  a«/t'  =  0. 
Les  équations  (1)  donnent  donc: 


ax  +  ô'p  - 

■  b'k  +  B'X  =  0, 

•) 

è'a  ■+■  a'P  - 

-  ft*  +  BX  =  0, 

a«' 

-4-a'fl*H-26» 

«3- 

ib'^k  —  ib'oik  ■+■ 

a'jk*  — A')v  =  o. 

b"  —  b'k  4-  B'X 


a 

b'  a'  —  6/t  4-  BX 

B'X  +  6'A    B\  +  bk    —  aV+     X 


=  0, 


ou,  eu  appliquant  une  règle  connue  (Alg.  ^  89), 


a              b" 

b' 

u           b"       B' 

[       b"              a' 

b 

-HX 

b"           a       B 

6'fc+B'A    bk+Bh 

a''k 

b'k+B'X  bk+B'K  A." 

De  L.  Tous  11. 

16 

=  0, 
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OU,  encore,  par  application  de  la  même  règle, 


0=— ilf» 

a 

b' 

b' 

b"    b' 
a'    b 
b     a" 



'\k 

a 

b" 

B' 

b"    b' 
a'    b 
B     u 

+  XA 

a 

b' 

'b' 

b" 
a' 
b 

B' 

B 

o 

+  X 

a       b'      B' 
6"      a'      B 
B'À    BX    A" 

Si  nous  simplifions  cette  égalité,  nous  avons, 

k' 

a     b"    b' 
6"     a'    b 
b'     b     a" 

# 

a       b"     B' 
6"      a'     B 
B'X    BX    A" 

9 

ou,  finalei 

uent 

} 

$  et  A  désignant  les  discriminants  des  deux  coniques  pro- 
posées. On  peut  toujours  supposer  que  A  et  a  sont  positifs; 
alors  X  est  une  quantité  positive  et  les  valeurs  de  k  sont 
réelles  si  les  deux  coniques  considérées  ont  leurs  discrimi- 
nants de  même  signe  ;  elles  sont  imaginaires,  dans  le  cas 
contraire.  On  peut  aussi  remarquer  que  la  valeur  de  /f%  n'est 
jamais  ni  nulle,  ni  infinie,  quand  A  et  S  sont  différents  de 
zéro. 

180»  Théorème.  Lorsque  Véquation  d'une  courbe  ne  ren- 
ferme qu'un  seul  paramètre  p,  toutes  ces  courbes  sont  homo- 
thétiques,  qtiand  p  varie. 

Soit  : 

t\x,y,p)zzo, 

Téquation  de  la  courbe  proposée  U  ;  le  premier  membre  de 
cette  équation  est  une  forme  entière  et  homogène  (§  34)  des 
lettres  x^  y  et  p.  Donnons  à  p  une  valeur  nouvelle  P,  et  consi- 
dérons la  courbe  V qui  corresponde  réqualion/*(ic,y,P)  — o: 
nous  allons  montrer  que  U  et  V  sont  des  courbes  homoUié- 
thiques. 
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Posons  : 

p 

réguatîon  de  V  peut  s^écrire  : 

Effectuons  maintenant  une  transformation  de  coordonnées, 
conformément  aux  formules  : 

l'équation  de  V  devient  alors, 

/(XX,  XY,  \p)  =  o, 

ou,  en  remarquant  que  /"est  une  forme  homogène  en  X,  Y, 
elp. 

AX,Y,p)  =  o. 

Ainsi,  une  transformation  homothétique  de  V  la  rend  iden- 
Uque  à  U  ;  ces  deux  courbes  sont  donc  homothétiques. 

lOO.  Slmilitade.  On  dit  qtte  detix  courbes  \5etN  sont  sem- 
blables lorsqvs  un  déplacement  effectuée  sur  Vune  d'elleSy  la 
rend  homothétique  à  Pautre. 

La  méthode  générale  pour  reconnaître  que  deux  courbes 
r,  V  sont  semblables  peut  être  résumée  de  la  manière  sui- 
vante :  On  effectue  d'abord,  pour  l'une  des  courbes,  pour  U 
par  exemple,  une  rotation  des  axes  proposés  autour  de  l'ori- 
gine; on  cherche  ensuite  Téquation  générale  des  courbes 
Viomothétiques  de  U,  dans  le  nouveau  système  d'axes.  Si  l'on 
peut,  après  cette  rotation,  et  cette  transformation,  identifier  la 
courbe  obtenue  avec  la  courbe  donnée  V,  on  peut  conclure 
que  U  et  V  sont  semblables. 

Celle  méthode  donne  lieu  ordinairement  à  des  calculs 
compliqués  ;  nous  indiquerons  plus  loin  un  moyen  plus  ra- 
pide, permettant  d'exprimer  que  deux  coniques  sont  sem- 
blables. 
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191.  Homog^raphle.  Les  figures  homothétiques  peuvent 
être  considérées  comme  constituant  un  cas  particulier  des 
figures  homographiques.  Sans  entrer  dans  les  développe- 
ments que  comporte  la  transformation  homographique»  nous 
indiquerons  seulement  les  formules  qui  servent  de  base  à 
cette  transformation  et  qui  sont  dues  à  Waring. 

Lorsque  les  coordonnées  variables  a?, y  d'un  point  m  sont 
liées  aux  coordonnées  X, Y  d'un  autre  point  M,  par  les  for- 
mules : 


nous  dirons,  avec  Chastes,  que  les  deux  points  m,  M  sa  cor- 
respondent, homographiquement.  Si  le  point  m  décrit  une 
figure  /",  le  point  M  décrit,  lui  aussi,  une  figure  F  ;  nous 
dirons  que  les  figures  /"  et  F  se  correspondent  homographi- 
quement, ou  que  F  est  une  transformée  homographique  de/. 

•Il  est  facile  de  reconnaître  que  si  F  est  une  transformée 
homographique  de  f,  réciproquementy  on  peut  considérer  F 
comme  une  transformée  homographique  de  f. 

En  effet,  les  formules  (A)  donnent  : 

(A')    x  =  '^'^^^'^^\    y_a'a?-fyy^-Y^, 
ji.r  +  vy  -h  ?  '  ;xa? -h  vy  4-  p   ' 

en  posant  : 

x^pb'  —  nc%    %'  zz  me*  -- pa\    [i.  — na'  —  mb\ 
3  =:  ne  —  pb,    ^'z=,  pa  —  mCy    ^  zz  mb  —  wa, 
Y  =:  ftc'  —  c6',    y'  zz  ca'  —  ac\     pzzab'  --  ba'. 

Ces  formules  (A')  prouvent  que  F  est  une  figure  qui  psul 
être  considérée  comme  une  transformée  homographique  de/". 

D'après  les  formules  (A),  à  une  droite  3,  de  la  figure  A  cor- 
respond, dans  F,  une  droite  A;  et  si  Téquation  de  8  est  : 

vx  ~\-vy'\'tozz  o, 
Celle  de  A  est  : 

u  (aX  ^b\'hc)  +  v  (a'X -h  b'\  -h  c')  -h  w  (wX  -h  nS  -hp)  =«• 
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D'une  façon  plus  générale,  on  voit  que  si  Téquation  d'une 
courbe  est,  en  coordonnées  homogènes, 

f{x,yyZ)zzo, 

eeOe  deja  transformée  est 

/•(aXH-  6Y  +  c,  a'X  +  &'¥  +  c',  mX  +  wY+/))  =  o. 

De  cette  remarque,  on  déduit  cette  conséquence  impor- 
tante, indiquée  par  Waring,  dans  la  transformation  homo- 
graphique,  V ordre  des  courbes  n'est  pas  modifié. 

199.  Interprétotioii  i^éométriqoe  de  l*hoiiiofpra« 
pMe.  Nous  nous  proposons  de  montrer  que  la  transforma- 
tion homograpbique  revient,  à  la  bien  considérer,  à  un 
simple  changement  de  coordonnées. 

Pour  simplifier  la  démonstration  qui  suit,  supposons  que 
les  axes  proposés  soient  rectangulaires  et  que  les  formules 
de  transformation  soient  prises  sous  la  forme  : 


X  cos  a  -H  Y  sin  a  —  a  X  cos  6  -H  Y  sin  6  —  ft 

X  cos  ç  +  Y  sin  <p  —  l  X  cos  ç  -h  Y  sin  ç  —  ^ 

Considérons  les  droites  qui  correspondent  aux  équations  : 

P  —  X  cos  a  +  Y  sin  a  —  a  z:  o, 
Q  1=  X  cos  6  4-  Y  sin  6  —  6  z:  o , 
R  —  X  cos  ?  H-  Y  sin  9  —  /  =  o. 

Et  supposons,  pour  ne  nous  occuper  que  du  cas  général, 
que  ces  droites  forment  un  triangle,  que  nous  nommerons  le 
triangle  de  référence  de  la  transformation  considérée.  Soit  : 

(0    f(x,y,z)=:o, 

l'équation  de  la  courbe  considérée;  l'équation  transformée 
est  donc  : 

/•(P,0,R)  =  o. 
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Considérons  maintenant  un  point  m,  et  appelons  ç ,  tq  ,  î  ses 
distances  aux  côtés  du  triangle  de  référence.  Nous  avons 

par  conséquent,  nous  pouvons  écrire  : 

Si  nous  comparons  maintenant  les  équations  (i)  et  (2), 
nous  voyons  qu'elles  ne  diffèrent  que  par  le  simple  change- 
ment des  lettres  :  x,yy  z,  d^une  part;  ky  flyK,  d*autre  part.  La 
transformation  homographique  revient  donc  à  conserver  l'é- 
quation proposée,  mais  en  donnant  aux  lettres  Xyy,z  cette 
signification  nouvelle,  qu'elles  représentent  les  distances 
d'un  point  aux  côtés  du  triangle  de  référence,  ou,  du  moins, 
des  quantités  proportionnelles. 

193.  Transformatioii  homolog^qiie.  La  transforma- 
tion homologique  a  été  imaginée  par  Poncelet  ;  elle  constitue 
un  cas  particulier  de  la  transformation  homographique  de 
Chasles  et  on  peut  la  définir  de  la  manière  suivante  : 


î!Vr 


^i 


M 


Imaginons  une  droite  fixe  A,  que  nous  nommerons  Vaxe 
d'homologief  et  un  point  fixe  P  qui  sera  le  pôle  de  la  transfoT' 
mation.  Abaissons  du  point  P  une  perpendiculaire  PQ  sur  A 
et  considérons  deux  points  m  et  M  se  correspondant  ainsi  ; 


HOMOTHÉTIE    —  SIMILITUDE  247 

i"  £a  droite  mM  passe  constamment  par  le  pôle  P. 

»•  La  droite  A  est  bissectrice  de  Va^igle  mQM. 

Ces  points  tn  et  M^  ainsi  associés,  sont  des  points  qui  se 
correspondent  homologiquement  ;  et  si  m,  (a?, y),  décrit  une 
courbe/',  le  point  M, (X,Y),  décrit  une  courbe  correspon- 
dante F  ;  cette  courbe  F  est  la  transformée  homologique  de  f. 

Ayant  pris  les  axes  indiqués  par  la  iBgure,  en  posant  PQ  z:cf, 
on  a  : 

X  _^y  _  d  —  X 

De  ces  égalités,  on  tire  : 

dX  d\ 


^  —  z^ 3»    y- 


Ce  sont  les  formules  de  la  transformation  homologique, 
dans  le  système  d^axes  que  nous  avons  adopté. 


EXERCICES 


I.  Démontrer  que,  dans  la  transformation  homographique ,  à  quatre  points 
en  ligne  droite  ^i,  ^2»  os,  a^t  correspondent  quatre  points  Ai,  A,,  A3,  A4  qui 
wnt  aussi  en  ligne  droite  et  qui  sont  tels  que  leur  rapport  anharmonique 
«oi7  égal  à  celui  des  quatre  points  a  ;  ce  qui  s'exprime  par  la  notation  con- 
ventionnelle, 

{a,,  a^,  a.^,  «4)  =:(A„  A„  A^,  A4). 

^our  résoudre  ceUe  questiou  par  l'uaalyse,  oa  établira  d  abord  que  si 
l'on  considère  quatre  poiats  A,  B,  G,  D  eu  ligue  droite  et  si  l'on  désigne 
par  a,  3,  y,  S  leurs  distances  à  une  droite  A,  par  a',  ^',  yf,  è*  les  distances 
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de  ces  mêmes  points  à  uue  seconde  droite  A'  (ou  des  quantités  propor- 
tionnelles à  ces  distances),  on  a  : 


S.  Démontrer  que  dans  la  transformation  homoloyique  detix  droites  cor- 
respondantes se  coupent  toujours  sur  l'axe  d'homologie. 

3.  Démontrer  que  deux  cercles  quelconques  peuvent  être  considères 
comme  transformés  l'un  de  Vautre  par  homologie  ;  le  centre  d'homologie 
étant  l'un   des  centres  de  similitude j  et  l'ajoe  d' homologie ^  Vaxe  radical  * 

Cette  propriété  eët  un  eus  particulier  d'un  théorème  plus  général,  relatif 
â  deux  couiques  quelconques.  {\?ouce\ci;  Traité  des  propriétés  projectives,) 
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104.  L^équation  générale  des  coniques  étant,  dans  la 
notation  que  nous  avons  adoptée, 

f{x,  y,  z)  =  Aa^  + A'y*  +  »B'a:y  +  -xRyz  +  'kWzx-^k'z*  =  o, 

nous  désignerons  par  A  le  discriminant  de  cette  forme*  qua- 
dratique et  nous  poserons,  en  conséquence, 


A  = 


A     B'    B' 
B'    A'    B 
B'     B     A" 


Suivant  une  notation  usitée,  nous  représenterons  par  a,  le 
mineur  qui  est  le  coefficient  de  A,  et  ainsi  des  autres.  Nous 
poserons  donc  : 


a  =  A' A'  —  B',  a' 

6  =  —  AB -f- B'B',    b' 
De  L.  To)i(  II. 


AA"  —  B",  a' 

—  A'B'+BB',     *" 


AA'  — B"; 
—  A'B'-f-BB'. 

<7 
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Nous  distinguerons  particulièrement  le  mineur  a^  ;  la  valeur 
et  le  signe  de  a"  ayant,  comme  nous  allons  le  reconnaître, 
une  importance  notable  dans  la  classification  que  nous  avons 
en  vue  ;  nous  désignerons  ce  mineur  par  la  lettre  î. 

Ces  conventions  étant  faites,  nous  examinerons  d'abord  le 
cas  particulier  où  A  —  o. 

19&.  Théorème.  Lorsque  ù^est  nul,  V équation  proposée 
représente  un  système  de  deux  droites  ;  réelles  ou  imagi- 
naireSy  distinctes  ou  coîncidenteSy  sécantes  ouparalléles. 

Nous  supposerons  d'abord  que  le  coefficient  du  terme  en  a;' 
soit  différent  de  zéro.  Nous  avons  alors  : 


Observons  maintenant,  et  cette  remarque  a  déjà  été  faite 
en  algèbre  (p.  65;),  que  nous  avons:  a'a''  —  6*  :=  aA.  Comme   , 
nous  supposons  A  =:  o,  le  trinôme  aV—  ^byz-ha'z*  est  un 
carré  parfait  et,  en  supposant  o"?io,  nous  pouvons  écrire 

kf[x ,y,z):^{kx+  Wy  -h R '^)*  +  4 («'^ -  ^^^ .     ( A  =:  o) 

a 

Si  a"  est  positif,  f  est  une  somme,  dans  le  sens  arithmé- 
tique de  ce  mot,  de  deux  carrés  ;  /"est  décomposable  en  deax 
facteurs  linéaires  à  coefficients  imaginaires;  nous  dirons  que, 
dans  ce  cas,  Téqualion  représente  deux  droites  imaginaires. 
Si,  au  contraire,  a''  est  négatif,  /"est  une  différence  de  deux 
carrés  et,  à  l'équation  proposée,  correspondent  deux  droites 
réelles  et  sécantes. 

Enfin,  dans  le  cas  particulier  où  Ton  suppose  a"  n  0,  la 
relation:  a^a" — &* n  AA,  donne  6  =  o  et  Ton  a, 

kf{x,y,z)s{kX'^Wy-\''&z)'-^a'z\    (A=:o,  5  =  o). 

Cette  équation  représente  deux  droites  parallèles;  ces 
droites  sont  réelles  et  distinctes,  si  a'  est  négatif;  coïnci- 
dentes, si  a' est  nul  ;  imaginaires,  si  a'  est  positif. 
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Nous  résumerons,  >dans  le  tableau  suivant,  les  résultats 
précédents. 

B  >  o  deux  droites  imaginaires. 

$  <;^  o  deux  droites  réelles  et  sécantes. 

VARIÉTÉ  DES  CONIQUES.    1  l   d' >  o  deux  droites  parallèles 
(A)        Az=o 


et  imaginaires. 


^ /   a'<Co  deux  droites  parallèles 

^  "^  *^  ^  et  distinctes. 

ât'  —  o  deux  droites  parallèles 
et  coïncidentes. 


Il  nous  resterait  à  discuter  le  cas  où  Ton  suppose  A  =  o  ; 
mais  on  trouvera,  plus  loin,  les  explications  qui  conviennent 
à  ce  cas  particulier. 

-IVG.  Oistinetioii  des  trois  cNmIqvesu  Supposons  main< 
tenant  A;zf  0,  et  soit  A?f  o.  Nous  avons,  en  supposant  d'a- 
bord a'^pifo, 

Ce)    Ar(a:,y,3)s(Aa?^B''î^-hB'2)'H-4(«'^y-ft2;)«+~AAV  =  o. 


a' 


Fig.  75. 

i""  8>o^  i^enre  ellipse.  Admettons  d*abord  que  a'^  soit 
positif  et  distinguons  deux  cas  suivant  que  Ton  a  AA  <  o, 
ou  AA>o. 
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Dans  la  première  hypothèse,  posons  AA  =  —  A' ;  Téqualioa 
de  la  courbe  que  nous  éludions  peul  s'écrire,  en  revenant 
aux  coordonnées  cartésiennes, 

a"  [kx  ^Wy  4  B')'  -h  {a"y  —  Vf  =  h' , 

ou  encore,  sous  Tune  ou  l'autre  des  formes  suivantes  : 

(i)    a"  {\x  +  Wy  -f  B')*  =  (A-hô  —  a'y)  (h  —  b-h  a'y), 

(a)    {a'y  -  bfzz  [A-|-v/«^'(Ax-hB'V  +  B')]  [/i-v^«"'(Aa:-l-BV-hB')V 

Prenons  d'abord  Téqualion  (i);  le  premier  membre  étant 
positif  ou  nul,  quel  que  soit  x  et  y,  il  est  nécessaire  que  Ton 
ait, 

(A  -h  6  —  a'y)  {h  —  b-h  a^y)  >  o. 

Il  résulte  de  cette  remarque  que  la  courbe  que  nous  élu- 
dions est  comprise,  toute  entière,  entre  les  parallèles  M,N 
qui  correspondent  aux  équations  : 

h^b  b—h 


a  a 


'f    • 


L'équation  (2)  prouve,  de  même,  que  si  l'on  construit  les 
droites  parallèles  P  et  Q  qui  correspondent  aux  équations  : 

Air  +  B'V-hB'=--^,    Aar-hB"y  +  B'=-^; 


la  courbe  est  comprise,  toute  entière,  entre  ces  deux  droites. 
Enfin,  si  Ton  considère  une  droite  ayant  pour  équation  ; 

X  désignant  un  paramètre  variable,  dont  la  valeur  est  tou- 
jours comprise  entre  les  quantités      „    ,    — ^—  ;  on  voit 

Cv  Ce 

qu'à  cette  valeur  de  X  correspondent  pour  x  deux  valeurs 
réelles  et  l'on  peut  dire^  en  résumé,  que  l'équation  proposée 
représente  une  courbe  réelle,  renfermée  dans  l'intérieur  du 
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parallélogramme  formé  par  les  droites  M,N,P,Q.  Nous 
donnerons  à  une  courbe  du  second  degré,  présentant  ce  carac- 
lère»  le  nom  iTellipse. 

Dans  le  cas  où  Ton  suppose  Aà>o,  Téquation  (c)  n'est 
rérifiée  par  aucune  valeur  réelle  d'x  et  dV  ;  nous  dirons,  pour 
rappeler  ce  fait,  que  la  courbe  qui  correspond  à  Féquation 
proposée  est  une  ellipse  imaginairey  mais  il  ne  faut  voir 
dans  celte  dénomination  qu'une  manière  rapide  d'exprimer 
le  résultat  analytique  précédent. 

a»  ^  <  o ,  ^enre  hyperbole.  Supposons  maintenant  que 
a"  soit  négatif;  écrivons  l'équation  (c)  sous  la  forme  : 

(3)     }  >/â"  {Kx-^Wy  +  B')  -h  a"y  -  b  \ 

\  —  y/âr{kx  -f-  Wy  4-  B')  H-  a"//  —  6  !  -f-  AA  =  o. 


:^'15' 


Fifi.  76. 

Si  nous  construisons  les  droites  A,  B,  qui  correspondent 
aux  équations  : 

U-Aa:-h(B"H-vV)y +  B'-  -7==:o, 

va" 

V  =  «.Aa;-4-(-B''-^v/«")2/-^B'--pz-o, 
ces  droites,  qui  sont  sécantes  puisqu'elles  ont  des  coefficients 
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angulaires  différents  et  qui  coupent  Taxe  ox^  puisque  A  n'est 
pas  nul,  partagent  le  plan  en  quatre  régions.  En  supposant, 
pour  fixer  les  idées,  A  >  o  et  A  >  o  l'équatî  m  (3)  montre 
qu'il  n'y  a  aucun  point  de  la  courbe  dans  les  régions  (2)  et  (4). 
En  effet,  en  donnant  à  y  une  valeur  positive  très  petite  etix 
une  valeur  positive  suffisamment  grande,  l'équation  : 

(4)    UV4-A^  =  o, 

a  son  premier  membre  composé  de  deux  termes  ayant  des 
signes  contraires  ;  le  produit  UV  changeant  de  signe,  quand 
le  point  dont  les  coordonnées  sont  x  eiy  passe  d'une  région 
dans  une  autre,  il  y  a  donc  impossibilité  de  vérifier  Téquation 
proposée,  quand  on  prend  un  point  dans  Tune  des  régions  (2) 
ou  (4). 
D'ailleurs,  si  Ton  considère  l'équation  : 

U  =  A, 

dans  laquelle  X  désigne  un  paramètre  variable  arbitraire,  les 
deux  équations  : 

U— "      V——  — 

a' A 

représentent  deux  parallèles  A',B'  aux  droites  A  et  B.  Ces 
droites  A',B'  se  coupent  en  un  point  M  dont  les  coordonnées 
vérifient,  quel  que  soit  X,  Téquation  proposée. 

De  ces  considérations  diverses,  il  résulte  que  la  courbe  est 
formée  de  deux  branches  séparées  et  situées  :  Tune  dans  la 
région  (1),  l'autre  dans  la  région  (3).  Nous  donnerons  le  nom 
d'hyperbole  à  une  courbe  du  «econd  degré  présentant  cette 
forme  générale. 

30  S  z=  o,  gpenre  parabole.  Supposons  maintenant  a"  —  0. 
L'équation  proposée  est  alors  : 

{kx  +  B"y  -h  B'zy  —  2byz  4-  a'z'  =  o. 
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Noos  ferons  d'abord  remarquer  que  régalilé,  citée  plus 
haut, 

a*  a'  —b'zz  AA, 

donue,  lorsqu'on  suppose  a"  =  o, 

Les  facteurs  A  et  A  étant  supposés  différents  de  zéro>  on  a 
&p:f  0. 

Cette  remarque  étant  faite,  construisons  la  droite  AB  qui 
correspond  à  l'équation  : 

U  n  ^by —  a'  =  o. 
L'équation  de  la  parabole,  si  Ton  pose, 


peut  s'écrire  : 


\zz:kx  +  B"y  +  B\ 


V*  — U  =  o. 


On  doit  donc  avoir  :   U>o,  pour  tous  les  points  de  la 
courbe  ;  si  b  est  positif,  la  courbe  est  située  au-dessus  de  la 


Fig.  77. 

droite  AB  ;  elle  est,  au  contraire,  située  au-dessous  de  cette 
droite,  si  b  est  négatif. 
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D*ailleurs,  la  droite  qui  a  pour  équation  : 

U=:X, 
coupe  la  courbe  en  deux  points  réels  si  Von  suppose  b>o,a 


A>— .  Il  y  a  donc,  dans  cette  hypothèse,  une  branche  unique 

de  courbe  disposée  comme  l'indique  la  figure  ci-dessus.  Nous 
appellerons  Paraboles  les  courbes  du  second  degré  qui  cor- 
respondent à  cette  nouvelle  forme. 

Nous  résumons,  dans  le  tableau  suivant,  la  discussion  qui 
précède. 

(^  l  AA<o,    Ellipse  réelle. 

(  AA^o,  EUipde  imaginaire. 
^d;       u  ;=  o  i    £  <  0  Hyperbole. 

3  =  0  Parabole. 

109.  Examen  du  cas  particoller  :  A  =  o.  Nous  avons 
supposé,  dans  ce  qui  précède,  que  A  était  différent  de  zéro; 
nous  nous  proposons  de  montrer  que  les  résultats  auxquels 
nous  sommes  parvenus  subsistent,  quand  on  suppose  A  r=o. 

Remarquons  d'abord  que  si  A  est  nul,  mais  si  A'  ne  Test  pas, 
on  peut  reproduire  les  raisonnements  que  nous  avons  faits, 
il  suffit  de  permuter  les  lettres  x  et  y.  Nous  ferons  seulement 
observer  que  Ton  a,  dans  ce  cas,  B  :=  B'^'.  Si  la  courbe  est  une 
vraie  conique,  elle  représente  une  hyperbole,  ou  une  parabole, 
suivant  que  Ton  a  B;zf  o,  ou  B  =  o.  Si,  au  contraire,  le  dis- 
criminant est  nul,  réquation  représente  deux  droites  sécantes, 
si  B''  n'est  pas  nul;  et  deux  droites  parallèles,  si  B''  est  nul. 
Dans  ce  dernier  cas,  le  discriminant  A  étant  nul  et  se  rédui- 
sant au  ternie  — A' B'*,  et  A'  n'étant  pas  nul,  il  faut  que  B'soii 
nul.  L'équation  se  réduit  à  la  forme  : 

AV-haBy-hA^zzo, 

elle  représente  deux  droites  parallèles  à  Taxe  des  y. 

Mais  supposons  que  l'on  ait,  à  la  fois,  A  =o  et  A'i=o; 
réquation  proposée  peut  s'écrire  : 

f  {X ,y yZ)  :=  2B''Xj/ -h  2BJ/Z  f  aB'x^r -|- AV  =:  o. 
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Le  coefficient  B'^  n'est  pas  nul,  si  nous  supposons  que  l'équa- 
tion proposée  soit  du  second  degré  par  rapport  aux  lettres  x 
et  y.  D'après  cela,  Téquation  donnée  peut  se  mettre  sous  la 
forme  suivante  : 

i  B  B'  A'' 

^  /  (^ ,  y ,  2)  =  iry  +  —  y  z  4- ^  a:5 -^  —  s*  =  0 , 

ou, 

Remarquons  aussi  que  la  formule  : 

A  =  A  A'A"  -h  aBB'B''  —  AB*  —  k'B'*  —  A'^B''*, 
dans  rhypothèse  A  =  o,  A'  =:  o^  donne  : 

A  =  B"  (îBB'  -  A'^B"). 
Nous  avons  donc,  finalement, 

^J^x,y,z)  =  (x^-z'^  (^y^-z^--^  —  z*-o. 

Considérons  maintenant  les  droites  qui  ont  pour  équation, 
respectivement, 

B 
B' 

Si  nous  supposons  d'abord  A  =  o,  Téquation  proposée  re- 
présente deux  droites  parallèles  aux  axes  de  coordonnées; 
par  conséquent,  deux  droites  qui  se  coupent;  et  comme  on  a 
}=  -  B'^,  on  peut  dira  que  §  est  négatif.  En  résumé,  dans  le 
cas  particulier  que  nous  considérons,  on  a  :  A  =  o,  3  <  o,  et 
réquation  proposée  représente  deux  droites  sécantes.  Ce  cas 
particulier  rentre  donc  dans  celui  qui  est  signalé  dans  le 
tableau  (A). 
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Supposons  maintenant  que  A  ne  soit  pas  nul,  Téqualion  de 
la  courbe  étant, 

A 

UV  zz 

on  voit  que  les  droites  (U  zzo,Y=.  o)  séparent  le  plan  en  quatre 
régions.  En  raisonnant  comme  nous  Tavons  fait  au  para- 
graphe précédent,  on  reconnaît  que  la  courbe  est  située  dans 
deux  de  ces  régions  non  contiguës,  et  que  les  droites  qui 
correspondent  aux  équations  : 

A 


UzrX,     Yzz 


aXB 


"i  ' 


se  coupent,  quel  que  soit  X,  sur  la  courbe  proposée.  Celle-ci 
a  donc  la  forme  de  deux  branches  séparées,  elle  représente 
donc  ce  genre  de  coniques  auxquelles  nous  avons  donné  le  nom 
d'hyperbole.  Nous  avons  d'ailleurs  A  ;zf  o  et  8  z:  —  B''%  par 
conséquent  §<o;  en  nous  reportant  au  tableau  (B),  nous 
voyons  que  le  cas  particulier  qui  nous  occupe  rentre  encore 
dans  Tun  de  ceux  qui  figurent  dans  ce  tableau. 

108.  Disensslon  d'une  conique  donnée.  Soit  : 

une  équation  du  second  degré  en  x  et  y.  Si,  comme  nous  le 
supposerons  d*abord,  les  coefficients  de  cette  équation  sont 
numériques,  la  discussion  que  Ton  peut  proposer  consiste 
simplement  à  reconnaître  si  la  courbe  qui  correspond  à  l'é- 
quation est  une  vraie  conique,  ou  une  variété  ;  on  doit  ensuite 
rechercher  quel  est  le  genre  de  la  conique,  ou  l'espèce  de  la 
variété,  suivant  que  Ton  est  placé  dans  le  premier,  ou  dans 
le  second  cas. 

On  calcule,  à  cet  effet,  les  déterminants  A  et  3,  et  en  se  repor- 
tant aux  tableaux  (A)  et  (B),  donnés  plus  haut,  on  pourra 
dire  ce  que  représente,  au  juste,  l'équation  proposée. 

On  rencontre,  assez  souvent,  une  discussion  plus  délicate 
dont  nous  dirons  ici  quelques  mots. 


r 


CLASSIFICATION  DES  CONIQUES  259 

Imaginons  que  les  coordonnées  a^^,  d^un  certain  point  P, 
entrent  dans  les  coefficients  de  Téquation  de  la  conique,  et 
supposons  que  Ton  fasse  varier  a>0  arbitrairement.  Le  point 
P  se  déplace  dans  le  plan  et  Ton  peut  demander  de  déter- 
miner le  genre  ou  la  variété  de  la  conique  d'après  la  situa- 
tion de  P. 

A  cet  effet,  considérons  les  deux  équations  : 

et  supposons  que  a  et  0  soient  des  coordonnées  courantes. 
La  première  équation  représente  une  courbe  U,  que  nous 
appellerons  courbe  de  la  variété^  l'autre  une  courbe  V,  que 
nous  nommerons  courbe  du  genre.  Ces  deux  courbes  étant 
tracées,  on  pourra  dire,  diaprés  la  position  qu'occupe  le 
point  P,  relativement  à  elles,  ce  que  représente  l'équation 
donnée. 

On  doit  observer,  en  traçant  ces  deux  courbes,  que,  en 
général,  elles  sont  mutuellement  tangentes  à  tous  les  points 
qui  leur  sont  communs. 

En  effet,  les  deux  relations  : 

(  1  )     A(AA'A''  4-  îiBB'B"  —  AB'  -  A'B''  —  A'^B''*)  =  o, 
(a)     AA'  —  B'^'iro, 

donnent ,  par  combinaison, 

(3)     (AB  — B'B7=:o. 

Ainsi,  en  cherchant  les  points  communs  aux  courbes  (i) 
et  (2),  on  peut  associer  Tune  de  ces  équations,  avec  Téqua- 
tion  (3),  dont  le  premier  membre  est  un  carré  parfait.  C'est 
pour  ce  motif  que  ces  points  communs  sont,  deux  à  deux, 
coïncidents  et  que^  par  suite,  les  deux  courbes  sont,  en  gé- 
néral, mutuellement  tangentes. 

En  construisant  la  courbe  qui  correspond  à  l'équation 
AAzro,  on  peut  faire  abstraction  de  la  courbe,  Azro.  En 
effet,  lorsque  Azzo,  la  conique  est  une  hyperbole,  ou 
une  parabole,  et  le  passage  de  A  parla  valeur  zéro,  tout 
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en  disant,  en  général,  changer  le  signe  delà  fonction  aA, 
ne  donne  pas  lieu  à  une  modiScation  dans  le  genre  ou  dans 
la  variété  de  la  conique.  Le  tableau  [B)  fait  comprendre  la  jus- 
tesse de  cette  observation  et,  en  résumé,  la  courbe  de  U 
variété  est  celle  qui  correspond  à  Téquation  À  =  ». 

«OV.  AppIleatioD.  La  discussion  à  laquelle  nous  venons 
de  foire  allusion  se  rencontre  ^qaemment  dans  les  pro- 
blèmes de  U  géométrie  analytique:  nous  voulons  montrer, 
sur  un  exemple,  comment  elle  peut  être  dirigée. 


Prenons  la  conique  dont  l'équation  est, 

Nous  avons,  dans  cet  exemple, 

5=^V  — 3'A'  — aVi', 
^=AV0  (aH-/,)(A-3)(A  +  tJ). 
La  courbe  du  genre  a  la  forme  qu'indique  la  figure  ci- 
dessus;  elle  peut  se  construira,  point  par  point,  comme 
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nous  rayons  indiqué  sur  celte  figure;  la  droite  PQ  est  sup- 
posée mobile  et  constamment  tangente  à  un  cercle  ayant 
pour  centre  Torigine,  et  dont  le  rayon  est  égal  à  A.  La  courbe 
de  la  variété  est  formée  par  les  lignes  ponctuées;  lorsque  le 
point  (2 , 3)  est  situé  dans  les  régions  ombrées,  la  conique  cor- 
respondante est  une  ellipse  toujours  réelle;  la  conique  est 
une  parabole,  si  le  point  est  placé  sur  la  courbe  ;  enfin  c'est 
une  hyperbole,  dans  tous  les  autres  cas  ;  et  un  système  de 
deux  droites  concourantes,  quand  le  point  est  placé  sur  Tune 
des  lignes  ponctuées. 


EXERGIGES 

i .  Démontrer  qu'en  posant, 

(1)    P^-a^a;-f-ô^y-h(r^, 
Vtquatiim 

p'.+p*-+-... +  p'  =  i 

représente  une  ellipse,  ou,  dans  le  cas  particulier  oit  toutes  les  droites  (1) 
«ont  parallèles,  un  système  de  deux  droites  parallèles. 

9.  Beconnaltre  que  Véquation, 

aba?  -I- C6*  —  a})xy  -  aby'  +  A  (a* -f  V)  x  +  h'ab  =:  o, 

représente  un  système  de  deux  droites  rectangulaires. 

Od  peut  vérifier  cet  exercice  en  formant  le  discriminant  ;  on  peut  aussi 
résoudre  l'équation  par  rapport  à  Tune  des  lettres  x  et  y,  ou  encore  par 
rapport  à  h. 

a.  Discuter  le  genre  et  la  variété  de  la  conique  qui  a  pour  équation, 

X*  (/i  +  a)  +  a^xy  +  y*  (^  —  *)  +  ^^^  -^  2?Ay  —  ^f 

f^vand  a,p  varient  arbitrairement. 
Od  trouve  : 

5 -/,•_,'_  3',     A  =  A* (a -A) (a* -!-&*}• 
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Lorsqu'on  donne  une  équation  f{x,y)  n  o ,  à  laquelle  cor- 
respond une  certaine  courbe  U,  on  peut  rechercher  si\ 
n'existe  pas  de  nouveaux  axes  de  coordonnées,  choisis  de 
telle  sorte  que  l'équation  de  U,  dans  ce  nouveau  système, 
soit  plus  simple  que  l'équation  proposée.  Lorsqu'on  peut 
trouver  un  pareil  système,  on  dit  qu'on  a  rédijit  Téquation. 

L'utilité  de  cette  réduction  est  manifeste  et  résulte  de  ce 
fait  que  :  l'étude  d'une  courbe,  son  tracé,  la  recherche  de  ses 
propriétés  géométriques,  sont  d'autant  plus  faciles  que  Té- 
quation  de  cette  courbe  est  plus  simple. 

La  méthode  la  plus  naturelle  et  la  plus  générale,  pour  opé- 
rer la  réduction  d'une  équation,  consiste  à  effectuer  une  trans- 
formation de  coordonnées  et  à  utiliser  les  paramètres  gui  se 
trouvent  ainsi  introduits  de  façon  à  faire  disparaître  le  plus 
grand  nombre  possible  de  termes. 

5900.  RédDctioii  des  coniqoes  à  centre.  Lorsqu'on 
supposées  ;zf  o,  nous  avons  reconnu  que  si  Ton  a  A ?lo,  l'é- 
quation proposée  peut  s'écrire  sous  la  forme  (§  196), 

(  Air  -f  B'V  -h  B  '  y  +  ^Sy  -  6 )•  +  ^  A  A  -  0 . 

0  0 

Considérons  les  droites  qui  correspondent  aux  équations  : 

kx  +  BV  4-B'  -  o,     $y  —  6  zz  o; 
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ces  droites  se  coupent  au  point  o'  et  nous  les  prendrons  pour 
nouveaux  axes  de  coordonnées.  Soil  H  un  point  quelconque, 
abaissons  de  ce  point  des  perpendiculaires  sur  les  droites  o'X, 
o'Y,  nous  avons  : 

MB'  =  ^{Ax  +  B'y  +8'), 
£,  i,  désignant  des  coefiQcients  indépendants  d'à:  et  d^- 


Fig.  79- 

D'aulre  pari,  en  désignant  par  6  Tangle  Yo'X,  nous  avons  : 

MA' =  Y  sine, 
MB'-XsinO, 


el,  par  suite. 


r  sîn'e  y  sin*e 


-'« 


ae* 


-- aa 

0 


Cette  équation  est  de  la  forme  : 


X'  ,  Y* 


^^  U  feut  observer  que  le  produit  (a .  6)  des  coefficients  des 
termes  en  X*  et  en  Y'*,  a  le  même  signe  que  8.  Dans  les  courbes 
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du  genre  ellipse  a  et  6  ont  donc  le  même  signe;  au  contraire, 
dans  les  courbes  du  genre  hyperbole  on  a  a6  <  o. 
Une  forme  quadratique  pouvant  d'ailleurs  se  décomposer 

d'une  infînilé  de  façons  différentes  en  une  somme  de  carrés, 

* 

on  peut  dire,  notamment,  que  la  forme  ternaire  peut,  d'une 
infinité  de  façons,  être  ramenée  à  la  forme 

Si  Ton  prend  pour  axes  des  coordonnées  les  droites  û,A' 
qui  correspondent  aux  équations  : 

(i)    P:=o,     Q  =  o, 

il  résulte  du  raisonnement  que  nous  venons  de  faire  que  Ton 
peut  réduire  l'équation  d'une  conique  à  centre,  d'une  infinité 
de  façons,  à  la  f  )rme  (U). 

L'équation  (U)  ne  renfermant  pas  de  termes  du  premier 
degré,  la  nouvelle  origine  est  un  centre  de  la  courbe;  c'est 
un  point  unique,  bien  déterminé,  par  lequel  passent  toutes  les 

droites  analogues  à  A  et  à  A',  droites  qui,  étant  prises  pour  axes 
de  coordonnées,  réduisent  Téquation  donnée  à  la  forme  (U) 
On  peut  encore  observer  qu'à  une  valeur  de  X  cori-espondent 
pour  Y  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires,  et  inver- 
sement. Les  droites  A  ,  A',  sont  donc  deux  diamètres  conju- 
gués de  la  conique  proposée. 


901.   Ëqaatioii   d'une  eonique    rapportée  A 
centre  et  A  ses  axés.  Les  droites  (i),  que  Ton  met  eu 

évidence  en  décomposant  en  carrés  la  forme  ternaire,  ne  sont 
pas,  en  général,  des  droites  rectangulaires;  nous  nous  pro- 
posons de  montrer  que  Ton  peut  conserver  la  forme  (U), 
mais  en  choisissant  des  axes  rectangulaires. 

Prenons  pour  nouvel  axe  OX',  l'axe  OX,  quand  il  a  tourné 
d'un  angle  arbitraire  ç,  et  pour  nouvel  axe  OY'  la  droite  OX, 

quand  elle  a  tourné,  dans  le  même  sens,  de  Tangle  - -|-  9. 
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On  a  d^abord,  par  la  projection  des  contours  brisés  sur  OX' 
et  surOY', 

X'  =  X  cos  <p  +  Ycos(e  -  9}, 
Y'  =  Ysin(e-ç)  — Xsinç. 


Fig.  80. 

De  ces  formules,  on  déduit^ 

X  sin  e  =  X'  sin  (ô  — ?)  —  Y'  cos  (0 
YsinOzzX'sinç  +  Y'coso. 

L'équation  (U)  devient  alors  : 


-9). 


^  j  X'  sin  (0—5)  —  Y'  cos  (0  —  ç) 
+  J  j  X'sin  ?  +  Y'  cos  9  j  =  sin*  6. 

Disposons  maintenant  du  paramètre  9  de  façon  à  faire  dis- 
paraître le  terme  en  X'Y',  nous  avons, 

Sin  (0  —  9)  cos  (0  —  9)  _  sin  9  cos  9 


6 


ou, 


(*) 


sin  (!86  — 29)  __  sin  29 
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Cette  formule  donne  pour  ^  un  angle  bien  déterminé,  donl 


la  valeur,  comprise  entre  o  et  -  ,  vérifie  Tégalité  : 

-  -h  COS  2O 
6 
colg  20  iz:  — : — . 

®       •  SU1,2Ô 

L*équalion  de  la  conique  est  alors  de  la  forme, 

(t')~  +  ^  =  «, 

en  posant  : 

.  ,    sin*  6      sin*  (6  —  ç)      sin*  ? 

a  a  6 

sin* 6  _  COS*  (0  —  y)      cos'9 

w)       j>f     —  I        \     • 

6  a  6 

L'équation  (U')  représente  alors  la  conique  rapportée  à  son 
centre  et  à  ses  axes. 

5NI10.  Calcul  des  axesf    théorèmes  d'ApolIonlos. 

Les  formules  (i),  (2)  et (3)  que  nous  venons  d'établir,  prouvent 
qu^entre  les  paramètres  a,  ^  et  6,  d*une  part;  a'^^',  d*autrepart^ 
il  existe  deux  relations.  Nous  nous  proposons  de  rechercher 
ces  relations  qui  permettent  de  calculer  la  grandeur  des  axes 
d'une  conique  donnée. 
Les  égalités  (2)  et  (3)  donnent  d'abord,  par  combinaison, 


(4)  Bi-'e (,-,+!•,)=;  +  ,-• 


Ces  mêmes  égalités  donnent  encore  : 

..û/*  1  \  _  COS  (2e  —  29)        COS  29 

Nous  avons  aussi^ 

_  sin  (20  —  2^)      COS  29 
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Ajoutons  maintenant  ces  deux  dernières  égalités,  membre 
à  membre,  après  les  avoir  élevées  au  carré,  et  nous  obtenons 
le  résultat  suivant  : 


(5)     siu»6(^  +  /„-^-^,)=^.  +  ^  + 


a  cos  26 


Les  relations  (4)  et  (5)  que  nous  venons  de  trouver  sont 
susceptibles  de  simplifications  remarquables. 

Élevons  (4)  au  carré  et  retranchons  ensuite  Fégalité  obtenue 
et  régalité  (5),  membre  à  membre,  nous  avons  : 

4  sin*  6  __  2  (i  —cos  26) 
a'6'     ""  V^  ' 

ou, 

(A)    a'6' r=  a6  sin' e. 

En  tenant  compte  de  cette  relation,  Fégalité  (4)  devient, 

(B)     a'+6'-a4-e. 

Les  relations  (A)  et  (B)  sont  celles  qui  constituent  les 
théorèmes  d'Apollonius,  et  si  Ton  cherche  à  leur  donner  une 
interprétation  géométrique,  on  est  conduit  aux  énoncés  sui- 
vants : 

Théorème  I.  La  somme  des  carrés  de  deux  diamètres  con- 
jugués est  constante  et  égale  à  la  somme  des  carrés  des  axes 

Théorème  O.  Le  parallélogramme  construit  sur  deux  dia- 
mètres conjuguas  a  une  surface  constante^  égale  à  celle  du 
rectangle  construit  sur  les  axes, 

MI3.  Réduetion  dans  le  cas  où  I  on  a:  A  =  o,  A'  :=  o  . 

Nous  avons  supposé,  dans  les  explications  précédentes  A  ;zf  o  ; 
^i  Ton  a  A  =  o  et  A'  ;zf .),  on  pourra  répéter  les  raisonnements 
et  les  calculs  que  nous  avons  produits,  mais  en  permutant  les 
lettres  x  et  y.  Il  nous  reste  à  examiner  le  cas  particulier  où 
l'on  suppose,  simultanément,  A  =  o  et  A'  =  o. 
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L'équation  peut,  dans  ce  cas  particulier^  s'écrire  sous  la 
forme  : 

ou, 

{x  4-  n)  fy  -h  m)  zz  nin  — p, 
ou,  enfin, 

(j;  -h  y  -h  m  -+-  n)*  —  {x  —y-hn  —  wi)'  —  4  (mn  -  p). 
Les  deux  droites  qui  correspondent  aux  équations  : 

-    x  +  y-l- wi  + ^— 0»    «2?— y 4"^*  —  m  ir  o, 

et  qui  sont  parallèles  aux  bissectrices  des  axes  de  coordon- 
nées,  sont  deux  diamètres  conjugués,  rectangulaires;  on  a 
donc  immédiatement  les  deux  axes  de  la  courbe. 

MMl.  RédacUon  daos  le  cas  de  la  parabole.  La  mé- 
thode de  décomposition  en  carrés  prouve  que  Ton  peut,  d'une 
infinité  de  façons,  ramener  l'équation  de  la  parabole  à  la 
forme  : 

(0   P'-Q; 

P  et  Q  étant  des  fonctions  linéaires  d'à;  et  d'y.  Il  y  a  donc  une 
infinité  d'axes  par  rapport  auxquels  l'équalion  de  la  parabole 
prend  la  forme  suivante  : 

Y*  =  mX. 

Nous  allons  montrer  que  parmi  les  équations  (i)  il  y  enâ 
une  pour  laquelle  les  droites  (P  =  o,  Q  rz  o)  sont  rectangu- 
laires. 

L'équation  de  la  parabole  peut  d'abord  se  mettre  sous  la 
forme  : 

et  cette  équation  peut  s'écrire 

(Ax-f  BV+Xy  +  2{AD~D"X)  y+2  (  VB'— AA)a;-hAA'-X'-o. 
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Disposons  maintenant  du  paramètre  X  de  façon  que  Féga- 
Ulé, 

,  ,     A    AB'  — AX  , 

soit  vérifiée  ;  les  axes  de  coordonnées  étant  rectangulaires,  les 
deux  droites  ayant  pour  équation,  respectivement  : 

(a)    P  =  Aa;  +  BV  +  X  =  o, 

(3)     Q  =  a(AB  — B''X)y-f-2A(B'— X)a?4-AA''-Vz=o, 

sont  rectangulaires.  C'est  la  transformation  que  nous  vou- 
lions réaliser  et  en  prenant  pour  axes  de  coordonnées  les 
droites  P  ^  o,  Q  =z  o  ;  Téquation  de  la  parabole  est  ramenée 
à  la  forme. 

(4)    T=:2pX 

p  désignant  un  coefficient  sur  le  calcul  duquel  nous  revien- 
drons dans  la  leçon  suivante.  Quand  à  la  valeur  de  X,  c'est 
une  quantité  finie,  et  bien  déterminée,  qui  se  calcule  au  moyen 
de  régalilé  : 

,  _A(AB-+BB^) 
^'^    ^-     A*  +  B-     • 

Remarque.  Lorsque  A  est  nul,  Tégalité  : 

AA'  —  B''*  =  o, 

prouve  que,  dans  ce  cas,  B''  est  nul.  L'équation  proposée  est 
alors  : 

Ay  +  2By  4-  aB'x  +  A"  =  0. 

Si  les  axes  sont  rectangulaires,  la  réduction  s^ofTectue  en 
les  transportant  parallèlement  à  eux-mêmes;  si  non,  on  doit 
d'abord,  par  une  rotation  de  Taxe  des  y,  autour  de  Torigine, 
transformer  les  axes  obliques  en  axes  rectangulaires.  Les 
formules  qui  servent  à  cette  transformation  sont  les  sui- 
vantes : 

Y  1=  y  sin  0,    X  =  a;  -fy  cos  ô. 

DeL.  ToaiE  U.  *9 
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MI&.  Eqaatioii  en  S.  Les  directions  principales,  dans  les 
courbes  du  second  ordre,  se  déterminent  encore  au  moyen 
d'une  équation  du  second  degré,  dite  équation  en  S,  que  nous 
allons  fisiire  connaître. 

Soit  a,  0y  les  paramètres  directeurs  d'une  corde  principale  ; 
le  diamètre  conjugué  a  pour  équation  : 

X  (Aa  +  B''?)  +  y  (B^jt  +  A'P)  4- B'a -h  Bg  =  o, 

et  cette  droite  sera  perpendiculaire  sur  la  direction  de  la 
corde  conjuguée,  si  les  paramètres  a,  ^  vérifient  la  relation  : 

(i)    i ' '  +  ( • '  1  cos  0  =:  o. 

Au  lieu  de  résoudre  cette  équation  du  second  degré^  il  est 
plus  simple  d'introduire  une  inconnue  auxiliaire,  comme 
nous  allons  le  montrer. 

Écrivons  la  relation  (i)  sous  la  forme  suivante  : 

1  +  -  cos  e  rz  ;-— i- — j^  î:  +  cos  e  ), 

OU,  sous  celle-ci, 

•  B^^a  +  A^g    _  Aa  +  B"g  _ 

P  +  a  cos  6  "  a  -H  p  cos  6  ""    ' 

S,  désignant  la  valeur  commune  des  deux  rapports.  Cette  quan- 
tité S,  est  l'inconnue  auxiliaire  que  nous  avons  annoncée. 
Pour  trouver  l'équation  en  S,  remarquons  que  les  relations  (2) 
donnent,  successivement, 

a  (A — S)  +  p  (B"  —  S  00s  0)  =  o. 
a  (B'^ — S  cos  6)  -h  «  (A'  —  S)  =  o . 

Ces  équations,  linéaires  et  homogènes  en  a,  p,  étant  véri- 
fiées par  des  valeurs  de  a  et  de  P  qui,  nous  le  savons,  ne  sont 
pas  nulles  à  la  fois,  nous  obtenons,  pour  déterminer  S,  l'équa- 
tion : 

A- S  B"  — Scose 

B''  — Scose    A'  — S 


zzo. 
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Ed  développant  le  déterminant  da  premier  membre,  Téqua- 
lion  en  S  s'écrit  : 

S'  sin*  0  -  (A  +  A'  —  aB*  cos  8)  S  -h  AA'  —  6"*=  o. 

Il  est  facile  de  vérifier  que  cette  équation  a  ses  racines 
réelles.  Nous  n'insisterons  pas  sur  ce  point,  ni  sur  quelques 
autres  qui  se  rattachent  à  cette  équation  remarquable,  parce 
que  nous  aurons,  dans  la  géométrie  analytique  à  trois  di- 
mensions, l'occasion  de  revenir  sur  cette  question  algébrique. 
On  trouvera  d'ailleurs,  dans  la  leçon  suivante,  une  interpré- 
tation géométrique  des  racines  de  Téquation  en  S. 

Pour  le  moment,  nous  dirons  seulement  comment  on  peut 
déterminer  les  directions  principales,  sans  avoir  recours  à 
réquation  en  S. 

Joignons  Forigine  au  point  directeur,  a,  0,  de  la  direction 
principale  ;  et  désignons  par  (p  Tangle  que  fait  cette  semi-droite 
avec  Ox;  nous  avons  : 

g      _  g 

sin  9'""  sin  (6 — ç)' 

ou 

-  r:  tg  <p  sin  6  —  cos  6. 

En  portant  cette  expression  de  -  dans  Tégalité  (a),  nous 

H 

obtenons,  pour  déterminer  tg  ^,  Téquation  : 

(P)    tg^  ç  sinO  (B"— Acose)+tg9  (A'-hAcos  aO— 2B''  cos  0) 
—  sine(B"  — Acosô)  =  o. 

Cette  équation  du  second  degré  a  deux  racines  réelles,  donl 
le  produit  est  égal  à  —  i .  Ce  résultat  prouve  qu'il  y  a  toiy'ours 
deux  directions  principales,  lesquelles  sont  réelles  et  rectan- 
gulaires. On  voit  aussi  que  la  valeur  de  tg  9  n'est  indéter- 
minée que  si  Ton  suppose,  en  même  temps,  A  cos  0  =  B'^  et 
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A 1=  A'.  Dans  ce  cas,  la  courbe  qui  correspond  à  réqualion 
proposée  est  une  circonférence  ;  et  rindélerminatlon  que  nous 
rencontrons  trouve  son  explication  naturelle. 

Nous  ferons  remarquer  encore  que  dans  le  cas  où  les  axes 
sont  rectangulaires,  Téquation  (P)  devient  : 

B«'tg>+(A'-A)lgç-B^  =  o; 

et  comme  nous  avons  : 

a  tff  ç 


i~tg«?' 

nous  obtenons  la  relation  remarquable^ 


2B 


if 


Lorsque  les  axes  sont  parallèles  aux  axes  de  coordonnées, 
ona  ç  =  o,  et,  par  suite,  B"  —  o.  La  réciproque  est  vraie,* 
l'hypothèse  :  B"  i=  o,  entraîne  la  conclusion  o  zzo.  Ainsi  : 
Lorsque  les  axes  dune  conique  sont  parallèles  aux  axes  de 
coordonnéeSy  le  terme  en  xy  n'existe  pas  dans  r équation  de  la 
conique;  et  réciproquement. 


EXERCICES 

f .  On  considère  un  angle  droit  yox,  et  deux  droites  A,  A',  mobiles  autour 
de  Vorigine  et  symétriques  par  rapport  à  la  bissectrice  de  Vangle  yox  ; 
d'un  point  fixe  A,  placé  sur  ox,  on  abaisse  une  perpendiculaire  AP,  sur  A; 
enfin j  d'un  autre  point  fixe  B,  situé  sur  oy^  on  abaisse  sur  A',  une  perpen- 
diculaire BQ  :  on  propose  de  trouver  le  lieu  décrit  par  le  milieu  de  PQ. 

En  posant  : 

OAzia,  0B  =  6, 
le  résultat  se  présente  sous  la  forme  : 

(àax  —  4bij  +  &•  —  ay  +  1 6  (ay  —  bx)*  zz  (a^  — 6*/, 
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on  Toit  qae  le  lien  est  une  ellipse  dont  le  centre  est  a  Tintersection  des 
droites  qni  correspondent  aux  équations  : 

iax  —  46y  +  ^*  —  a*  zzoj     ay  —  hxz=:o\ 

a  h 

c'est-i-dire  au  point  dont  les  coordonnées  sont  x=  7  ,  y  =r  -  .  Les  direc- 

4  4 

UoDs  principales  sont  celles  des  bissectrices.  Enfin,  en  appliquant  la  mé- 
thode pour  la  réduction  de  Téquation,  od  trouve  que  l'ellipse  trouvée, 
rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes,  a  pour  équation  : 


r4^y  m 

%,  Démontrer  que  si  9  désigne  V angle  d*une  direction  principale  avec  ox, 
0  refrrésentant,  comme  toujours,  l'angle  des  axes^  on  a  : 

.    .  B''  — Acose 

tg  af  =  2  sin  6  — 


A'  +  A  cos  ae  —  aB"  cos  0 

On  prend,  pour  point  de   départ,  l'équation  (P),  (|  9o5),  el  on  utilise 
les  formules  connues  : 

1  -f-cos  aç  ^  2  cos*(p,     1  —  COS  29  :=  a  sîn*^»    sin  a^  iz  a  sin  ^cos  f . 

S.  Réduire  l'équation  : 

aî«(6X»  +  1)  +  y*  (X»+ 6)  +  iolxi/  —  2X  (6X*  -|-  5X  +  1) 
—  ay (X« -h  5X+  6)  -f  6X*+  loX -f-  6  z=  0. 

On  voit  d'abord  que  les  coordonnées  du  centre  sont  ar=y  =  1  ;  on  trouve 
ensuite  tg  9=X.  et  Téquation  cherchée  est,  finalement, 
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LES     INVARIANTS 


MMI.  DéBnlÉlon  des  invariants (*}.  Soit  une  forme  qua- 
dratique U,  des  lettres  a?, y  ,2, 

Si  Ton  effectue  une  transformation  algébrique  de  celle 
forme  au  moyen  des  formules  suivantes  : 

a?=aX+a'Y  +  a% 
y  =  6X  +  6'Y  -I-  V7., 

et  si  une  certaine  fonction  des  coefficients,  et  de  Tangle  8  des 
coordonnées,  conserve  la  même  valeur,  après  la  transfor- 
mation, quels  que  soient  les  paramètres  a ,  a' ,  a^  ;  6 , 6%  6"^  ;  on 
dit  que  cette  fonction  est  un  invariani  de  la  forme  proposée. 


1.  On  a  donné  pour  les  invariants,  des  définitions  diverses;  celle  que 
nous  adoptons  ici  n*est  pas  aussi  générale  que  celle  que  Ton  propose  ordi- 
nairement dans  l'étude  des  formes  algébriques  ;  mais  elle  suffit  aux  déve- 
loppements que  nous  avons  en  vue  et  elle  nous  parait  correspondre 
nettement  à  [l'idée  que  Ton  doit  se  fiiire^  dans  la  géométrie  analytique 
cartésienne,  de  la  propriété  de  l'invariance. 
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!•  Lorsqu'on  passe  cTun  système  yoxy 
ée angle  6,  à  un  système  YO'X,  d^ angle  6';  les  fonctions  : 

^~     sirfO     '      "^^  sia*6  ' 

jouissent  de  la  propriété  de  l'invariance:  A,A',B'',  représentant 
les  coefficients  des  termes  en  x*  en  y*  et  en  xy^  dans  la  forme 
ternaire. 

Pour  passer  du  système  yox  au  système  YO'X  on  peut  ima- 
giner que  l*on  effectue  d'abord  un  transport  des  axes  oxy  oy, 
parallèlement  à  eux-mêmes  ;  puis^  celte  première  transforma- 
tion une  fois  produite,  qu'on  fasse  une  rotation  des  axes 
transportés,  autour  de  la  nouvelle  origine  0'.  Le  premier 
calcul  ne  modifie  pas  les  termes  du  second  degré  et  nous 
avons  seulement  à  reconnaître,  pour  établir  le  théorème  en 
question»  que  les  fonctions  p  et  a  sont  invariantes  quand  on 
change  les  axes,  en  conservant  Torigine. 
Posons  : 

u:skx'  +  k'y'+2B'xy, 

et. 

Nous  avons  : 
(A)    Xtt 4-  ixtj  s:  (XA  +  \k)x*  +  (XA'+[A)y*4-  a ÇkB"+\».cos^)xy. 

;  Si  nous  effectuons  un  changement  de  coordonnées  autour 

c-   '   de  l'origine,  les  formules  de  transformation  sont  : 

a;  =  aX-|-a'Y, 

^^  y  =  0X  +  3'Y; 

et  les  fonctions  u  et  v,  prennent  des  formes  nouvelles  U ,  V 
qui  sont  quadratiques  et  homogènes  par  rapport  aux  lettres 
"^-        X,  Y.  Nous  pouvons  donc  poser  : 

^  Us:aX*  +  a'Y*-|-2Ô''XY, 

^  V  s:  X*  +  Y*  +  aXY  cos 6'. 
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Celte  dernière  égalité  a  déjà  été  établie  précédemment 
(§  5o).  Disposons  maintenant  des  paramètres  X,  jjl  de  façon 
que  le  second  membre  de  (A)  soit  un  carré  parfait.  Nous  avons 
alors  à  vérifier  l'égalité  : 

ÇkB"  4-  II  cos  ey  =  (X  A  +  '^)  (X  A'  + 1^^)  > 
ou  ]a  suivante, 
(B)    X\AA'  —  B''*)  4-  Xji. (A  -I-  A'  -  txB"  cos  0)  -h  ji/  sin*0  =  o. 

D'ailleurs,  Pidenlité, 

Xw  -h  jxv  s:  XU  4-  |J^V, 

prouve  que  si  X  et  (a  sont  des  racines  de  Téquation  (B), 
XU  -h  |aV  est  un  carré  parfait.  Il  résulte  de  là  que  si  dans  (B), 
on  change  0  en  6',  et,  respectivement,  A ,  A',  B";  en  a,  a',  6' ; 
cette  équation  admet  les  mêmes  racines  pour  X  et  (a.  On 
a  donc, 

AA'  —  B''*      A  +  A'  —  aB"  cos  0  _  sin'e 


tA/* 


aa'  -  b'*  ^  a-ha'  —  a6"cos  0'      sin*  6 
Les  fonctions  : 

AA^  —  B'^'      A  +  A^  —  aB'^cose 
sin*e     '  sin'O 

sont  donc  des  invariants  quand  on  passe  du  système  yox,  à 
un  autre  système  quelconque  YO'X. 

A 

908.  Théorème  II.  Le  rapport  izz ,  du  discrimi- 

sin'6 

7iant  de  t équation  d'une  conique^  au  carré  du  sinus  de  V angle 

des  axeSf  est  une  fonction  invariante^  quand  on  passe  d'un 

système  d'axes^  à  un  autre  système. 

Soit  ;  Urro, 

U  s:  Aa;'  -h  M  y  +  'iB"xy  -h  iByz  -}-  ^B'x.z  -f  k'z* , 

réquation  d'une  conique  dans  le  système  yox.  Effectuons 


LES  INVARIANTS  2T7 

nne  transformation  de  coordonnées  pour  passer  au  nouveau 
système  Yo'X.  Les  coordonnées  qui  servent  à  celte  transfor- 
mation sont  (§  46  et  47), 

j  0?  =  aX  +  a'Y  +  a'^Z, 
^    ^     iy=PX  +  P'Y4-&^Z. 

L^équation  proposée  devient  :  U,  =  0, 

U,  =:  aX*  +  a'V  +  îô'^XY  -h  a6YZ  +  26'XZ  -f-  a"?:, 

et  l'on  a  U,  3:  U,  si  Ton  suppose  que  Ton  remplace  dans  le 
second  membre  a;  et  y  au  moyen  des  formules  (T). 
Considérons  maintenant  un  cercle  C,  de  rayon  R,  et  soit 

V  =  o, 

V  s:  X*  H-  y*  -f-  ^^V  ^08  0  -4-  ^^Ixz  +  Myz  H-  P^*, 

son  écpiation  dans  le  système  yox.  Après  la  transformation, 

V  devient  V^,  en  posant  : 

V,  s:  X*  -k  V  +  aXY  cos  6' -*-  awiXZ  4-  anYZ  4-pZ*. 

Nous  nous  appuyons  encore  ici  sur  la  remarque  que  nous 
avons  rappelée  dans  le  paragraphe  précédent  et.  en  vertu  de 
laquelle,  la  forme  : 

^'  -H  y*  +  ^oûy  cos  e 
devient  identiquement,  après  la  transformation, 

X«  +  Y*^-2XYcosO'. 


Des  identités  : 


on  déduit, 


UsU,,     V=:V, 


(i)    XU  +  i^.V=:XU,+iiLV, 


Disposons  maintenant  des  paramètres  X  et  [a  de  façon  que  la 
forme  ternaire  du  premier  membre  de  celte  identité  soit  la 
somme  de  deux  carrés.  En  écrivant  que  son  discriminant 
est  nul,  nous  avons  l'équation  : 
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AX  +11.  B'^  +  iACOsO    B'X+NjJL 

B'T.+picose    A'X  +  |A  EX  41*11. 

B'X  -h  Ni*  BX  +11.M  A'X+P|x 


:z:  o. 


En  développant  ce  déterminant  nous  obtenons  la  relation 
suivante  : 

(2)    AX'  +  FXV  +  G[k\ -h AoiA*  =  o, 

dans  laquelle  A  désigne  le  discriminant  de  la  forme  U,  et 
Ao  celui  de  V.  Nous  rappelons  ici  que  Ton  a,  par  une  formule 
connue  (§  89), 

* 

R*sin64- Aozzo. 

Formons  maintenant  le  discriminant  de  la  forme  XU,  -f-  piVi, 
nous  obtenons,  entre  X  et  (x,  la  relation  : 

(3)    A'X»  H-  F'XV + O'A  +  Kv-*  =  0- 

D^aiUeurs  les  équations  (a)  et  (3)  doivent  avoir  les  mêmes 
solutions;  ceci  résulte  de  Hdentité  (1),  les  deux  membres  de 
cette  identité  devenant  une  somme  de  deux  carrés  pour  les 
mêmes  valeurs  de  X  et  de  (a. 

Nous  déduisons,  de  cette  remarque, 

W)     77  -  X7- 


D'autre  part  (§  89),  les  égalités  : 


donnent, 


R*  sin*  e -f  A.  =  o,    R*sin*e'4-A;=o; 


sin'e 


^^^     Ai  ~  sin*  e' 


Nous  avons  donc,  par  comparaison  des  égalités  (4)  et  (5), 

A  _  sin'  e  . 
A'~8in'»'' 
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OU,  enfin, 


sin'O      sin'O' 

>.  On  peut  objecter  à  la  démonstration  précé- 
dente que  deux  équations  du  troisième  degré  peuvent  s'an- 
nuler pour  les  menées  valeurs  de  x^  sans  être  identiques  et  sans 
avoir,  par  conséquent,  les  coefficients  proportionnels.  En  effet, 
il  suffit  d^imaginer  que  la  première  équation  ayant  pour 
racine  double  x\  et  pour  racine  simple  x'^  Tautre  ait  pour 
racine  double  af^  et  pour  racine  simple  a/. 

Mais  cette  circonstance  particulière,  exigeant  que  les  équa- 
tions (2)  et  (3)  aient  des  racines  multiples,  ne  peut  avoir  lieu 
pour  tous  les  cerclesC,  les  paramètresM,  N,  P  étant  arbitraires. 


APPLICATIONS  DES   INVARIANTS. 


MM.  Équation  aux  earrés  des  long^enrs  des  demi- 
axes.  Nous  avons  vu  plus  haut  (§  201),  que  dans  les  coniques 
à  centre,  l'équation  : 

(1)    Aa;'4-Ay-haB"a;y4-2By-f  2B'a?-|-A''=io, 

pouvait  toujours  être  réduite  à  la  forme, 

(2)    MX'  +  NY*  — Pzzo; 

les  nouveaux  axes  étant  rectangulaires.  Cette  transformation 
peut  se  faire  par  les  formules  : 

a?  =  aX -I- a'Y  +  a% 
y  =  6X-|-6T  +  6% 
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et  Ton  peut,  par  conséquent,  appliquer  aux  équations  (i) 
et  (2)  les  théorèmes  précédents.  On  trouve  ainsi  : 

„      _      A-+-A'  — îBVosO 


(I) 


sm'O 

--^f 

sin'e 

—MNP-     ^    -T. 

^ 

sin'Ô 


Les  carrés  des  demi-axes  ont  pour  valeur,  d'après  Téqua- 

P      P 
tion  (2),  T7  et  -  ;  par  suite,  Téquation  qui  donne  ces  longueurs 

est: 

P(M  +  N)     ^ 

MN  ^MN 

A 

Les  égalités  (I)  donnent  pour  P  la  valeur  —  —  #  et  Ton  a, 

0 

finalement, 

,, ,    ^,      A  +  A'  —  iW cosO  ^ ^      A' sin* 0 

(A)    Z"H-— î: _ AZH ;^^ — r=o, 

0  0 

ou, 

t 

P  P 

C'est  réquation  que  nous  voulions  obtenir. 

ISIO.  Calcul  dn  paramétre  de  la  parabole.  Si  Téqua- 
lion  (i)  représente  une  parabole,  nous  savons  que,  par  une 
transformation  linéaire,  on  peut  toujours  ramener  son  équa- 
tion à  la  forme  : 

mY*  — 2nX  =  o. 

La  forme  de  la  courbe  dépend  seulement  de  la  valeur  du 

n 
rapport—;  c'est  ce  nombre  qui  détermine  la  forme  de  la 

courbe.  Nous  poserons  p  =:  —  ,  jo  est  nommé  le  paramètre  de 
la  parabole  \  nous  nous  proposions  de  le  calculer. 
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Les  invariants  donnent  les  relations  : 

A  +  A'— 2B"cosO 

W—  ■ T- 

sin*e 
(J) 

—  mn*  zz 


sin'O 
et  Ton  a,  par  suite, 

A  sin*  6  —  X 


(A')    p'^ 


(2B''cose— A  -A')*       ff' 


• 


5611.  Invarianis  absolus.  Pour  appliquer  les  théorèmes 
sur  les  invariants,  on  doit  bien  observer  que  la  nouvelle 
équation  a  été  obtenue  :  i""  en  effectuant  la  substitution  li- 
néaire^ 20  en  calculant  les  nouveaux  coefficients  des  termes 
enX*,Y*,  etc. ..  C'est  dans  ces  conditions,  bien  déterminées j 
que  les  formes  algébriques  que  nous  avons  signalées^  ont  la 
propriété  de  Tinvariance. 

Soit  f{XyyyZ):=:o  l'équation  de  la  conique  proposée  dans 
le  système  yoXy  et  soit  F(X,Y,Z)=:o  Téquation  de  celte 
même  conique,  dans  le  nouveau  système.  On  appelle  inva- 
Hftats  absolvs,  ou  encore,  invarianÉs  de  coorbe  des 
fondions  de  coefficients  qui  conservent  la  même  valeur,  quand 
on  considère  les  équations  de  la  même  courbe,  dans  deux 
systèmes  d'axes  différents. 

Dans  le  cas  des  coniques  à  centre,  les  coefficients  de  Téqua- 
tion  (A)  sont,  pour  une  raison  évidente,  des  invariants  abso- 
lus. Dans  le  cas  de  la  parabole,  S,  et 

^  (2B"cose— A  — A7' 

sont  aussi  des  invariants  absolus. 
^19.  Similitude  de  deux  <M»nrbes  du  seeond  ordre. 

Deux  paraboles  sont  toujours  semblables,  puisque,  en  dépla- 
çant Tune  d'elles  on  peut  toujours  lui  donner  le  même  axe  et 
le  même  sommet  que  l'autre.  Dans  ces  conditions,  les  deux 
courbes  ayant  pour  équation,  respectivement, 

2/*  —  2px  zz  0,    y*  —  2p'x  n  o, 
nous  savons  qu'elles  sont  homothétiques  (§  189). 
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Nous  nous  proposons  de  chercher  la  condition  que  doivent 
vérifier  les  coefficients  des  deux  équations  : 

ax*  -H  a'y*  -+-  2b'^xy  +  2by  -h  ^b'x  +  a^'=,o^ 

pour  que  les  coniques  qui  leur  correspondent  soient  sembla- 
bles. 

11  suffit  d'exprimer  que  le  rapport  des  carrés  des  axes  est 
le  même  pour  les  deux  courbes.  On  voit  d'ailleurs,  facilement, 
que  si  deux  équations  : 

sont  telles  que  le  rapport  des  racines  de  la  première  soit  égal 
au  rapport  des  racines  de  la  seconde,  on  a  : 

OY-     «Y 

En  appliquant  cette  relation  aux  coefficients  des  équations 
qui  font  connaître  les  longueurs  des  carrés  des  demi-axes  des 
deux  coniques  données,  on  trouve  la  condition  : 

(A  -h  M  —  aB^  cosO)'  _  (a  +  a^ — 2&^cose)' 
AA'  — B*^*  —  M'  —  b'* 

Nous  allons  donner  une  interprétation  géométrique  de  cette 
égalité.  Les  directions  asymptotiques  des  courbes  du  second 
ordre  sont  celles  des  droites  qui  correspondent  à  lëquation  : 

Aa?"-^Ay-f  aB^'ay^o. 

Si  nous  désignons  par  V  Tangle  deces  droites,  nous  avons, 
par  application  d'une  formule  connue  (§  60), 

^   „       ,  2  sin  6  )/W*  —  AA' 

Tff  V  =  + . 

^  ^A  +  A'— aB'^cose 

En  rapprochant  cette  formule  de  la  relation  trouvée  au 


/ 
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paragraphe  précédent  nous  voyons  qae  la  condition  qui 
exprime  que  deux  coniques  sont  semblables  est  susceptible 
de  cette  interprétation  géométrique  :  deux  coniques  sont  sem- 
blables lorsque  les  angles  formés  par  deux  droites  parallèles 
à  leurs  directions  asymptotiques  sont  detuc  figures  superposa- 
blés. 

Cet  énoncé  sous-entend  que  Ton  accepte  une  [expression 
imaginaire  pour  le  rapport  d^homothétie  de  deux  coniques. 

918.  Xhéorémes  dTApollonias  {2^  détnonstration).  On 
peut  encore  déduire  des  invariants  une  démonstration  très 
simple  des  théorèmes  d^ApoUonius. 

Soit, 

(i)    mX*-»-nY*  — pz=o^ 

réquation  d'une  conique  à  centre  rapportée  à  ses  axes  ;  et 
soit, 

(a)    m'X'*-hw'Y'*— i>'  =  o, 

réquation  de  cette  même  conique  rapportée  à  deux  diamètres 
conjugués.  On  peut  passer  du  système  (i)  au  système  (a)  par 
une  transformation  linéaire,  au  moyen  des  formules  : 

X  =  aX' ■+- a'Y', 
Y  =  6X'  +  6'Y'. 

On  a  d'abord  p  :=p',  et  Ton  peut  appliquer  aux  coefficients 
m,  n;  m' n'  ;  le  théorème  I.  On  obtient  ainsi  les  égalités  : 


^m'  -{^n' 
sin*e' 


^+^=       --.«A/     ' 


mn  = 


m'n' 


sin'e' 
Ces  relations  donnent  les  suivantes  : 

P  .P^P    tP 
m ,    n      m      n 

mn     min 


284  VINGT  ET  UNIÈME  LEÇON 

Ces  égalités  sonl,  précisément,  celles  que  nous  avons  trou- 
vées plus  haut  (§  202),  et  qui  conduisent,  comme  on  Ta  vu,  aux 
théorèmes  d'Apollonius. 

Î81A.  Théorème.  Lorsqu'on  effectue  une  transformation 
de  coordonnées,  pour  rapporter  une  courbe  du  second  ordre  à 
son  centre  et  à  ses  axes,  V équation  réduite  est  : 


S',  S''  désignant  les  racines  de  l'équation  en  S. 

Nous  avons  vuqueTéquation  réduite  des  coniques,  rappor 
tées  à  leur  centre  et  à  leurs  axes,  était  (§  209), 

mX*4-wY* — p  1=0, 

et  que  les  coefficients  m  n  p^  vérifiaient  les  relations  : 

A  +  A'— 2rrcosO 
m  -|-  71  — 


sin*  6 

0 


mn  — 


sin"  0' 


A 
—  mnpzz-:--, 

sinti 

ces  deux  dernières  donnent,  par  combinaison,  et  comme  nous 
Tavons  déjà  fait  remarquer,  au  paragraphe  cité, 

A 

0 

D'autre  part,  l'équation  en  S  étant  (§  2o5), 

S*  sin'  0  —  (A4-A'— 2B''cosO)  S  +  AA'  — B''"  -  o; 
on  a; 

A  +  A'  —  2B''  cos  0 


S'  +  S"- 


sin*e 


sin*  0 


I 


L£S  INVARUNT8  SSS 

et,  {MUT  suite, 

S'  +  S'^^iw  +  n, 

A 

Ainsi  on  a  :  S'  =  m,  S'^  =:  m,  et  —  p  r:  ---  ;  réquation  réduite 

0 

est  donc,  finalement^ 

0 


BX8RCICB8 

i .  Démontrer  que  si  une  corde  AB  d'une  conique  est  vue  du  centre  0  sous 
101  angle  droit,  la  distance  du  centre  à  la  droite  AB  est  constante. 

On  peut  reconnaître  cette  propriété  en  remarquant  que  Ton  a  :r=7  4"=rT 

OA        OB 

=  A4- A'  ;  A  +  A'  étant  un  invariant,  z^^  +  =7  ^  ^^^  valeur  fixe. 

OA       OB 
t.  Exprimer  que  les  deux  droites  qui  ont,  respectivement,  pour  équation  : 

U  =  oa?  H-  6y  +  c^  =:  0, 

M  coupent  sur  la  conique  qui  correspond  à  téquation  : 

f[x\y,z)=zliaf  +  lLy  +  2B''xy+2By  +  2B'x  +  /i'zzo. 

On  peut  trouver  la  condition  deman4ée  sous  la  forme  d'un  déterminant 
eo  remarquant  que  la  forme  quadratique  9  : 

<»otre  les  lettres  x, y, z,u,v;  a.  un  discriminant  nul. 
On  a,  en  effet, 


©i  s /i -h  wa  4- «a' 

çyS/y  +  ti6  +  t)6' 
(pîsr/i  +  ttC  +  Dc' 
'  (flszax-\'by  +  cz 
^J  z  a'x  -h  Vy  4-  c'-s. 
Di  L.  ToHB  II.  a<f 


% 


4AA 


EXERCICES 


D*autre  part,  Tidentité  d'EuIer, 


a? /"^  4- y/y  +  ^/'i  =  «Z*  (a;, y ,  2) 


prouve  que  si  les  équations  : 


f{x,y,z)=:o,     Vzzo,    V  =  o, 
ont  une  solution  commune  x,yyZ,  on  a 

Les  équations,  linéaires  et  homogènes, 


«; 


admettent  doue  une  solution  non  nulle;  le  déterminant  de  ces  équations 
est  donc  nul. 

En  désignant  par  A  le  discriminant  de  l'équation  de  la  conique,  le  résul- 
tat clierché  peut  s'écrire  : 


a  a 

h  V 

c  d     —  0. 

a    h    c    0  o 

al   b'   c'   0  o 
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ÉQUATION    OÊNÉRALK   DES   CONIQUES 

FORMULES    DIVERSES 


91  &.  Rmppelde  fonnales  troavées.  L^équation  géné- 
rale des  courbes  du  second  ordre  étant  f  (ar,  y,  z)  ir  o  ; 

/•(a:, y , s)  =:  kx^  4-  A V  •  f-  2B''a;y  +  aBy  -4-  2B'ir  4-  A", 

nous  nous  proposons  de  trouver,  d'après  cette  équation,  quel- 
ques propriétés  de  ces  courbes,  nous  réservant  de  les  étudier 
ensuite  plus  particulièrement,  au  moyen  des  équations  ré- 
duites établies  précédemment.  Nous  rappellerons  d*abord 
quelques  formules  que  nous  avons  déjà  démontrées. 

fo  TAngento.  Les  coordonnées  du  point  de  coni^act  étant 
^0)  Vvi  Zo',  réquation  de  la  tangente  est, 

ou,  .  (§  ijS) 

^Polaire.  En  désignant  pariro,yo,  ^oles  coordonnées  du 
pôle,  l'équation  de  la  polaire  est,  comme  celle  de  la  tangente, 

ou,  (§   121) 

8«  Faiseeaa  des  iMngente».  D'un  point  dont  les  coordon- 
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données  sont  o^,  y^  Zo,  partent  deux  tangentes  ;  Tensemble  de 
ces  denx  droites  a  pour  équation  : 

4l«  Dlreetions  asiymptotiqaes.  Si  Ton  désigne  par  c  le 
coefficient  angulaire  d'une  de  ces  directions,  c  est  racine  de 
réquation  : 

AV  H- aB'^c -f- A  =:  o.       (§  i43) 

B"^  Hyperbole  éqnllatère.  Pour  qu'une  courbe  du  second 
ordre  soit  une  hyperbole  équilatère,  il  faut  et  il  suffit  que  les 
deux  droites  qui  correspondent  à  Téquation  : 

Ax*  -h  A'y*  H-  aB^xy  =  o, 

soient  rectangulaires.  La  condition  cherchée  est  donc  : 

A  +  A'  — aB-^cose^o.     (§60) 

••FaiseeMi  des  asymptotes.  L'ensemble  des  deux 
asymptotes  est  donnée  par  l'équation  : 

A/;  V  A/;-  ^^Yjy  =  0.      (§  143) 

On  peut  aussi  prendre  pour  Tensemble  des  deux  asymp- 
totes  l'équation  : 

Celte  seconde  forme  peut  se  déduire  de  la  précédente;  on 
l'obtient  aussi,  soit  en  considérant  les  asymptotes  comme 
étant  constituées  par  le  faisceau  des  tangentes  issues  du 
centre;  soit  aussi  en  appliquant  l'identité  (c)(§  196).  Cette 
identité  donne,  en  supposant  A^o, 


A-.î')-T=xKf)' 


P  et  Q  étant  des  fonctions  linéaires.  Si  S  est  négatif,  le  second 
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membre  est  décomposable  en  deux  facteurs  et  Ton  peut 
écrire, 

En  appliquant  un  théorème  précédent  (§  i55),  on  voit  que 

les  asymptotes  sont  les  droites  non  parallèles^  qui  ont  pour 

équatiou  :  Tune  U  =  o,  Tautre  V  =:  o.  Ainsi  :  t ensemble  des 

asymptotes  s*obtient  en  retranchant,  de  l'équation  proposée,  le 

A 

0 

9*  Centre.  Lorsque  3  est  différent  de  zéro,  la  conique  pro- 
posée a  un  centre  qui  est  au  point  de  concours  des  droites 
qui  correspondent  aux  équations 

f'^zzo,    fy  =  o.      (§177) 

Les  coordonnées  de  ce  point  peuvent  se  calculer  par  les 
formules  suivantes  : 

_  BB^  —  A'B^  _  b'         _B^B"-~AB_6 
^"AA'-B'^'    "■^'    ^-^Ak^-B'^'^a"'    ^^'^7; 

8*  Diamètre.  En  désignant  par  a,  0  les  coordonnées  d'un 
point  fixe  P,  le  diamètre,  lieu  des  milieux  des  cordes  paral- 
lèles à  la  droite  qui  joint  l'origine  au  point  P,  a  pour  équa- 
tion : 

<  +  3/;  =  o.      (§182) 

9«  Direetioiis  conjosnées.  Si  Ton  désigne  par  m  et  m' 
les  coefficients  angulaires  de  deux  diamètres  conjugués, 
on  a: 

A'mm'  H-  B''  (77> 4-mO  +  A  =  0.      (§  i84) 

10«  IHamétres  conjosués.  L'équation  qui  donne  l'en- 
semble de  deux  diamètres  étant  : 
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OU, 

Si  ces  diamètres  sont  conjugués  les]  paramètres  m  et  m' 
doivent  vérifier  la  relation  : 

A'mm'  +  B'^  (m  +  m')  -h  A  =  o. 

Ces  deux  égalités  donnent,  par  combinaison, 

'    by;  -  (A+ A'x)  rLr, + ^"^r;  =  «. 

Dans  cette  équation,  on  doit  considérer  X  comme  un  para- 
mètre arbitraire  représentant  le  produit  des  coefficients  angu- 
laires des  deux  diamètres  conjugués  qui  lui  correspondent. 

1 1«  Grandeur  des  axes.  En  supposant  S  ;zf  o,  les  carrés 
des  longueurs  des  demi-axes  sont  les  deux  racines  de  Téqua- 
tion  : 

„.  .  A-4-A'— aB^cosÔ  .^      A'sin'6  ,^,     ^, 

7^  H ;ï AZH ^7-=o.      (§2o8) 

0  0 

19°  Paramétre  de  la  parabole.  Lorsque  Ton  a  S  =  o, 
le  paramètre  de  la  parabole  peut  se  calculer  par  la  formule  : 

A 
p*  =  -^ : .    (§  aoo) 

(2B''cose  — A  — A')'sin'e     ^"^     ^' 

Nous  allons  maintenant  ajouter,  à  ces  formules,  quelques 
résultats  nouveaux. 

91  G.  DIreetions  prinelpales.  Les  directions  principales, 
comme  nous  Pavons  déjà  dit,  sont  celles  qui  jouissent  de  la 
double  propriété  d'être  conjuguées  et  rectangulaires. 

En  désignant  par  m  et  m' les  coefficients  angulaires  des 
directions  principales,  on  a  : 

A'mm'  -h  B'  (m  -h  m')  -4-  A  z=  o, 
wm'-4-(m-+-w')cosO-h  t  =ô. 
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Si  ron  écarte  le  cas  du  cercle,  celui  où  Ton  a  : 

1  ^  cos  0  ""  1  * 
ces  égalités  donnent  : 

A  — A'  ,      B'^  — Acose 

A'cosô— B"  A'cosô  — B" 

On  peut  donc  considérer  les  directions  principales  comme 
étant  les  racines  de  Téquation  du  second  degrés 

(A)    W{k!  cosO  — B'')-h (A'  — A) M-h B"  — Acos 6 1=  o. 

Il  est  facile  de  reconnaître  que  cette  équation  a  ses  racines 
réelles  :  et  que,  par  suite,  comme  nous  Tavons  déjà  vérifié 
(I  io5),  il  y  a  dans  les  coniques  deux  directions  principales 
réelles.  Formons,  à  cet  effet,  la  fonction  caractéristique  U  : 

U  s:  (A'—  A)*  +  4(8"  —  A'  cos  0)  (B"  -  A  cos  6). 

Nous  avons  d'abord, 

13  =  48^^  —  48"  cos  e  (A  -h  A')  -h  (A  —  A')*  +  4  AA'  cos*  8  ; 

puis. 

Us]  aB'  — (A+A')cosej*-h(A  — AO'  — (A  +  A7co8*e 
+  4AA'cos*e;  ^ 

ou,  enfin, 

U=:|  aB'' —  (A  +  A')  COS  0  |*-f-(A  — A'/sin^O. 

Cette  identité  prouve  que  U  est  une  quantité  toujours  posi- 
tive et  qui  ne  peut  prendre  la  valeur  zéro  que  si  Ton  sup- 

pose  \  kz=.Mzz .  Mais,  dans  ce  cas  particulier,  la  conique 

cos  6 

pToposée  est  une  circonférence  ;  en  même  temps,  on.  yo.it  que 

l'équation  (A)  se  réduit  à  une  identité  et  ce  réspjtat  s.'ef- 

pfique  en  observant  qu'il  y  a,  en  effet,  dans  le  cercle,  une 

infinité  de  directions  principales. 


292  VINGT-DEUXIÈME  LEÇON 


91 V .  ikMgmmÉêmn q^mOnMqum  des  axes.  D*après  la 

nition  donnée  précédemment  pour  les  axes  (§  i85),  Taxe 
d'une  conique  est  le  diamètre  conjugué  des  cordes  parallèles 
à  une  direction  principale. 

Soient  a,  0  les  paramètres  qui  définissent  une  direction  prin- 
cipale. Ces  paramètres  vérifient  la  relation  : 

(t)    P'(A'cose-B'')+a^(A'— A)^-«»(B''— Acosô)  =  o. 
Le  diamètre  correspondant  a  pour  équation  : 

Désignons  par  07,  y  les  coordonnées  d'un  point  qaelconque 
pris  sur  Tun  des  axes,  les  égalités  (i)  et  (a)  seront  vérifiées, 
simultanément,  par  les  nombres  «>  ^  ;  a?,  y  ;  nous  pouvons  donc 
dire  que  x^y,  vérifient  aussi  Tégalité  suivante  : 

r;(A'co8e-.B')4-r/,(A-A')+r;(B'-Acoso)=o. 

Dans  le  cas  des  coniques  ayant  un  centre,  cette  équation  du 
second  degré  représente  Tensemble  des  deux  axes. 

Nous  allons  examiner,  dans  le  paragraphe  suivant,  le  cas 
particulier,  et  remarquable,  de  la  parabole. 

918.  ÉqaatloBderaxe  de  la  parabole.  Lorsqu'on  sup- 
pose AA'  =  B'^,  réquation  (A),  (§  ai 3),  se  décompose  ration- 
nellement en  deux  facteurs.  On  trouve,  en  effet, 

U  =  (aB'cose  — A  — A7; 

par  suite,  Téquation  (A)  donne  pour  M  deux  racines  qui  sont  : 

j^,_B"cos6  — A^  A  — B^cosO 

A'  cos  6  —  B''  '  ""a'  cos  0  —  B*' 

Considérons  d*abord  la  racine  M''  ;  la  valeur  de  M'  est  tou- 
jours bien  déterminée,  même  quand  on  suppose  que  Ton  a  : 

A^B^cose,    et,  B^rrA'cose 
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En  eflél,  réquation  (A)  prouve  que  dans  Thypothèse  où 
nous  nous  plaçons,  Tune  des  racines  M' devient  infinie  et  que 
la  seconde  racine  M'  a  pour  valeur  —  cos  0.  Le  diamètre  qui 
correspond  aux  cordes  dont  le  coefficient  angulaire  est  M' 
a  pour  équation  : 

(Ax-hBV+B')  (A'cose— BO  +  {B''a:-hA'y-+.B)  (A— B^cosO)=o. 

En  développant  les  calculs,  on  voit  que  cette  relation  se 
réduit  à  la  suivante: 

AB  —  B'B'  -♦-  cos  e  (A'B'  —  BB")  =  o. 

AA' 
En  remarquant  que  B''  =  -57- ,  cette  égalité  peut  s'écrire 

SOUS  la  forme  : 

(i)    (AB  •  B'BO  (A'  cos  e  —  B'^)  z=  0. 

On  peut  maintenant  distinguer  deux  cas  selon  que  Ton  a  : 

A'co8  6^B*?do,    ou    A'cosO  — B^rro. 

Dans  la  première  hypothèse,  l'égalité  (t)  se  réduit  à  la  soi- 
Yante: 

AB  — B'B^rro, 

el  comme  Ton  a,  dans  le  cas  de  la  parabole^ 

—  AA  =  (AB-B'B7, 

on  voit  que  le  diamètre  qui  correspond  à  la  direction  M''  est 
r^eié  à  Finfini  si  A  n'est  pas  nul,  c'est  à  dire  si  la  conique 
proposée  est  une  vraie  parabole.  Ce  résultat  s'explique  en 
observant  que  M'  est  le  coefficient  angulaire  des  cordes  pa- 
rallèles à  la  direction  singulière  de  la  courbe.  Si  l'on  suppose, 
i^Q  contraire,  A  =:  o  ;  le  diamètre  correspondant  à  la  direction 
considérée  est  indéterminé.  Cette  conclusion  trouve  son  ex- 
plication dans  ce  fait  que  la  courbe  proposée  est  constituée 
par  un  système  de  deux  droites  parallèles  et  que  la  direction 
donnée  est  précisément  celle  de  ces  droites  :  or  l'on  peut 
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considérer  une  perpendiculaire  quelconque  à  deux  droites 
parallèles,  comme  un  axe  de  symétrie  de  ce  système.  De  là 
rindétermination  signalée  par  l'analyse. 

Si  nous  supposons  maintenant  que  Ton  ait  :  A'cos  6 — B'  zi  o  ; 
conune  B*^  =r  AA',  on  a,  aussi,  B"  cos  0  —  A  =  o  :  la  valeur  de 

H'  se  présente  sous  la  forme  -  »  mais,  comme  nous  Tavons 

déjà  remarqué  tout  à  Tbeure,  cette  indétermination  n'est 
qu'apparente,  et  la  valeur  de  M^  est  — cosO.  Le  diamètre 
correspondant  a  pour  équation  : 

kx  -f-  Wy  -h  B'  —  cos  e  {Wx+  k'y  -h  B)  z=  o , 

ou,  après  réduction, 

B'  — Bcos6=:o. 

Le  premier  membre  de  cette  égalité  ne  peut  être  nul, 
dans  rhypothèse  présente,  que  si  Ton  a  AB  —  B'B"  ■=.  o,  et, 
par  suite,  A  =  o. 

En  résumé,  le  diamètre  qui  correspond  à  la  racine  M"  est 
toujours  rejeté  à  Tinfini,  lorsque  la  courbe  proposée  est  une 
vraie  parabole. 

Enfin,  à  la  racine  M'  correspond  un  diamètre,  qui  est  Taxe 
de  la  parabole,  et  qui  a  pour  équation  : 

(A'  cos  e  —  B'^)  /;  —  (A'  —  B''  cos  0)  /;  =  o. 

91L9.  Éqaation  de  la  tang^ento  an  sommet  de  la  fia- 
rabole.  Cherchons  d'abord  l'équation  générale  des  tangentes 
à  la  parabole,  en  fonction  du  coefficient  angulaire.  Soit, 

kaf  +  Ay  +  -^Wxy  +  aBy  -f-  iB'x  +  A"  =  o , 
l'équation  de  la  parabole  proposée  P  ;  et  soit, 

y  zrwur-4-n, 

l'équation  d'une  droite  A,  tangente  à  P.  Les  abscisses  des 
points  communs  à  P  et  à  A,  sont  données  par  l'équation  : 

kx^  +  A'  {mx  -h  n)  *+  i&'x  {mx  +  7i)  +  2B  {mx  +  n) 
+  2B'x  4-  A''  s  o; 
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en  développant  les  calcolsy  cette  équation  s'écrit  : 

ic^(A-haB''m+AW)-|-aa;  (B'  -hBm4-B''n-hA'mw)  -f  A" 
-h  2Bn  +  AV  =  o. 

Pour  que  la  droite  A  soit  tangente  à  P,  il  est  nécessaire  et 
suffisant  que  la  relation  : 

(ff +Bfn+B''n+A'mn)* -(A+aB^m+A'm'XA'+aBn-hA  V)  =:  o, 

soit  vérifiée.  En  tenant  compte  de  l'égalité  :  A'A  — B^'izo, 
cette  relation  peut  être  simplifiée  et  elle  devient  : 

an  {  C A'B'  —  BB")  m  -h  B'B"  -  AB  }  H-  m*  (B*  —  A'A") 
4-  27»  (BB' .—  A'^B")  -h  B'*  —  AA''  r:  0. 

Si  l'on  veut  introduire  les  mineurs  du  discriminant  (§  194)9 

la  relation  précédente  s'écrit  : 

wnC  —  ib^m  +  a' 

y^mx-A jT — jT~v — ; 

^  a(6  —  b^m) 

c'est  réquation  générale  des  tangentes  à  la  parabole. 

B^'cose  — A'  -     „,  .,,      ^.      ^ 

En  remplaçant  m  par  -^ — -7,  (§  ai 5),  on  a  1  équation  de 

la  tangente  au  sommet. 

IMO.  Équation  du  eercle  de  Mon§^.|[Z^e  lieu  des  points 
(foi  Von  peut  mener  à  une  conique  donnée  deux  tangentes 
rectangulaires,  est  un  cercle  si  la  conique  a  un  centre;  ce  lieu 
est  une  droite,  si  la  courbe  proposée  est  une  parabole. 

Nous  nous  proposons  de  démontrer  ce  théorème. 

Soit  f{Xyy,z):=io,  l'équation  de  la  conique  donnée  U, 
soient  Xo,yo,Zoj  les  coordonnées  d'un  point  I,  du  lieu;  le 
faisceau  des  tangentes,  issues  de  I  à  la  courbe,  a  pour  équa- 
tion: 

i^J^+ky^^B''xy+2By-^^B'x-hk')f(Xo,yo,z,)  =  {xr  +yr  -hznY 

*o       y©       "0' 
ou, 
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Ces  deux  droites  étant  rectangulaires,  on  a  (§  60)  : 

A/--i^;+Ar-J/;;-«co8e(BY-jA;rj=o. 

ou, 

(A  + A'-  2B»cos  0) Aa?.,y.,2.)  -  f'I  — /i'"»-  »/'  t'  cose=  o, 


En  développant  les  calculs  et  en  prenant  la  notation  des 
mineurs  du  discriminant,  on  obtient  Téquation  du  lieu  sous 
la  forme  : 

a"  (a;' -H y"  H- aa?y  cos  6)  —  2y(ô  +  é'cosO)  —  aa?(6'-H6  cosô) 
-h  a  -h  a'  -f-  aft"  cos  6  =  0. 

Siâ'^  n'est  pas  nul,  le  lieu  est  une  circonférence  et  nous 
allons  déterminer  le  centre  et  le  rayon  de  cette  circonférence. 

En  prenant  les  dérivées  du  premier  membre  par  rapport  à 
0?  et  à  y,  nous  avons  : 

a*  (a?-Hy  cos  6)  rr  ô'-f-6  cos  6, 
a"  (a? cos  0  +  y)  =  6-f-6'  cos  6. 

Ces  équations  admettent  la  solution  évidente  : 

h'  h 

La  circonférence  trouvée  a  donc  (§  177)  le  même  centre 
que  la  conique  proposée. 

Pour  calculer  le  rayon,  cherchons  d*abord  la  valeur  du  dis- 
criminant Ao  de  réquation  (1),  après  avoir  divisé  les  deux 
membres  par  a\  Nous  avons  : 

.        a -4- a' 4- 26"  cos  e  ^(6'+*cosÔ)(6+ô'cose)      (ô-f-ô'cosO' 

W  +  b  cos  6)'  ««  +  «'-»-  a6"  COS  e 

Ir       -  '""'^ ? 
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OU, 

X  =  sin*  e ^ _(ô«4-6"+  afcft'cose); 


a'  a 


ou,  encore, 

A,  =  ^^\  iaa'^ 6'*)-}- (a'a'^— 6*)- 2(66'— aW)cos 0 

Les  relations  : 

oa'— 6"  =  AA,    aV  — 6*:=A'A,    66' —  a'V  =  B'^A  ; 

permettent  d'écrire  la  valeur  de  Ao  sous  la  forme  : 

A.  =  (A  4- A' —  28' C08  6)  ï^  A. 

0 

D'autre  part,  nous  avons  (§  89) 

K*sin*e  =  -Aa. 

et,  par  suite, 

A-hA'— aB'^cosO  . 
IV  =z ^, A. 

Si  nous  raprochons  cette  formule  de  celle  que  nous  avons 
établie  plus  haut  (§  2 1  a),  et  qui  donne  les  carrés  des  longueurs 
des  demi-axes,  nous  voyons  que  le  carré  du  rayon  de  la  cir- 
conférence de  Monge  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des  Ion" 
gueurs  des  demi-axes. 

Dans  cet  énoncé,  le  mot  somme  est  pris  dans  son  sens  algé- 
brique. 

Enfin  si  nous  supposons  que  la  conique  proposée  soit  une 
parabole,  l'équation  (1)  se  réduit  et  prend  la  forme  : 

(D)    y{b-hb'  cose)  +  a?(6'-H6cose)  +  ^5^i^-l-6"cose  =  o. 
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C'est  réquation  d'une  droite  D.  On  peut  vérifier  que  son  coef- 
ficient angulaire,  en  tenant  ciimpte  de  régalité  AA'  —  B"*  zz  o, 
est 

B'  cos  e  —  A' 
A'  cosO— B"' 

ainsi,  dans  la  parabole,  le  lieu  des  points  de  concours  des 
tangentes  rectangulaires  est  une  droite  perpendiculaire  à 
Taxe  de  la  courbe. 

Cette  droite  remarquable  est  appelée  directrice.  Ce  nom  va 
recevoir  sa  signification  véritable  dans  la  leçon  suivante,  où 
nous  allons  compléter  les  formules  qui  précèdent  en  faisant 
connaître  celles  qui  se  rattachent  aux  foyers  et  aux  directrices 
des  courbes  du  second  ordre. 


EXERCICES 

1.  On  considère  un  point  M  mobile  sur  un  cercle  A;  sott  AB  un  diamètre 
de  ce  cercle.  On  joint  MA,  MB  et  l'on  considère  une  ellipse  E,  gui  a  pour 
axes  {en  grandeur  et  en  position  )  les  droites  MA,  MB.  A  ces  ellipses,  on  mène 
des  tangentes  parallèles  à  AB,  trouver  le  lieu  des  points  de  contact  ahui 
obtenus. 

Ce  liea  est  un  système  de  deux  cercles  concentriques  au  cercle  proposé. 

S.  Les  conditions  de  l'exercice  précédent  étant  maintenues,  trouver  le  lieu 
décrit  par  les  points  de  contact  des  tangentes  menées  à  Vellipse  E,  parallèle- 
ment.au  diamètre  de  cette  ellipse  gui  est  conjugué  de  la  corde  AB. 

On  trouve  encore  un  système  de  deux  cercles. 

Ces  deux  dernières  questions  se  traitent  facilement  par  des  considérd- 
tions  géométriques.  Pour  avoir  une  solution  analytique  assez  simple  on 
cherchera  d'abord  Téquation  générale  des  ellipses  E.  A  cet  effet,  on  expri- 
mera que  Tensemble  des  deux  axes  de  la  courbe  coupe  les  droites  AB,  prise 
pour  axe  des  a*,  aux  points  A  et  B.  On  trouve  ainsi,  pour  l'équation  géné- 
rale : 

o;^  COS  ç  -h  2xy  sin  9  H y  +  aUy  —  U  cos  ?  1=  0, 

cos  ç 

9  désignant  un  paramètre  variable. 
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99M.  Définition  des  foyers  et  des  direetriees.  Dans 
les  courbes  du  second  ordre,  nous  appellerons  foyer  de  la 
courbe  :  un  point  tel  qtte  sa  distance  à  un  point  U,  q^ielconque 
de  la  conique  puisse  s' exprimer  par  une  forme  linéaire  des 
coordonnées  de  M. 

Il  résulte  de  celte  définition  que  si  Ton  désigne  par  a,  p, 
les  coordonnées  du  foyer  F,  par  a?,  y  celles  du  point  M  de  la 
courbe,  l'expression  : 

(a;  — ay-f-(y  —  P)*-h2(a;  — a)(y  —  g)  cos  Ô, 

est,  quels  que  soient  a?  et  y,  le  carré  de  Texpressio;! 
ïïix-^-ny  -^l;  7n,ny  t  désignant  des  coefficients  constants  ;  en 
d'aulres  termes,  l'égalité  : 

(F)    (a;-ay+(y4-p)*-h2(j;  — a)(y— fl)cosÔ-  {fnx-^ny  +  ty, 

est  vérifiée  par  les  coordonnées  de  tous  les  points  de  la 
courbe.  Celle  équation  est  donc  celle  de  la  conique;  nous 
aurons  à  la  considérer  quelquefois  dans  les  développements 
qui  vont  suivre  et  nous  l'appellerons  réqtuition  générale  au 
foyer,  pour  rappeler  que  les  coordonnées  de  l'un  des  foyers 
soïiX  en  évidence,  dans  celte  équation. 
Si  Ton  égale  à  zéro  le  second  membre  de  (F),  Téqualion  : 

(D)    mx-hny  +  tzio 
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représente  une  droite  D,  que  nous  appellerons  directrice  cor- 
reêpondante  du  foyer  F. 

Avant  de  nous  engager  dans  Tétude  de  ces  points  et  de  ces 
droites  remarquables,  il  importe  d'observer  que  réquation 
d*une  conique  peut  toujours  se  mettre  sous  la  forme  (F),  de 
telle  sorte  que  cette  équation  ne  représente  pas  certaines 
coniques  particulières,  mais  bien  une  conique  quelconque. 

Imaginons,  en  effet,  une  conique  quelconque  F  et  soit  : 

F  (a:,y)  =  o, 

son  équation.  Supposons,  pour  fixer  les  idées  et  pour  mieux 
préciser  noire  raisonnement,  que  F  soit  une  ellipse.  Nous 
avons  vu  que  Ton  pouvait  trouver  des  axes  tels  que  Féqua- 
tion  de  F  dans  ce  système,  fût  : 

X*  ,   Y 

En  posant  :  a^-^V  zz  c',  cette  équation  peut  s'écrire 

(X-cr  +  r  =  ^(cX-a7. 

Revenons  aux  anciens  axes,  nous  savons  que  : 
(X— c)*+Y',  devient  to-  a)*+(y— P)*H-2(a?— «)(y— g)cos6; 
de  même, 

cX  —  a\  devient  mx  -f-  ny  -f- 1  ; 

et  réquation  de  F,  dans  le  système  proposé,  est, 

(a;—  a)*  +  (y-P)*+2(a;  — a)(y  — g)cosezi(wa?+«y-h//. 

Ce  raisonnement,  évidemment  valable  pour  Thyperbole, 
s'applique  aussi  à  la  parabole  ;  il  suffit  de  remarquer  que 
réquation  de  cette  courbe,  rapportée  à  ses  axes,  peut  s'écrire  : 


(x-î)Vr=:(x+|)-. 


Ainsi  réquation  d'une  conique  peut  toig'ours  se  mettre  sous 
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la  forme  (F),  et  Ton  peut  considérer  cette  équation  comme 

Tune  des  représentations  de  Téquation  générale  des  coniques. 

999.  InvariMite  de  Téquatton  s^nérale  aa  foyer. 

L'équation  (F)  peut  s'écrire  ainsi  : 

j:*(i— m*)+y*(i— n*)+2a;y(cos6  — m;0— î»(«-»"hlcos6+m/?)a? 

—  a(acosÔ-i-3H-«p)y-ha*-h3*-H2agcos6  — <*i=o. 

Elle  représente  d'ailleurs  une  conique  réelle  et  Ton  peut 
vérifier  ce  fait,  en  cherchant  Tinlersection  de  la  courbe  avec 

une  droite  passant  par  le  point  (a,  P).  Nous  allons  calculer  les 
invari^ts  qui  correspondent  à  l'équation  (F). 
Nous  avons,  d*abord, 

A=:(i  -m*) (i— n*)(a*-h&*-h2a3cose  —  0 
-i-2(cos6— win)  («+g  cos  8h- wO(a  cos  6-hPH-»0 

—  (i  ^  m*)(a  cos  6-+-g-hnO" — (i  — n*)(at-|-P  cos  e+ wj// 

—  (cos  0  —  mny  (a*  -f-  P*  +  aag  cos  6  —  «*). 

Si  nous  développons  les  calculs  indiqués  dans  le  second 
membre  de  cette  égalité,  nous  trouvons,  après  avoir  effectué  les 
simplifications  qu'elle  comporte, 

siii  6 
Nous  avons  aussi, 

8  =  { i  —  w")  (  i  — n*}  —  (cos  6  —  mn)\ 
ou, 

5  =z  sin*  6  —  (m*  +  n*  —  a»m  cos  h). 

Enfin  le  troisième  invariant,  celui  qui,  dans  la  notation 
ordinaire  des  coniques,  est  désigné  par  : 

A  4- A^  -  aB^  cos  e 

8in"e 
est  ici  : 

-T-n  I  a  —  w*  —  n'  —  2  cos  6  (cos  6  —  mn) 
sm'ô  } 

DtL.  Toiill.  at 
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OU, 

-T-r-  l  a  siB*  0  —  (w  4-  n*  —  awn  ces  O)  J 

Nous  pouvons  conclure  de  ces  calculs  qu'en  représentant, 
comme  nous  Ta  vous  déjà  fait,  par  ff,  p,  ^,  les  trois  invariants 
de  réquation  (F),  nous  avons,  pour  les  calculer,  les  relations 
suivantes  : 

m*  +  n*  —  am»  ces  0 
m*  +  n*  —  amn  cos  6 


ff  :=  a  — 


sin*6 


Nous  rappelons,  pour  éviter  toute  confusion,  que  les  inva- 
riants 7,  p,  T  correspondent  aux  formules  : 

A-+-  A'  -  aB"  cos  6  AA'  —  B'^ 


^  = -7-17 ,      P  =  — T-TT— »^  = 


(F)       7Z=p-|-l. 

Cette  dernière  relation  conduit  à  quelques  résultats  remar- 
quables et  que  nous  allons  développer  maintenant. 

I.  Considérons  d'abord  le  cas  des  coniques  ayant  un 


sin'e  ^        sin'e    '        sin*  6 

Ces  formules  conduisent  à  plusieurs  conséquences. 

La  première  que  nous  voulions  signaler  est  que  la  courbe       ] 
qui  correspond  à  réquation  (F)  est  une  vraie  conique  quand 
on  suppose  D'  ^f  o,  en  posant  : 

D^mx-hny  +  t^ 
et, 

On  voit  aussi  que  Ton  a,  par  une  conséquence  immédiate 
des  formules  (I), 


. 
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centre,  et  soit  pp±o.  Nous  avons  montré  précédemment  (§  209), 
que  les  axes  de  la  courbe  étaient  donnés  par  Téqualion  : 


?        p 


En  tenant  compte  de  la  relation  (r),  cette  égalité  peut 


s'écrire  : 


fi  fi 


OU 


{^+7)( 


P 

Nous  pouvons  donc  dire  :  lorsque  l'équation  d'une  conique 
à  centre,  affecte  la  forme  que  nous  avons  appelée  équation 
anfo^er,  les  cai^és  des  axes  ont  pour  valeur  y  respectif 
vementy 


^  S' 


U  Supposons  maintena)it  que  Ton  ait  p  :=:  u.  La  rela- 
tion (r)  prouve  que,  dans  cette  hypothèse,  on  a  aussi  7 1=  1  ; 
et  la  formule  (A')  (§210),  donne,  pour  déterminer  le  para- 
mètre de  la  parabole  considérée,  la  relation  : 

ou, 

pizzh  (niTL  +  n&  -h  0  =  =*=  tT- 

Dans  cette  formule,  p  désigne  une  quantité  positive  et  Ton 
doit  prendre  le  signe  -f-,  ou  le  signe  —,  suivant  que  le  foyer 
^nsidéré  est  placé  dans  la  région  positive  ou  dans  la  région 
négative  de  la  directrice. 

9^5.  Paramétre  et  exeentrieité.  Si  Ton  suppose  que 
l*on  ail  p  ;zf  o,  et  que  Téquation  (F)  ait  été  réduite,  comme  il 
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a  été  dit  précédemment  ;  la  conique  qui  lui  correspond»  rap- 
portée à  son  centre  et  à  ses  axes,  a  pour  équation  : 

et  nous  pouvons  poser,  d*après  ce  que  nous  venons  de 
voir  (§  223), 

Le  paramètre  de  la  coarbe  est  aae  ligne  p,  qui  peut  se  cal- 
culer par  la  formule  : 

P  =^^, 
on  a  donc, 

(P)      p'  =  -T, 
OU, 

(F)    ±pzz,nt-\'n^^i. 

Telle  est  la  formule  qui  permel  de  calculer  le  paramètre 
de  la  conique  ;  on  remarquera  que  cette  formule  est  la 
même  que  celle  que  nous  avons  donnée,  au  paragraphe  pré- 
cédent, pour  calculer  le  paramètre  de  la  parabole.  On  verra 
tout  à  rheure  (§  227),  le  motif  de  Tidentité  des  deux  formules: 

On  nomme  excentriciléy  dans  les  coniques  à  centre,  un 
rapport,  que  Ton  désigne  ordinairement  par  la  lettre  e,  et 
dont  la  valeur  vérifie  Fégalité  : 

A 

Les  relations  (  1  )  donnent  : 

(E)     e*=i-p, 


ou, 


(V^f\       ,  _  w*  +  ^*  *"  2Wl»  cos  6 

SU1*Ô 
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I/égalité  (E)  prouve  que  le  nombre  p  est  toujours  plus  petit 

que  Tunîté.  Les  axes  étant  —  et  — ;,  c'est  donc  celui-ci  qui 

P         P 
représente  le  grand  axe,  dans  le  cas  de  l'ellipse, 

Nous  ferons  encore  remarquer  que  si  du  foyer  on  abaisse 

une  perpendiculaire  sur  la  directrice^  la  longueur  z  de  cette 

distance  est  donnée  par  la  formule  : 

,      (maH-wg  +  0*sin*e 
z  cz  ^ 

7n*-|- w* — amw  cos  6 

qui  peut  s^écrire  : 


^  — 


p—  t 

Théorème  Lia  directrice  est  parallèle  à  une  des 
directions  principales  de  la  conique, 

La  relation  (A),  (§216),  appliquée  à  (F),  donne,  pour  déter- 
miner les  directions  principales  de  cette  conique,  Téquation  : 

ix'n  {m  —  n  cos  0)  +  [ji  (m*—  w*)  -f-  iw  (m  cos  0  —  «)  z=  o  ; 

cette  égalité  peut  s'écrire  sous  la  forme, 

(wjA  +  in)  I  iA(m  — n  cos  ^)  +  m  cos  6  — n  |  =0. 

Les  coefficients  angulaires  des  directions  principales  sont 
donc: 

n         ^         m  cos  0  —  n 
.     et 


m 


m  — n  cos  6' 


Ainsi  la  directrice  est  parallèle  à  Tune  de  ces  directions  et 
perpendiculaire  sur  Faulre. 

MV.  Théorème  II.  Le  paramètre  d'une  conique  est  la 
demi-corde  principale  qui  passe  par  le  foyer  et  qui  est  parallèle 
à  h  directrice. 

Désignons  le  foyer  par  F,  la  directrice  correspondante 
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par  D,  et  la  conique  proposée  par  C .  Par  F  menons  une  corde  À . 
parallèle  à  D,  son  équation  est  : 

(A)     ym  {x~  x)  H-  n  (y  —  p)  =  o. 

Pour  obtenir  Tintersection  de  A  et  de  C,  il  suffit  de  résoudre 
les  équations  (F)  et  (A)  ;  a?,  y  représentant  les  coordonnées 
d'un  des  points  communs  à  C  et  à  A.  Mais  on  peut  remarquer 
que  l'on  a^  par  combinaison  de  (F)  et  de  (A), 

(a;— a)*H-(y— e)*+2(a?— a)(î/— ^)cose  =  (waH-np+0^ 
Cette  équation  représente  un  cercle  ayant  son  centre  au 

point  a ,  p  et  pour  rayon  twa  -h  wg  +  <,  c'est-à-dire  p.  Les  points 

cherchés  sont  donc  les  extrémités  d'une  corde  principale 

égale  à  ap. 
On  peut  encore  exprimer  ce  résultat  en  disant  que  dan& 

les  courbes  du  second  ordre  V ordonnée  principale  du  foyer  est 

égale  au  paramètre  de  la  conique. 

$^S8.  ThémréHie  WiW.  Le  rapport  des  distances  d'un  ^ini 
de  la  conique  à  un  foyer ^  et  à  la  directrice  correspondante,  est 
constant,  et  égal  à  l'excentricité. 


Fig.  81 . 

Soit  C  la  conique  proposée,  D  la  directrice,  F  le  foyer. 
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Prenons  sur  G  un  point  quelconque  M,  nous  avons  : 

MF*  =  (a:— a)*-+-(y  —  3)'-f- 2  (a:  — a)  (y  —  3)cose, 

et, 

— t  _  [mx  -h  ny  -f  pf  sin*  0 
m*  -{-vf  —  ^mn  cos  6' 

De  ces  égalités,  et  de  Téquation  (F),  nous  déduisons  : 

MF  _  ffl*  H-  n*  —  "xmn  cos  6 
MP*""  siii*e 

En  comparant  ce  résultat  avec  la  formule  (E^)  (g  aa5),  nous 
avons  bien, 

MF_ 

MP-^- 

Dans  Tellipse  on  a  p  >  o  et,  par  conséquent,  ^  <  i .  Dans  la 
parabole,  Fexcentricité  est  égale  à  l'unité,  tous  les  points  de 
la  courbe  sont  également  éloignés  du  foyer  et  delà  directrice; 
enfin  dans  Thyperbole  on  a  p  <  o  et,  par  suite,  e  >  i . 

Ji99.  Théorème  IV.  La  directrice  est  la  polaire  du  foyer 
correspondant. 
Posons  : 

f[x,y,z)  :s:{x  —  OLzf+  (y  —  gz)*-f-  «(a:—  a2)(y— Pz)cos6— D*; 
nous  avons  alors, 

-/"'  s(jî  —  otj)-!- (y  —  ^z)  cos 6  — mD, 

2 

-/J=(a?  — a^)cose-h(y— 3z)— «D, 

V;  =  (a:— aî)-h(y-?^)"-[a(y~P^)H-.3(a:~«i)]cose— rD; 
et,  par  suite, 
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I/équa1ion  de  la  polaire  du  point  (z,3)  ^^t  donc  : 

(wo; -f- «y -h  0  D'=:o, 
ou, 

Mais  D'  n*est  pas  nal  sî,  comme  nous  le  supposons  formel- 
lement, le  discriminant  est  différent  de  zéro  ;  la  courbe  qui 
correspond  à  Téquation  proposée  étant  une  vraie  conique- 
Nous  avons  donc  finalement  : 

D=:o. 

990.  Théorème  W.  Les  tangentes  issues  dPun  foyer  à  un^ 
conique  sont  parallèles  aux  directions  isotropes  du  plan. 

Les  notations  précédentes  étant  conservées,  remarquons 
que  nous  avons  : 

A  <X  A 

L'équation  du  faisceau  des  tangentes  issues  du  point  (a,  3,t) 
est  donc  : 

f{x,y,z)(—  D")  —  (fna?D'  +  wyD'  +  tzD'f  =  o . 

ou, 

ou,  enfin, 

{X  —  a)* 4- (y  —  P)*  +  »  (a?  — a)  (y—  3)  cos  6  =  o. 

Cette  équation  représente  deux  droites,  issues  du  point 
dont  les  coordonnées  sont  a,^,  et  qui  sont  parallèles  aux 
droites  qui  correspondent  à  l'équation: 

^  +  y' +  ^^  cos  6  =  o. 

Les  tangentes  considérées  sont  donc  parallèles  aux  direc- 
tions isotropes  du  plan  (§  iiS), 
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Vf,  Les  foyers  sont  situés  sur  les  (ixes 


de  la  conique, 
L*équaUon  quadratique  des  axes  est  {%  217) 

^;*(A'cose-B'')  +  r;/";(A.-AO  +  /^;'(B''-Acose)  =  o, 

et  nous  nous  proposons  de  vérifier  la  relation  : 

/'«'l  (i  —  »*)  cos  e  —  cos  e  -f-  mn  I  +  f'j'^  (n*-m') 

-H/p  I  cos  0  —  mw  — (i  —  m*)  cos  6  |  n  0. 
A  cet  effet  remarquons  que  nous  avons  : 

V;  =  -wD',  et  Vs  =  -wD'; 

nous  devons  donc  reconnaître  Tidentité  : 

m*{mn  —  n*  cos  6)  +  mn  {n*  —  m*)  +  n*  (m"  cos  6  -  mn)  =  o, 
identité  qui  est  manifeste. 


mi.  Si  les  tangentes  f  issues  d'un 
point  M  à  une  conique  C,  sont  parallèles  aux  directions 
isotropes  duplan,  ce  point  M  est  un  foyer  de  C. 

Cette  propriété  est  la  réciproque  du  théorème  V  et  cette 
réciproque  a  une  importance  évidente,  parce  quelle  établit 
que  la  propriété  visée  dans  renoncé  de  ce  théorème  est 
caractéristique  des  points  foyers. 

Désignons  par  U  =:  o,  Téqualion  du  faisceau  ii.,  des  tan- 
gentes issus  de  M  à  C  ;  nous  avons^  par  hypothèse, 

lJs:(x—oizy  -f  (y— p2/-l-2(aj  — a2)(y  — P2;)  cos  0. 

D'autre  pari,  si  f{Xyy,z)=:oy  représente  l'équation  de  C, 
on  sait  que  Féquation  du  faisceau  (jl  est  ; 

ir[x,y,z)f{o^,»,y)-^[xf'^-hyr^^zf'^y=o. 
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Les  deux  formes  : 

et, 

{X  —  <xzy-h  {y  —  ^zy-h^  (a;  —  a«)  (y  —  Pz)  cos  0, 

sont  donc  identiques,  à  un  facteur  constant  près,  et  nous 
pouvons  poser  : 

Ay<nx,y,z)r{^,&,y)--\{xf'^+yr'^  +  zf^y 

s:  (a;  —  az)*  +  (y—  ^z)*  +  2[x  —xs)[y  —  ^)  cos6. 

L'équation  de  la  conique  étant  /*(ip,y,^)zr o,  Tidentité 
précédente  prouve  que  cette  équation  peut  s'écrire  : 

(y  —  P^)cos  8  =  0. 

Si  X  est  positif,  cette  équation  n'admet  que  la  solution 
« ,  6 ,  Y  ;  encore  faut-il  que  l'on  ait  : 

L'équation  proposée  représente  donc  une  ellipse  imaginaire, 
ou  une  ellipse  évanouissante. 

Écartons  cette  hypothèse  et  supposons  que  la  courbe  consi- 
dérée soit  une  vraie  conique  ;  alors  nous  devons  admettre  que 
X  est  négatif  et  nous  pouvons  poser  X  =  —  p*.  L^équation  (t) 
devient  : 

(y — P^)  cos  e, 

et,  sous  cette  forme,  on  voit  que  le  point  (a,  ^ , y)  est  bien  un 
foyer  de  la  conique. 

C'est  cette  propriété  caractéristique  des  foyers  qui  a  été 
adoptée  pour  définir  les  foyers  dans  les  courbes  d'un  ordre 
supérieur  et  Ton  dit  qu'un  point  F  est  un  foyer  S  une  courbe  V, 
lorsque  parmi  les  tangentes  issues  deF  àl],ilyena  deux  qui 
sont  parallèles  aux  directions  isotropes  du  plan. 
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I.  Hyperboles  totales.  La  propriété  que  nous  venons 
de  démontrer  peut  servir  à  déterminer  les  foyers  des  courbes 
du  second  ordre,  et  nous  allons  montrer  que  ces  points  sont 
à  rintersection  des  deux  hyperboles  équilatères  que  nous 
nommerons  hyperboles  focales.  Pour  plus  de  simplicité  dans 
les  calculs,  nous  supposerons  les  axes  rectangulaires  et 
d'ailleurs,  pour  le  remarquer  en  passant,  les  questions 
relatives  aux  foyers  doivent,  autant  que  possible,  être  traitées 
dans  ce  système  d'axes. 

Le  faisceau  des  tangentes  issues  du  point  (  « ,  0  )  a  pour 
équation  : 

ji^-l-Ay+aB^a^  +  2By-f-aB'iC-|-A'')CAa*H-A'P*+2B''ag +2Bp-f-aB'a  -f-A") 
=  {a?(AaH-B'^P  +  B')-f-y(B''a  +  A'P-+-B)-+-B'a  +  B0+A''}». 

Ces  droites  étant  parallèles  aux  directions  isotropes  du  plan, 
elles  axes  étant  rectangulaires,  nons  pouvons  écrire:  i»  que 
les  coefficients  des  termes  en  x*  et  en  y'  sont  égaux  ;  a*"  que 
le  coefficient  du  terme  en  xy  est  nul.  Nous  avons  ainsi,  pour 
déterminer  a  et  0,  les  deux  équations  : 

A  (Aa*  -h  A'&*  -r  aB'^ag  +  aBg  -f-  aB'a  4-  A")  —  (Aa  +  B'&  +  B')' 

=  A'  (Aa*4- A'P*  +  aB'^ag-f-  aB3-h ^B'a^- A")  -  (B^a  +  A'gH-  B)*, 

el, 

B'^  (Aa*  +  A3*  +  aB^ag  +  aBg  +  aB'a  -+-  A") 
zz  (Aa  4-  B'^  -h  B')  (B'oL  -h  A'3  +  B). 

En  développant  les  calculs  indiqués,  nous  obtenons,  après 
réductions,  et  en  rendant  a  et  ^  coordonnées  courantes  : 

lÀA'--B'*)(a:*-y*)H-a(A'B'-BB>+a(B''B'— AB)y-l-B'*-AA'^-B*-hA'A^=o, 
(AA'  -  B'^*)  jry  +  (AB  -  B'B^  x  +  (A'B'  —  BB")  y  -4-  BB'  -  k'B'zzo, 

En  revenant  à  la  notation  abrégée  (§  194),  les  équations 
prennent  la  forme  suivante  : 

(Hp)      a"  {af  —  y*)  -h  ^by  —  ^b'x  -^a'  —  azzi^ 
(llp)  a'xy  —  b'y  —  ôo? 4-  b"  zz  o. 
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On  doit  alors  distinguer  deux  cas.  Si  a"  zr  o,  chacune  des 
équations  précédentes  représente  une  droite,  et  Ton  peut 
conclure  de  cette  remarque  que  la  parabole  a  un  foyer 
unique. 

Si  Ton  suppose,  au  contraire,  a'^  ^f  o  ;  les  équations  que 
nous  venons  de  trouver,  représentent  deux  hyperboles  équi- 
latères,  et  Ton  vérifie  facilement  les  propriétés  suivantes  : 

1®  Les  deux  hyperboles  focales  sont  équilatères  et  elles  ont 
pour  centre  commun,  le  centre  de  la  conique  considérée. 

a**  Elles  ont  pour  asymptotes,  respectivement  y  des  parallèles 
aux  axes  des  coordonnées  et  des  parallèles  aux  bissectrices  de 
ces  axes, 

3*  Elles  ont  deux  points  communs  réels,  symétriques  par 
rapport  au  centre  de  la  conique  donnée  ;  et  deux  autres  points 
communSy  imaginaires. 

Cen  résultats  sont  la  conséquence  évidente  des  équations 
(Hp)  ,  (Hp),  mises  sous  la  forme  : 


(^-^y-(^-^y= 


("-^')(^-^^)"= 


5* 
6'  \      B''  A 


a* 


EXERCICES 

1 .  Démontrer  que  les  coniques  focales  ont  pour  équation^  respectivement ^ 

f':-f';=i(k-x')nx,y). 

ft.  Démontrer  que  les  tangentes  issues  du  foyer  sont  rectangulaires  à 
elles-mêmes.  (Théorèaie  de  la  Hire.) 

Expliquer,  d'après  cette  remarque,  pourquoi  Von  trouve  ordinairement  le 
facteur  x*  +  y*,  dans  le  premier  membre  de  Véquation  de  la  podatre  du 
foyer;  montrer  pourquoi  la  présence  de  ce  facteur  singulier  est  évitée  dans 
le  calcul  exposé  plus  loin  (§  242). 
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934.  Problème.  Etant  donnée  V équation  d'une  courbe 
du  second  ordre,  déterminer  ses  foyers  et  ses  directrices. 

La  directrice  étant  la  polaire  du  foyer,  le  problème  que  nous 
nous  proposons  de  traiter  se  réduit  à  la  recherche  des  foyers. 
Cette  recherche  peut  se  faire  par  trois  méthodes  principales 
que  nous  allons  exposer. 

l'«  méthode.  L'équation  de  la  conique  donnée  étant  : 

f{x,y,z)zzo, 

on  l'identifie  avec  Téquation  générale  au  foyer. 

Les  axes  étant  rectangulaires,  cette  identification  conduit 
aux  équations  suivantes  : 

i   1— m*  =  pA,  (         <x-\'mtzz  —  pB', 

(H)    j  i— n'=:pA',        (K)     j         j3-{-n^  =  — pB, 
f  —  mn  r:pB^  (  a'-h  P'  —  ^  =  pA''. 

Dans  ces  égalités,  les  inconnues  sont  les  quantités 
^^)n,p;(Xy^ft.  Ces  équations,  séparées  en  deux  groupes,  con- 
tormément  au  tableau  précédent,  prouvent  que  la  recherche 
des  inconnues  a, 0  dépend  d'une  solution  quadratique  ;  nous 
entendons  par  là  une  solution  qui  peut  être  réalisée  par  des 
équations  du  second  degré,  tout  au  plus. 
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On  remarque,  en  effet»  que  les  équations  (H),  permettent 
de  déterminer  p  par  la  relation  : 

(i)    p*(AA'— B"*)  — p(A-+-A')+i=:o. 

Cette  équation,  qui  est  une  combinaison  évidente  des 
égalités  (H),  a  ses  racines  réelles,  la  quantité  placée  sous  le 
radical  étant  : 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  cette  équation  est  du  premier 
degré  ;  mais  la  valeur  de  p  n'est  pas  infinie  parce  qu*on  ne 
peut  pas  avoir,  simultanément, 

B'-AA',    el    A=i-A'. 

En  effet  ces  relations  entraîneraient  cette  conséquence  que 
les  coefficients  A,A\B^  seraient  nuls  en  même  temps. 

Revenons  au  cas  général;  supposons  $;zf  o,  et  pour  bien 
marquer  que  le  problème  de  la  recherche  des  foyers  est  un 
problème  quadratique,  nous  ferons  observer  qu^après  avoir 
calculé  les  racines  p',  p,''deréquation  (i)  si  nous  prenons  l'une 
d'elles,  p'  par  exemple,  à  cette  valeur  p',  correspondent,  pour 
les  inconnues  a, 6,  deux  systèmes  de  valeurs  : 

D'ailleurs,  il  n'y  en  a  pas.d'autres. 
En  effet,  les  équations  (H)  et  (K)  donnent,  par  combinaison, 
les  deux  relations  : 


X 


+  pB'  _>/*_  —  !-*- pA 


3  +  pB        n  pB" 

el, 

(a-  4-  3*)  pB'^  +  3c^  +  p  (aB  -h  &B')  -h  p«  (BB'-  A^B^)  =  «,. 

Ces  deux  équations  en  a, 6,:  Tune  du  premier  degré, 
Taulre  du  second  degré,  prouvent  qu'à  la  racine  p',  corres- 
pondent, en  général,  deux  solutions,  réelles  ou  imaginaires, 
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pour  les  inconnues  a,  6.  Le  problème  qui  nous  occupe  et  qui 
esty  à  le  bien  considérer,  un  problème  du  quatrième  degré,  se 
trouye  donc  résolu  par  deux  équations  du  second  degré, 
qui  s'obtiennent  en  considérant  successivement  les  deux 
racines  p'  >  p"". 

^•■léiliode.  La  seconde  méthode  que  nous  voulons 
indiquer,  pour  la  détermination  des  foyers ,  est  celle  qui 
prend  pour  base  les  équations  des  coniques  focales.  En 
écrivant  que  l'ensemble  des  tangentes  issues  du  point  (  se ,  ^  ) 
a  pour  équation  celle  d'un  point-cercle,  on  obtient  deux 
relations  du  second  degré,  entre  les  inconnues  a,^. 

Cette  méthode  donne  lieu,  (^dinairement ,  à  des  calculs 
pénibles  ;  dans  tous  les  cas,  si  on  croit  devoir  Tadopter,  il 
&ut  diriger  les  calculs  avec  quelque  attention  et  tenir  compte 
de  ce  fait  (§  333)  que  les  coniques  focales  sont  des  hyperboles 
caneeniriques.  Le  changement  dMnconnues  indiqué  par  les 
équations  qui  terminent  le  paragraphe  cité,  permet  de 
résoudre  ce  problème  du  quatrième  degré  par  une  équation 

bicarrée. 
8«  méthode.  Enfin,  si  Ton  remarque  que  l'équation  d^une 

conique  peut  se  mettre  sous  les  deux  formes  : 

D  étant  une  forme  linéaire  et  £  =  o  représentant  Péquation 
d'un  point-cercle,  on  voit  que  l'on  a  : 

■A/"(^,y,s)-h23:D-. 

De  cette  identité  résulte  le  principe  suivant  dont  l'applica- 
Uon  permet,  le  plus  souvent,  de  trouver  très  simplement  les 
foyers  d'une  conique  :  Siy  au  premier  mernbre  de  V équation 
de  la  courbe^  multiplié  par  un  facteur  arbitraire,  on  ajoute  : 

{x  —  a/  +  (y  —  fi/  -r  a  [x  —  a)  (y  —  g)  cos  6, 

la  forme  ainsi  obtenue  est  le  caiiré  d'une  forme  linéaire  en  x  et  y* 
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La  première  méthode  indiquée  a  Tinconvénient  grave 
d'introduire  six  inconnues  dans  une  analyse  qui  n^en  Yise 
directement  que  deux  ;  la  deuxième  présente  des  longueurs 
de  calcul  qui  tiennent  à  la  forme  compliquée  de  Téquation 
des  coniques  focales  ;  c*est  la  troisième  méthode  qui,  ordinai- 
rement, conduit  au  résultat  par  la  voie  la  plus  courte  et  la 
moins  sujette  aux  fautes  de  calcul. 

Nous  allons  l'appliquer  à  quelques  exemples. 

S35.  Détennination  des  foyers  et  des  direeiriees. 

i^  Coniques  ayant  un  centre.  Nous  supposons  que  la  courbe 
est  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes;  son  équation  est 
alors  : 

(K)    A.-+Ay-.=o.     (aVo)      ['":>'' T'^lf'"'' 

I  A  <Co  Hyperbole. 

et,  dans  le  tableau  qui  accompagne  cette  équation,  nous 
avons  rappelé  les  conditions  que  vérifient  les  coefficients  A,  A'. 
Posons  : 

U  doit  être  le  carré  d'une  forme  linéaire  ;  ordonnons  U  par 
rapport  à  Tune  des  lettres  x  ou  y,  nous  avons  alors  : 

(i)    U=:(XA'  +  i)î/*-26y-f  (XA-h  i)ic*— aaj:-|-a*-+-6*— a=o. 

Nous  devons  écrire  maintenant  que  ce  trinôme  en  y  est  un 
carré  parfait  quel  que  soit  x. 

Deux  cas  doivent  être  distingués  ici,  car  U  peut  renfermer 
le  terme  en  y",  ou  être  privé  de  ce  terme. 

Soit  supposé^  d*abord, 

(a)     /vA'  +1=0. 

Pour  que  U  soit  un  carré  parfait  il  faut  que  le  terme  a;^ 
n'existe  pas  ;  on  a  donc, 

(3)    6  =  0 
U  faut  aussi  que  le  trinôme  : 

(KA  -^  i)x*  —  2xr  -4-  a'  —  X, 
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soit  un  carré  parfait.  On  doit  donc  avoir  : 


a*=(a*-X)(XA-hi). 

OU; 

o  =  A(Aa*  — i-hXA). 

Le  paramêlre  a  n'étant  pas  nul,  comme  le  prouve  Tégalité 
(a),  on  a  donc  : 

(4)    .•=i-^,.. 

Soit  pris,  maintenant,  le  cas  où  Ton  suppose  XA'  -f- 1  ?ef  o. 
On  a  : 

6*  =  (XA'-f-i){  (XA-l-i)a;'  — 2aa:-f-a'  +  6*— X  }. 

Celle  relation  devant  être  vérifiée  pour  toutes  les  valeurs 
de  Xy  on  voit  d'abord  que  le  coefficient  de  x*  est  nul  ;  et, 
comme  Ton  suppose  XA'  4- 1  pf  o,  on  a  donc  : 

X  A  + 1  ^:  0  ; 
puis, 

et, 

6'=:(XA'+i)(6*-.X). 
De  cette  égalité,  on  déduit  : 

(4')    6'=i,-i. 

•  Il  reste  à  discuter  les  résultats  trouvés  et  qui  correspondent 
aux  formules  (3)  et  (4)  d  une  part,  (3')  et  (4')  d'autre  part. 
En  se  reportant  au  tableau  (K)  on  voit  immédiatement  : 
4*  Que  la  formule  (4)  donne  des  foyers  réels  pour  l'ellipse 
et  pour  l'hyperbole. 

a"  Que  la  formule  (4')  donne  au  contraire  des  foyers  imagi- 
naires pouf  Tune  et  l'autre  de  ces  courbes. 

Di  L.  Tome  11.  22 
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Nous  pouvons  donc  conclure  :  Il  y  a  dans  les  coniques  à 
centre,  quatre  foyers  ;  deux  sont  réels,  les  deux  autres  soni 
imaginaires.  Les  foyers  réels  sont  situés  sur  le  grand  axe  dt 
rellipscy  ou  sur  Vaxe  transverse  de  Vhyperbole ,  de  pari  ci 
d: autre  du  centre,  à  la  même  distance  de  ce  point  ;  cette 
distance,  désignée  ordinairement  par  la  lettre  c,  se  calcule 
par  la  formule  : 

.  _  i_ l 

lorsque  Véquation  de  Ut   conique  rapportée  à  ses  axes  est 
représentée  par  : 

2*  Parabole.  L'équation  réduite  de  la  courbe  étant  : 

y*  —  2px  1=  o, 

nous  avons  à  considérer  la  forme  U  : 

U  =  X(y*  — apa;)-h(ic— a)*  +  (y  — 6/, 

ou  y 

U  =:  (X  -h  1  )  y*  —  2  6y  -^  a?*  —  aa:  ( a  -H  Xp)  -H  «•  -f-  6" . 

En  supposant,  d*abord, 

X-Hi  =  0, 

on  a, 

6  iz  0, 

puis, 

OU9 

P 

ût  —  — . 
2 

D'ailleurs,  on  ne  peut  supposer  X  4- 1  ;zf  0  ;  le  calcul  le 
prouve  immédiatement,  mais  on  peut  aussi  reconnaître  cette 
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impossibilité  en  remarquant  que  U  étant  le  carré  d'une  forme 
linéaire  en  x  et  y  y  ne  peut  renfermer  un  terme  en  x\  et  un 
terme  en  y* y  sans  avoir,  aussi,  un  terme  en  xy. 
Ainsi  :  ily  a  dans  la  parabole  un  seul  foyer  situé  sur  F  axe 

de  la  courbe  y  à  une  dislance  du  sommet  égale  à  -f-  -. 

Les  directrices  étant  les  polaires  du  foyer,  on  voit  que  dans 
les  coniques  à  centre  il  y  a  deux  directrices  réelles,  corres- 
pondant aux  équations  : 

i  __       1 

X  —  ~r-T~ï      «^ —        "7"  j 

kc  kc 

Dans  la  parabole,  au  foyer  que  nous  avons  trouvé,  corres- 
pond une  directrice  dont  Téquation  est  : 

P 

'X 


PROPRIETES    DIVERSES 
DES    FOYERS    ET    DES    DIRECTRICES 


S30.  Nous  nous  proposons,  en  terminant  cette  étude  des 
foyers  et  des  directrices,  de  signaler  quelques  propriétés 
Remarquables  de  ces  points  et  de  ces  droites,  quand  on  leur 
associe  une  ou  plusieurs  tangentes  de  la  courbe.  Nous  établi- 
rons d'abord  quelques  formules  nécessaires  à  cette  étude. 

Nous  prendrons  pour  origine  0,  un  foyer  de  la  courbe  et, 
pour  axes  des  coordonnées,  deux  droites  rectangulaires 
quelconques  passant  par  ce  point.  L^équation  de  la  conique 
est  alors  : 

(i)     x*-hy*-DS 
eu  posan.l  : 

Ds:wia:+  ny  H-  /. 
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Les  coordonnées  d'un  point  M,  pris  sur  la  courbe,  peuvent 
être  représentées  par  xziiD  cos  a>,  y  =: D  sîd ç  ;  9  désignant 
Tangle  variable  que  fait  avec  OX,  la  direction  OH.  Si  Ton 
prend  deux  points  M  et  M'  sur  la  conique,  [l'équation  de  la 
droite  MM'  est  : 

X  y     D 

cos  9     sin  9   1 

cosç'    sinç'  1 


=  ^y 


ou^   en   développant  le   déterminant,  et  en    divisant  par 


asm-^ 


X  cos  ' — —  4-  y  sin  - — ^  =  D  cos  - — — . 
a  a  a 

Dans  le  cas  où  les  deux  points  M, M'  viennent  se  con- 
fondre, celte  égalité  devient  : 

arcoso-hysinçizD; 

c*est  réquation  générale  des  tangentes  à  la  conique  qui 
correspond  à  Téquation  (1). 

5989.  Théorème  !•  Si  Von  considère  une  corde  AB,  dans 
une  conique  C,  la  droite  qui  va  d'un  foyer  F  de  celle  conique, 
au  pôle  de  AB,  esl  bissectrice  de  l'angle  AFB. 

Enposant  :  AFXi=<p,BFX=:9',  les  équations  des  tan- 
gentes à  C,  aux  points  A  et  B,  sont,  respectivement  : 

(AP)    a;  cos  ©  +  y  sin  ç  r:  D, 
(BP)    a?cos9'-hysin<p'  =  D. 

L'équalion  de  la  droite  qui  va  de  l'origine  au  point  de  con- 
cours de  ces  deux  droites  est  : 

X  (cos  a>  —  cos  ©')  -+-  y  (sin  o  —  sin  9')  =  o  ; 
OU;  en  transformant,  et  en  simplifiant, 

(FP)    y  =  x{g^^. 
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9 
ceiie  égaille  prouve  que  i  angie  1*^  a  esi  egai  a  — — ,  et 


2 


que,  par  suite,  FP  est  la  bissectrice  de  l'angle  AFB. 


Fig.  8j. 

5638.  Théorème  11.  Un  point  quelconque  P  du  plan  dune 
conique  et  le  point  de  rencontre  de  la  polaire  de  P  avec  une 
directrice  de  cette  conique^  sont  vus^  du  foyer  correspondant  y 
sotis  un  angle  droit. 

D  T  P 


Soit  AB  la  polaire  du  point  P  ;  les  notations  précédentes 
étant  conservées,  Téquation  de  AB  est  : 

(AB)    œcos^-i^-hysin^-^rrDcosî — ^. 
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La  droite  FQ  qui  joint  l'origine  au  point  Q,  point  de  ren- 
contre de  AB  avec  la  directrice  DD'  qui  correspond  au 
foyer  F,  a  donc  pour  équation  : 

1 


(FQ)    X  cos +  y  sin 


et  Ton  voit  ainsi  que  cette  droite  est  perpendiculaire  sur  la 
droite  FP,  droite  qui,  comme  nous  l'avons  vu  tout  à  l'heure 
a  pour  équation  : 

X  sm-î— !— ï^ — y  cos         '   =  o. 

2  2 

1980.  Théorème  m.  Si  Von  considère  une  conique  C  et, 
dans  son  plan,  une  transversale  quelconque  rencontrant  cette 
conique  aux  points  A,B  ;  la  droite  qui  joint  un  foyer  F,  au 
point  de  rencontre  de  AB  avec  la  directrice  coiTespondante, 
est  bissectrice  de  l'angle  formée  par  le  rayon  vecteur  FA,  et  le 
prolongement  de  BF. 

Cette  propriété  peut  s'établir  très  simplement  par  une 
analyse  toute  semblable  à  celle  que  nous  venons  d'employer. 
On  peut  aussi  remarquer  que  le  théorème  en  question  est, 
par  des  considérations  géométriques  évidentes,  un  corollaire 
immédiat  des  théorèmes  I  et  H. 

Ces  réflexions  s'appliquent  aux  deux  théorèmes  suivants, 
que  nous  nous  contenterons  d'énoncer. 

940.  Théorème  11^.  Si  Von  considère  une  tangente 
quelconque  A  »  à  une  conique  C,  la  portion  de  A  qui  est  com- 
prise entre  le  point  de  contact  et  son  point  de  rencontre  avec 
une  directrice,  est  vue  du  foyer  correspondant,  sous  un  angle 
droit, 

5SJ11.  Théorème  V.  Si  d'un  point  M  pris  sur  une  direc- 
trice, on  mène  à  la  conique  les  tangentes  MA,  MB  ;  la  pro- 
jection de  M  sur  AB  est  le  foyer  correspondant  de  la  direc- 
trice considérée. 

fM,ft.  Théorème  TI.  La  podaire  du  foyer  est  un  cercle^ 
pour  les  coniques  à  centre  ;  et  une  droite,  pour  la  parabole. 
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L^éqaation  d^une  tangente  T  étant  prise  sous  la  forme  : 
(i)    a:  cos ç  +  y  sin  0  =  mx  +  wy  -f  <, 

la  perpendiculaire  abaissée  de  Torigine  sur  cette  droite  T  aura 
pour  équation  : 

x{n  —  sin  <?)  —  y  (m  —  cos  <p)  zz  o, 
ou, 

(2)    a?  sin  ç  —  y  cos  ?  =  wa?  —  my, 

Pour  avoir  la  podaire  du  foyer  il  suffit  d'éliminer  9 
entre  (1)  et  (2).  Élevons  au  carré  les  équations  (1)  et  (a),  puis 
ajoutons  les  résultats^  membre  à  membre,  nous  obtenons 
l'^équation  du  lieu  : 

(3)    a;'  -h  y*  —  (m'  +  n')  {pf  +  y*)  -k-  imtx  -h  'inty  -}-  f. 

Dans  les  coniques  à  centre,  on  a  :  S  z=  1  —  m* — n'  ;  l'équation 
que  nous  venons  d'obtenir  représente  alors  une  circonférence  ; 
dans  le  cas  de  la  parabole,  on  a  :  m*  4-  n'  —  1  et  la  podaire  du 
foyer  est  une  droite  A  ayant  pour  équation  : 

t 
mx -\-- ny  -{- -  zi  o, 
2 

Cette  droite  A  est  parallèle  à  la  directrice  et  équidistante 
de  celle-ci  et  de  la  parallèle  à  la  directrice  menée  par  le  foyer. 
C'est  la  tangente  au  sommet  de  la  parabole. 

Si  nous  revenons  au  cas  des  coniques  à  centre,  nous  avons 
à  nous  demander  quel  est  le  cercle  qui  correspond  à  Téqua- 
tion  (3)  ;  et  pour  cela  nous  devons  déterminer  le  centre  et  le 
rayon  de  ce  cercle.  A  cet  eflfet,  remarquons  que  l'équation  (3) 
peut  s'écrire  ainsi  : 

C'est  un  cercle  toujours  réel  qui  a  pour  centre  le  point  dont 
les  coordonnées  sont  : 

tm  tn 


i—m*  —  n*'     1— m*  —  w*' 


324  VTNGT-QUATIIIÈME   LEÇON 

c^est-à-dire,  comme  on  le  vériâe  sans  peine,  le  centre  même 
de  la  conique.  De  plus,  si  Ton  observe  que  Ton  a  ici  (notation 
des  invariants)  : 

T  —  —  <*,    p  zi  1  —  m*  —  w*  ; 
on  voit  que  Ton  peut  écrire  : 

Le  rayon  du  cercle  trouvé  est  donc  (§  aaS)  le  demi-grand 
axe,  dans  le  cas  de  Tellipse  ;  et  le  demi-axe  tranverse,  dans 
le  cas  de  rhyt)erbole. 

ftS9.  Théorème  TH.  Le  produit  des  distances  des  deux 
foyers  d'une  conique  à  centre  à  une  tangente  quelconque  est 
constant. 

Les  deux  foyers  F,  F'  étant  symétriques  par  rapport  au 
centre  0  de  la  courbe,  et  les  coordonnées  (a?o,  t/o)  de  0  étant  : 

^         tm  —         '^         . 

1— w*  —  n  1  —  m — n 

il  en  résulte  que  les  coordonnées  a/,  y',  de  F'  sont  données  par 
les  formules  : 

,  2mt  ,  2nt 


1  —  m*—n*  1 — w* — n* 

Considérons  une  tangente  quelconque  A  et  soit  : 

X  (m  — cos  ç)  -f  y  (n  — -  sin  ç)  4-  '  =^  ^» 

son  équation.  Désignons  par  w,  u',  les  distances  des  points  F,F' 
à  A.  Nous  avons,  en  supposant  ^>  o  pour  fixer  les  idées, 

(i)    u  =  ±:t 


u'zzdtt 


y  m*  4-  n'  -h  i  —  am  cos  ç  —  an  sin  ? 
am  {m  —  cos  9)  -h  an  (n  —  sin  <p)  ■+- 1  — m*  —  n* 
(1 — m'— n*)v/?7i*-h7î*-fi  — smcosç— ansin» 
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OU, 

,  .       ,     _,  ^  yJrrC  -h  n*  -h  i  —  im  cos  9  —  2»  sin  9 

(2)    u'-zht 5 } 1. 

1  —  m  —  n 

Les  égalités  (1)  et  (q)  donnent  : 

un'  =  ± = r,  ou    (3)    im'  :=.  =p  '.. 

1  —  m  —n  ^  p 

Le  produit  t^t^'  est  donc  constant  :  il  est  égal  au  carré  du 
demi  petit  axe,  dans  Tellipse  ;  et,  dans  Thyperbole^  égal  au 
carré  du  demi-axe  non  transverse. 

Dans  Pellipse,  on  a  :  1  — wi*  —  «•>o,  et  dans  la  formule 
(2)  il  faut  prendre  le  signe  -♦-  ;  les  deux  foyers  sont  situés 
dans  la  même  région  par  rapport  à  une  tangente  quelconque. 
Au  contraire,  dans  l'hyperbole,  on  a  1  —  m*  —  n'  <  o,  il  faut 
prendre  le  signe—,  dans  la  formule  (2)  ;  les  deux  foyers  sont 
toujours  situés  dans  deux  régions  différentes,  par  rapport  à 
une  tangente  quelconque. 

Dans  la  formule  (3),  le  signe  -{-  correspond  au  cas  de 
l'hyperbole  et  le  signe  — ,  au  cas  de  Tellipse. 

9441.  Théorème  TIII.  La  somme  des  distances  d'un 
point  de  V ellipse  aiuv  deux  foyers  réels  est  constante  ;  dans 
l'hyperbole,  &est  la  différence  de  ces  distances  qui  est  constante. 

Cette  propriété  qui  a  été  adoptée  le  plus  souvent,  comme 
déGnition  élémentaire  de  Tellipse  et  de  Thyperbole,  parce 
qu'elle  donne  une  génération  simple  et  frappante  de  ces 
courbes,  peut  se  démontrer  de  la  manière  suivante: 

Soit  M  un  point  de  la  courbe  ;  x,  y  ses  coordonnées.  On  a  : 

m  -x^-hy*, 
et,  par  conséquent, 

(i)    doMVzimX'^ny  +  t. 
D'autre  part,  on  a  : 

\        1  —  m  —  n*J       \        1  —  m  —  n  / 


326  VINGT-QUATRIÈME  LEÇON 

OU, 

T7;r,«        11,/  X  ^  4*'(w*-hn*) 

1  — 7»  —  n        (i  — w  — n) 

Eu  tenant  compte  de  la  relation  : 

x*-hy*  zz  (ma? -h  ny)*  -h  2^  (ww?  +  ^y)  +  ^'^ 
on  trouve  : 

1  —  m*—  n 
ou,  encore, 

^    "*"  ^  1  — m*  — n* 

On  peut,  par  des  considératioos  diverses,  notamment  en 
observant  que  Tellipse  est  située  tout  entière,  dans  la 
région  comprise  entre  les  deux  directrices,  tandis  que 
rhyperbole  est  extérieure  à  cette  région,  reconnaître  que 
dans  les  égalités  (  1)  et  (2)  il  fout  prendre  des  signes  contraires, 
dans  le  cas  de  Tellipse,  et  le  même  signe,  dans  le  cas  de 
rhyperbole. 

On  a  donc  : 

MF-|-MF'=:i^^     ou    MF  —  MF'-i^, 


?  P 


suivant  que  la  courbe  considérée  est  une  ellipse,  ou  une 
hyperbole. 


EXERCICES 


4.  Un  diamètre  d'une  ellipse  est  donné  en  grandeur  et  en  position  ;  son 
conjugué  a  une  longueur  constante,  mais  sa  position  est  mobile  ;  trouver  le 
lieu  des  foyers. 

On  trouve  un  ovale  de  Cassini  ayant  pour  foyers  les  extrémités  du  dia- 
mètre fixe.  Ce  résultat  s'établit  facilement  par  des  considérations 
géométriques. 
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9.  Par  le  foyer  d'une  ellipse  on  mène  deux  rayons  vecteurs  situés  du 
même  côté  de  Vaxe  et  rencontrant  la  courbe  aux  points  A,B.  Démontrer  que 
AB  passe  par  un  point  fixe. 

S.  Un  point  M  est  mobile  sur  une  ellipse  dont  les  foyers  sont  F  et  F' ;  on 
considère  le  cercle  ex-inscrit  qui  a  son  point  de  contact  sur  le  segment  MF  ; 
trouver  le  lieu  décrit  par  le  centre  de  ce  cercle. 

4.  Soient  A,  A'  deux  tangentes  d'une  ellipse  E,  se  coupant  en  P  ;  F  et  F' 
désignant  les  deux  foyers  de  E,  on  pt^ojetfe  F  sur  ^  en  X,  et  sur  A'  en  A'. 
Démontrer  que  AA'  est  perpendiculaire  sur  PF'. 

6.  On  considère  deux  coniques  homo focales  E^E'fsoit  AB  une  tangente 
à  E,  soit  C  son  point  de  contact^  et  P  son  pôle  par  rapport  à  E'.  Démontrer 
que  PC  est  une  normale  à  E. 

••  Vérifier  par  Vanalyse  le  théorème  suivant,  qui  se  démontre  très  sim- 
plement par  des  considérations  géométriques  élémentaires  (§  3i28). 

Les  tangentes  issues  d'un  point  F*  à  une  conique  et  les  droites  qui  joignent 
P  aux  foyers  admettent  les  mêmes  bissectrices. 

Appliquer  cette  propriété  à  deux  coniques  homo  focales. 
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THÉORÈMES   GÉNÉRAUX  SUR  LES  CONIQUES 


9^S.  Théorème  I.  Par  cinq  points  réels,  distincts,  situes 
dans  un  plan  y  et  tels  que,  parmi  eux,  trois  quelconques  ne 
soient  pas  en  ligne  droite,  on  peut  faire  passer  une  courbe  dn 
second  degré  réelle,  et  on  n'en  peut  faire  passer  qu'une  seule. 

Désignons  les  points  donnés  par  A,B,C,D,E. 

En  joignant  le  point  C aux  points  D  et  E,  on  obtient  deux 
droites  distinctes  et  l^une  de  ces  droites,  au  moins,  n*est  pas 
parallèle  à  AB.  Nous  supposerons  donc  que  CD  et  AB  se 
coupent  en  un  point  0 ,  et  nous  prendrons  ces  droites  pour 
axes  de  coordonnées. 


Nous  poserons  : 

OAiTrt,    OB  =  ô:      OC  ne,    OD  zid. 
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L'équalion  générale  des  coliques  étant  : 

(i)    Aa;*  +  Ay  +  ^B'xy  -h  ^By  •+■  2B'x  -h  A"  zr  o, 

la  courbe  qui  correspond  à  cette  équation  passera  par  les 
points  A,  B,  si,  en  faisant^  dans  (i ),  ^  =  o ,  Téquation  obtenue  : 

Ar*-4-aB'a?+A''  =  o, 

a  pour  racines  a  et  b.  Nous  avons  donc  : 

r-  =  a  +  6,  et  — •  =:  aô. 

A  A 

Nous  trouverons  de  même  : 

aB  ^        .     A"        ^ 

— rzz=c-hdy     et    — ,  =  cd. 

A  A 

En  divisant  Téquation  (i)  par  A'',  quantité  différente  de 
zéro,  d'après  le  choix  que  nous  avons  fait  des  axes  de 
coordonnées,  nous  obtenons  l'équation  : 

B" 
équation  dans  laquelle  X  représente  le  rapport  -77/ • 

A 

Désignons  maintenant  par  x\y\  les  coordonnées  du 
point  E  et  déterminons  X  par  Téquation  : 


(^) 


g+|:+.w-.-(iH-i)-,-(i+i)+.=o. 

Le  point  £  n'étant  situé,  d'après  Thypothèse  même  que 
nous  avons  faite,  ni  sur  OX,  ni  sur  OY,  nous  avons  :  x'y'-pto. 
Végalité  (2)  donne  donc,  pour  X,  une  valeur  finie  et  bien 
déterminée. 

Ceci  posé,  Téqualion  (i')  représente,  pour  cette  valeur  deX , 
une  courbe  du  second  ordre  qui  passe  par  les  points 
A,B,C,D,E;il  est  donc  démontré  que  Ton  peut  toujours 
faire  passer  une  conique  par  les  cinq  points  donnés. 
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D'ailteurs  on  n^en  peut  faire  passer  qu'une.  Ceci  résulte  de 
ranalyse  précédente  qui,  si  on  la  suit  avec  attention,  prouve 
qu'il  n'y  a  pas  d'autres  coniques  passant  par  les  points 
A,B,C,D  que  celles  qui  correspondent  à  Téquation  (i).  On 
peut  aussi  remarquer  que  si  Ton  trouvait  deux  coniques  dis- 
tinctes passant  par  les  points  A ,  B ,  C ,  D ,  E  ,  les  équations  de 
ces  courbes  admettraient  cinq  solutions  distinctes,  et  nous 
savons  (Théorème  de  Bezout)  que  deux  équations,  dont  les 
degrés  sont  p  et  q,  ont  tout  au  plus  pq  solutions  distinctes. 
D?après  cela,  deux  équations  du  second  degré  ont,  tout  au 
plus,  quatre  solutions  distinctes. 

9âM.  Remarque  I.  La  démonstration  précédente  s'appli- 
que, avec  les  modifications  connues,  au  cas  où  deux  points 
A,B,  sont  :  ou  coïncidents,  ou  imaginaires  conjugués,  mais  en 
étant  situés  sur  une  droite,  donnée  de  position.  Elle  subsiste 
encore  dans  le  cas  où,  parmi  les  points  considérés,  quatre 
points  sont  deux  à  deux  coïncidents,  ou  deux  à  deux  imagi- 
naires conjugués,  mais  placés  sur  deux  droites  A ,  A',  données 
de  position. 

Pour  établir  la  démonstration,  dans  Tune  ou  l'autre  de 
ces  hypothèses,  on  prendra  pour  axes  de  coordonnées  A  et  A', 
ou,  s'il  arrivait  que  A  et  A'  fussent  parallèles,  une  droite 
équidistante  de  A  et  de  A'  et  une  autre  droite  passant  par  le 
cinquième  point,  la  démonstration  donnée  plus  haut  subit, 
bien  entendu,  de  légères  modifications  que  nous  signalons, 
sans  y  insister  davantage. 

Si  trois  points  A,B,C  deviennent  coïncidents  sur  une 
droite  A,  il  y  a  encore  une  seule  conique  passant  par  les 
cinq  points  donnés,  cette  conique  étant  constituée  par  A  et 
par  la  droite  DE.  On  peut  même  supposer  que  les  points 
D  et  E  coïncident  sur  une  droite  donnée  A'. 

Mais  il  y  a  deux  cas  où  le  problème  qui  nous  occupe  est  in- 
déterminé ;  1°  quand  les  quatre  points  (A,B,C,D)  coïncident 
sur  une  droite  A  ;  a^  quand  ils  coïncident,  deux  à  deux,  sur 
des  droites  A,  A',  au  point  qui  est  commun  a  ces  droites. 
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Dans  la  première  hypothèse,  une  conique  formée  de  A  et 
d'une  droite  qttelconque  issue  du  cinquième  point  E ,  passe 
par  les  cinq  points  donnés  ;  dans  Fautre  cas  une  conique 
formée  par  un  faisceau  de  deux  droites,  ayant  pour  centre 
communie  point  d'intersection  de  A  et  de  A',  Tune  des 
branches  passant  par  le  cinquième  point  E^  est  une  conique 
indéterminée  et  qui  passe  par  les  cinq  points  donnés. 

Nous  appellerons  ccts  singuliery  ce  second  cas  d'indétermi- 
nation. 

Remarque  II.  En  transformant  le  théorème  précédent, 
par  la  méthode  des  polaires  réciproques  on  obtient  la  propo- 
sition corrélative  ;  cette  proposition  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Etant  données  cinq  droites  situées  dans  un  plan,  et  telles 
que  trois  quelconques  de  ces  droites  ne  soient  pas  concou- 
rantes ;  on  peut  toujours  tracer  une  courbe  du  second  ordre 
tangente  à  ces  droites,  et  on  ne  peut  en  tracer  qu'une  seule. 

MI9.  Théorème  II.  Si  Von  imagine  un  quadrilatère  dont 
les  côtés  aient  pour  équation^  respectivement, 

P  —  o,     Qi=o,     Hi::o,     S  zi  o  ; 
siV  et  Q  con^espondent  à  deux  côtés  opposés,  Véquation  : 

(i)    aPQH-6RS  =  o, 

est  Péquation  générale  des  conique  circonscrites  à  ce  quadri- 
latère. 

On  voit  d'abord  que  la  conique  C ,  qui  correspond  à  Téqua- 
lion  (i)  est  vérifiée  par  la  solution  de  Tun  ou  de  l'autre  des 
systèmes  suivants  : 


i 


Vzzi)     Vzzo      Qzzi)      Q=Lo 
R  — o,     S=:o,     Rzzo,     S  =:  o. 


Ainsi  C ,  représente  une  conique  circonscrite  au  quadri- 
latère proposé. 
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D'ailleurs  toute  conique  circonscrite  à  ce  quadrilatère  peat 
être  représentée  par  (i)  si  Ton  fait  un  choix  convenable  des 
paramètres  a ,  6 . 

En  effet,  soit  C  une  de  ces  coniques^  et  soit  M  un  point 
quelconque  de  C.  En  désignant  par  a?',  y',  les  coordonnées 
de  M  ;  P',Q',  R',S',  ayant  leur  signification  ordinaire,  l'équa- 
tion : 

(i)    PQR'S' —  RSFQ' -  0, 

représente  une  conique  passant  par  les  sommets  du  quadri- 
latère proposé  et  par  le  point  x\y\  Mais  nous  avons  vu,  tout 
à  l'heure,  que  par  cinq  points  on  ne  pouvait  faire  passer  qu'une 
seule  conique  ;  concluons  donc  que  la  conique  qui  correspond 
à  l'équation  (i')  n'est  autre  chose  que  C'.Par  conséquent,  en 
prenant  : 

a  =  lVS',    6z=  — P'Q', 

réquation  (  0  représentera  la  conique  C 

948.  Théorème  III.  V équation  générale  des  coniques  A, 
qui  passent  par  les  points  communs  aux  coniques T  jy,  qui 
correspondent  aux  équations  : 

Uzzo,      ttIZO, 

esl  (sauf  dans  le  cas  singulier)  : 

(i)    aU  +  6M=:o. 

Imaginons  en  effet  une  des  coniques  A.  Les  courbes  Uetti 
étant  du  second  ordre,  ont  quatre  points  communs  (A,B,C,D)  : 
réels,  ou  imaginaires  conjugués,  distincts  ou  coïncidents,  à 
distance  finie  ou  infinie.  Nous  reviendrons  sur  ce  point  dans 
la  leçon  suivante,  mais  il  peut  être  admis,  dès  maintenant, 
comme  un  fait  algébrique  démontré. 

Prenons  sur  F  un  point  M,  et  soient  a;',  y',  ses  coordonnées. 
L'équation  : 

u'V  —  wU'zio, 
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représente  une  courbe  du  second  ordre  qui  passe  par  les 
cinq  points  A,B,C,D,  M.  Mais>  par  cinq  points  on  ne  peut 
faire  passer  qu^une  conique;  Téquation  (i)  représente  donc 
la  conique  F,  si  Ton  prend  : 

a  =  tt',    et    6  n  L'. 

D'ailleurs»  ces  quantités,  u'  et  U%  ne  sont  pas  nulles,  du 
moins  simultanément  ;  le  point  M  ne  pouvant  pas  appartenir, 
à  la  fois,  aux  deux  coniques  P^y* 

En  résumé,  l'équation  (i)  représente,  pour  des  valeurs  con- 
venablement attribuées  aux  paramètres  a, 6^  une  conique 
quelconque  passant  par  les  points  communs  à  F,  et  à  y. 

Ce  raisonnement  est  pourtant  en  défaut  dans  un  cas  qui, 
malgré  sa  particularité,  doit  être  signalé  ;  c'est  le  cas  sin- 
gulier où  U  =:  o,  et  tt  =  o,  représentent  deux  variétés  de 
coniques  ayant  le  même  centre  0.  Dans  cette  hypothèse,  en 
effet,  réquation  (i)  ne  peut  pas  représenter  une  conique  quel- 
conque 3  passant  par  les  points  communs  à  F  et  à  y  i  ^  étant 
formé  par  deux  droites  arbitraires  passant  par  0. 

Réciproquement,  toute  conique  correspondant  à  (i),  passe 
parles  points  A,B,C,D. 

Lorsque  a  et  6  varient,  on  obtient  une  infinité  de  coniques 
qui,  suivant  une  expression  adoptée,  constituent  un  réseau 
linéaire  de  coniques. 

En  général,  le  mot  réseau  correspond  à  l'idée  de  coniques 
mobiles,  en  nombre  infini  ;  le  réseau  est  linéaire  quand, 
parmi  ces  coniques,  une  seule  passe  par  un  point  donné. 

1B40.  Théorème  de  Desargaes.  Un  réseau  linéaire 
détermine  y  sur  une  droite  fixe  D  deux  divisions  homogra- 
pAtgues  en  involution. 

Prenons,  pour  exprimer  les  coordonnées  d'un  point  de  D, 
les  formules  ; 

0?  =  oTo  +  ap,    yi=:y«-f-<p; 

et  cherchons  l'intersection  de  D  avec  F  et  y-  En  substituant. 

De  L  Tome  II.  a3 
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à  cet  effet,  x  ei  y  dans  les  formes  V  yU,  on  obtient  des  tri- 
nômes du  second  degré  en  p  : 

Mp*  +  Np  +  P, 

Par  suite,  en  cherchant  Tintersection  de  D,  avec  une  des 
coniques  A  du  réseau,  Téquation  de  cette  courbe  étant  : 

XU  -4-  w  rz  o, 
on  a,  pour  déterminer  p,  Téquation  : 

(i)    (>xM4-m)p*-h(XN-+-w)p-4-XP+i?  =  o. 

Désignons  par  Mo  le  point  de  D  qui  a  pour  coordonnées 
Xo,  y^  ;  la  droite  D  rencontre  A  en  deux  points  }A!,Wj  et  siron 
pose  : 

MoM'zip',    MoM''=p\ 

L'équation  (i)  donne  : 

,  X    „  XN  -+-  n         ^      ,  „      XP  H-  p 

ù'4-ù"zz »     et    pV=i ^ 

^^  XM  +  m  *^^       XM-fm 

Si  entre  ces  deux  relations  on  élimine  X  on  obtient,  entre 
p'  et  p",  une  relation  de  la  forme  : 

HpV'-M(p'  +  p")  +  J  =  «- 

Les  points  mobiles  M' et  W  décrivent  donc  deux  divisions 
homographiques,  en  involution  (^). 

1.  Nous  avons  donné  plus  haut  (§  ix8)  la  définition  des  divisions  hooio- 
graphiques.  Lorsque  l'équaUon  homographique  : 

auw  +  P**  +  Y'' +  fi  =  o» 

entre  les  variables  u,v  présente  le  caractère  remarquable  d'être  symé- 
trique par  rapport  &  ces  deux  lettres  (par  conséquent,  lorsque  l'onap^y). 
on  exprime  ce  lait  en  disant  que  la  relation  homographique  proposée  est 
en  involution. 
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Au  point  de  vue  géométrique^  on  peut  remarquer  que  le 
théorème  précédent  est  une  conséquence  immédiate  de  ce  fait 
que  cinq  points  donnent  une  conique  bien  déterminée.  On  voit 
ainsi  qu'au  point  M'  correspond  sur  D  le  seul  point  M''  et 
inversement. 

De  là,  la  relation  homographique  en  involution,  entre  les 
variables  p',  p". 

ReniArque.  Quand  un  quadrilatère  est  inscrit  à  une 
conique  F,  les  deux  couples  de  côté  opposés,  et  T,  peuvent 
être  considérés  comme  formant  trois  coniques  du  réseau 
linéaire.  Une  transversale  quelconque  rencontre  ces  couples,  et 
r,  en  six  points  qui  sont  en  involution. 

Ce  corollaire  du  théorème  que  nous  venons  d'établir  cons- 
titue la  propriété  qu'avait  donnée  Desargues. 

9&0.  Xhéoréme  de  lliac-E«aarlii  et  de  Braiken- 
ridge.  Étant  données  deux  droites  fixes  A  ,  A',  et  un  triangle 
A.BC  ;  autour  du  sommet  B,  on  fait  tourner  une  transversale^ 
qui  rencontre  ^enUy  et  ^'  enK:  les  droites  CH,  AK  se  cou- 
petU  en  un  point  I,  dont  le  lieu  géométrique  est  une  conique. 


-Fig.  85, 

Prenons  le  triangle  ABC  pour  triangle  de  référence  ;  nous 
savons  (§  73)  que  les  droites  A  et  A'  ont  des  équations  qui 
peuvent  se  mettre  sous  la  forme  : 

(A)     aP-hfQ+YH=o 
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La  transversale  HK  a  pour  équation  : 

(HK)    R  — XP  =  o, 

et  les  intersections  de  HK  avec  A  et  A'  sont  déterminées  par 
les  relations  : 


(CH)     P(a-»-XY)-f  PQizo, 
(AK)    R(Y-h^)  +  PQ  =  o. 


La  forme  des  premiers  membres  de  ces  équations  prouve 
que  la  première  représente  une  droite  passant  par  C,  Taulre 
une  droite  passant  par  A  ;  en  résumé,  ces  équations  sont 
celles  des  droites  CH  et  AK.  L'équation  du  lieu  s'obtiendra 
donc  en  éliminant  X  entre  ces  deux  équations,  et  Ton  iroure 
ainsi  : 

(aPH-PO)(TR-l-PO)  =  aïPR. 

C'est  l'équation  d'une  conique  passant  par  les  points  A,C. 

Cette  génération  des  coniques  peut  être  considérée  comme 
constituant  un  cas  particulier,  mais  très  remarquable,  de  la 
génération  que  nous  allons  faire  connaître  et  qui  est  due  à 
Cliasles. 

9S1 .  Théorème  de  Chasles»  Lorsqu'autour  de  deux 
pôles  fixes  on  fait  tourner  des  droites  formant  des  faisceaux 
homographiqtieSy  le  point  d'intersection  des  branches  cor- 
respondantes décrit  une  conique^  passant  par  les  pôles. 

Soient  0  et  0'  les  pôles  des  deux  faisceaux  ;  supposons  que 
le  premier  soit  à  l'intersection  de  deux  droites  fixes  (P  =  o, 
Q  =  o)  ;  Tautre  étant  le  point  commun  de  deux  autres  droites 
fixes  (Kzzo,  S=:o). 

Une  droite  quelconque  A,  passant  par  0,  a  pour  équation: 

P~XO  =  o, 
et  une  droite  A',  passant  par  0'  correspond  à  l'équation  : 

R  — jjlS  =  0. 
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.  Les  droites  A  et  A'  qui  sont  mobiles,  quand  on  suppose 
que  X  et  (j.'sont  variables,  décrivent  des  faisceaux  homogra- 
phiques  si  les  paramètres  X ,  \k^  vérifient  constamment  l'équa- 
tion homographique  : 

aXjA  -{■  P^  "+"  w  ^-  ^  =  <^- 
L'équation  du  lieu  est  donc  : 

aPR  4-  PPS  -4-  yRQ  H-  îQS  =  o. 

La  courbe  qui  correspond  à  cette  équation  est  bien  une 
conique  passant  par  les  points  0, 0'. 
La  réciproque  est  vraie  et  s'établit  sans  difficulté. 

9S19.  Théorème  de  Pappos.  Qtcand  un  quadrilatère 
est  inscrit  dans  une  conique  donnée  F,  le  produit  des  distances 
d^un  point  M,  mobile  sur  T,  à  deux  côtés  opposés^  est  au  pro- 
duit des  distances  du  même  point  aux  deux  autres  côtés  y  dans 
un  rapport  constant. 


En  effet,  soient  : 

Pi=o,    Q  =  o, 

les  équations  des  côtés  AB,  CD  ;  et  soient  : 

R  =  o,    Sno, 

celles  des  droites  BC,  AD.  L*équation  de  la  conique  est 

(i)    aPQ-f-6RS  =  o. 
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D'autre  part,  si  on  abaisse  du  point  M  des  perpendiculaires 
sur  les  côtés  du  quadrilatère  ABCD ,  mj ,  mj ,  w, ,  m^  étant  des 
coefficients  convenablement  choisis,  on  a  : 

MH=:m,P,    MK=im,R,    MH'i=m,Ô,    MK'  =  m4S. 

Ces  égalités  donnent  : 

MH.MH^  _  m^m,       PQ 
MK.MK'~'m,W4   *   RS' 

et,  en  tenant  compte  de  (i), 

MH.MH^_      em,m^ 
MK.MK'  am^m^ 

Le  rapport  qui  est  représenté  dans  le  premier  membre  de 
cette  égalité  a  donc  une  valeur  constante. 

Il  est  facile  de  vérifier  que,  dans  le  cas  où  la  conique  consi- 
dérée est  une  circonférence,  la  raison  constante  est  égale  à 
Tunité. 

ft&B.  Théorème  de  Pascal.  Étant  donnés  six  points 
placés  sur  une  conique  T  ;  si  Von  joint  ces  points  par  un  trait 
continu,  de  façon  à  revenir  au  point  de  départ,  on  obtient  sis 
cordes  qui,  d'après  V ordre  dans  lequel  elles  ont  été  obtenues, 
peuvent  être  numérotées  t,  2,^,^, S, 0,.  Les  cordes  i,4;2,5;3,6; 
se  coupent  en  trois  points  situés  en  ligne  droite,  et  récipro- 
quemeftt. 

Joignons  le  point  de  départ  A,  au  troisième  point  rencontré 
par  le  circuit  brisé  que  nous  avons  tracé,  c'est-à-dire  au 
point  D  de  la  figure  ci-après  ;  désignons  par  ?  z=  o,  Téqua- 
tion  de  AD,  et  représentons  par  P„i=o,  Téquation  de  la  corde 
qui  porte  le  numéro  n.  Considérons  maintenant  les  deux 
quadrilatères  (<p ,  i ,  a ,  3),  ((p ,  4, 5, 6)  qui  sont  inscrits  dans  la 
conique  proposée.  D'après  ce  que  nous  avons  vu  (§  247),  les 
équations  : 

(i)    aP.tpH-ÔP^Pj  =0, 
(2)    a'P,?  +  6T4P.'=  o. 
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représentent.  Tune  et  Tautre,  l'équation  de  F.   Considérons 
maintenant  la  combinaison  suivante,  des  équations  (i)  et  (2), 

(3)     a6'P,P,P.-6a'P,P,P.=zo; 


Fig   87. 

cette  équation  est  vérifiée  par  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  de  F  ;  et  comme  elle  est  du  troisième  degré,  on 
peut  dire  qu'elle  représente  l'ensemble  formé  par  F,  et  par 
une  certaine  droite  A. 

Cette  remarque  étant  faite,  on  peut  observer  que  les  points 
0,0',  0"  ont  des  coordonnées  qui  satisfont  à  l'équation  (3). 
En  eflfet,  si  Ton  a  :  P,  n  0  et  P4  zr  o,  cette  équation  est  vérifiée. 
Il  en  est  encore  ainsi,  quand  on  suppose,  simultanément  : 

Pj=o,    et    Ps^zo,    ou:    Pg^o,    et    P»3:o. 

Ainsi  les  points  0 , 0',  0",  sont  situés  sur  D  ;  ce  qui  démontre 
la  propriété  en  question,  l'une  des  plus  remarquables  de  la 
géométrie  des  coniques. 

La  réciproque  du  théorème  de  Pascal  est  exacte,  elle 
s'énonce  et  se  démontre  sans  difficulté,  en  s'appuyant  sur  le 
théorème  établi  plus  haut  (§  245). 

1^54.  Théorème  de  Brianehon.  Étant  données  six 
droites  tangentes  à  une  conique  F,  si  F  on  imagine  un  mobile 
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parcourant  ces  droites,  de  façon  à  revenir  au  point  de  départ^ 
si  ton  a  numéroté  I ,  H,  HI,  IV,  V,  VI,  les  sommets  de  Phexa- 
gone  que  Von  a,  ainsiy  successivement  rencontrés  \  les  droites^ 
qui  joignent  les  sommets  I ,  IV  ;  II,  V  ;  IH,  VI  ;  concourent  m 
même  point  ;  et  réciproquement. 


ta» 


Fig.  88. 


Ce  théorème  se  déduit  immédiatement  du  théorème  de 
Pascal  par  la  méthode  des  polaires  réciproques.  Aux  sommets 
A,B,C,D,E,Fde l'hexagone  inscrit  (fig.  87),  correspondent 
des  tangentes  a,&,c,  (/,  e,/*  qui  forment  un  hexagone  cir- 
conscrit. A  la  corde  AB  correspond  le  point  I  (fig.  88)  inter- 
section des  tangentes  a,b\  et  ainsi  des  autres.  Les  points 
0,  o'yo"  (fig.  87)  étant  en  ligne  droite,  les  droites  w,  w',  w' 
dans  la  figure  corrélative,  sont  concourantes. 

19SS.  Théorème  de  Nfewton.  Soit  T  une  conique  fixe^ 

et  soient  A ,  A'  deux  transversales  sécantes  au  point  0,  mobiles^ 

mais  restant  parallèles  à  des  directions  fixes  ;  ces  droites 

rencontrent  F,  la  première  aux  points  A,  A'  ;  Vautre  aux 

oA  oA' 
points  B ,  B'  ;  le  rapport      '  _,  conserve  une  valeur  constante. 

oB.oB' 
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Ce  théorème  est  vrai  pour  des  courbes  d'un  ordre  quel- 
conque comme  le  prouve  la  démonstration  suivante. 

Soit  : 

F(a:,y)  =  o, 

réquation  de  la  courbe  F;  menons  par  le  point  0(a7o,yo)> 
une  droite  A  parallèle  à  la  direction  («,0)  ;  les  coordonnées 
d'un  point  de  A  sont  données  par  les  formules  : 

xzzxo-hoipy     y  — yo  +  6p. 

Si  nous  désignons  par  9^  (^>y)  Tensemble  des  termes  ho- 
mogènes, et  du  degré  m,  en  x  et  y,  nous  aurons  pour  déter- 
miner les  distances  OA^,  OA,,  ...  OA^,  des  points  communs 

à  À  et  à  r,  au  point  0,  l'équation  : 

F(iro,yo)-+-...  +p'*<p(«,6)  =0. 
Nous  déduisons  de  là  : 

OA.  .OA.....  0A„  =  (-.)•»  î^^^l 

Nous  trouverions  de  môme  : 

F(rro,yo) 


OB,  .OBj  .  ...0B^=(— t) 


Nous  avons  donc  : 

OB,.  OB.....OB^-  ç^(a,6)' 

C'est  cette  relation  qui  constitue  le  théorème  de  Newton. 

950.  Iliéoréiiie  de  CamoÉ.  Soit  une  conique  F  et  un 
triangle  ABC,  dans  son  plan  ;  un  mobile  partant  du  point  A, 
par  exemple,  et  parcourant  le  périmètre  du  triangle  dans  le 
«etw  ABC  rencontre  successivement  la  courbe  aux  points 
^11  Cj  ;  A, ,  A, ,  Bj ,  B,  ;  cela  posé  y  on  a  la  relation  : 

AC,  .  AC,      BA^  .  BA,      CB,  .  CB,  _  ^ 
AB,  .  AB3      BC|  •  BC,      CA,  .  CA, 
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Ce  théorème,  comme  le  précédent,  appartient  aux  courbes 
d'un  degré  quelconque,  et  à  un  nombre  quelconque  de 
transversales  situées  dans  le  plan  de  la  courbe. 

Prenons,  pour  fixer  les  idées,  trois  transversales  et  soient 
i^o>yo\  (^i»yi)>  (iPs^y,)  les  coordonnées  des  points  A,  B,C.  La 
droite  AB  rencontre  F  endos  points  Cj,C,,  ...  C^  et  nous 

avons,  d'après  ce  que  nous  venons  de  voir, 


BC, .  BC, . ...  BC^  —  (—  i)   —   ' '  \  . 


AC..AC....AC,zz(-ir^^^; 

a, 6  désignant  les  paramètres  directeurs  de  AB.  Ces  relations 
donnent  : 

AC,  .  AC,  .  .  *^C„,_F(xo.yo) 
^'^    BC,  .BCa    ...  BC^""F(a;,,y,)' 

Nous  trouverons,  de  la  même  façon,  les  relations  : 

BA,  .  BA,  .  ...  BA^  _  F  (x^  ,yj 


(3) 


CA,  .CA,     ...CA,„      ¥{x,,y^y 

CB,  .  CB,     ...  CB^  __  F  (a;, ,yO 


AB,  .ABâ     ...AB^      F(xo,yo)' 

Si  nous  multiplions,  membre  à  membre,  les  égalités  (i),  W 
et  (3),  nous  avons  : 

AC, .  AC, . . .  AC^      BAj .  BAg . . .  BA^       CB,  .  CB,  .. .  CB„  _ 
BC,  .BC, ...  BC^      CA, .  CA, ...  CA^       AB, .  ABj ...  AB^ 

Cette  égalité  démontre,  dans  le  cas  de  trois  transversales, 
le  théorème  de  Camot,  qui,  pour  des  raisons  rendues  évi- 
dentes par  ce  calcul  précédent,  est  vrai,  quel  que  soit  le  nombre 
des  transversales  considérées. 

9SV.  Ci^rollaires  des  théorèmes  de  Pascal  et  de 

Brianehon.  Si  nous  supposons  que  dans  la  figure  (87)  les 
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points  A, B, ...  F,  viennent  coïncider  dans  les  conditions  sui- 
vantes :  i<>  A  et  B,  2«  A  et  B  d'une  part,  C  et  D  d'autre  part 
3»  A  et  B,  d'un  coté;  C  et  D,  d'un  autre  coté;  et,  enfin,  E  et  F, 
d'un  troisième  coté  ;  on  obtient  de  nombreux  et  intéressants 
corollaires  du  théorème  de  Pascal  donnant  des  propriétés  sur 
les  pentagones^  les  quadrilatères  et  les  triangles  inscrits  dans 

les  coniqnies. 

Celte  remarque  importante  s'applique  à  la  figure  (88)  quand 
on  suppose  que  Ton  fait  coïncider,  deux  à  deux,  les  tangentes 
a,6;c,rf;e,/: 

Par  exemple,  on  peut  considérer  la  proposition  suivante 
comme  un  corollaire  du  théorème  de  Pascal. 

Th^or^me.  Si  un  triangle  ABC  est  inscrit  dans  une  coni- 
qtte  r ,  la  tangente  à  F,  au  point  A ,  rencontre  BC  en  un  point 
h!  ;  les  trois  points  A',B',C^  ainsi  obtenus  sont  en  ligne 
droite. 

De  même,  la  propriété  que  nous  allons  énoncer  peut  être 
considérée  comme  un  corollaire  du  théorème  de  Brianchon. 
Théorème.  Lorsqu'une  conique  V  est  inscrite  à  un  trian- 
gle ABC,  SI  Von  désigne  par  A'  le  point  de  contact  de  BG 
a-oec  r,  la  droite  AA'  et  les  droites  analogues  BB',  CC,  con^ 
courent  au  même  point. 

Nous  allons  d'ailleurs  établir  directement  ces  deux  propo- 
sitions et  faire  connaître,  à  ce  propos,  les  équations  des  coni- 
ques inscrites  et  circonscrites  à  un  triangle. 

9S8.  Coniques  circonscrites  A  un  trian§^le.  Dési- 
gnons par  : 

P=:o,     Q  =  o,     Rzio, 

les  équations  des  côtés  du  triangle  proposé  ABC  et  prenons 
ABC  pour  triangle  de  référence.  L'équation  générale  des 
coniques  situéesi  dans  son  plan  (§  74)  est  : 

(0    «P*  +  a'Q"  -h  a"R*  -+•  26QR  +  26'RP  H-  26TQ  =  o. 

Soient  a;©,  Voy  les  coordonnées  du  point  A  ;  les  trois  droites 
AB,AG,BC,  n'étant  pas  concourantes,  on  a  : 

Oo  =  o,    Ro  =  o,    et    Po?z^o. 
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La  conique  F  passant  par  A ,  on  doit  avoir  : 

«p! = o, 

et,  par  conséqaent,  a  =  o.  On  trouve   de  même,  a'  =  o,  et 
a'  =  o.  L'équation  (i)  prend  donc  la  forme  : 

(C)    6QR  +  6'RP  +  6TO  =  o. 

Cette  équation  peut  s'écrire  encore  : 

(C)   i+^+!!=o. 

et,  sous  la  forme  (C),  ou  sous  la  forme  (C),  représente  l'équa- 
tion générale  des  coniques  circonscrites  au  triangle  considéré. 
Cherchons  Téquation  de  la  tangente  au  point  A.  Une  droite 
quelconque  A ,  passant  par  ce  point  peut  être  représenté  par 
réquation  : 

(A)    XQ  — |jlR=:o. 

Son  intersection  avec  la  conique  (C)  est  déterminée  par  la 
relation  : 

R[6|aR  +  (6'X-^6V)P]  =  o. 
laquelle  donne  : 

R  =  o,    et,    6[iR-h(6'X4-6V)P  =  o- 

On  conclut  de  là  que  la  condition  nécessaire  et  sufOsante 
pour  que  A  soit  tangente  à  (C)  est  : 

6'X  +  6  V  =  0. 

L'équation  de  la  tangente  au  point  A  est  donc  : 

6'R  H-  6^0  =  o, 
ou, 

Q     R 


j7H-^  =  0. 
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Si  Ton  appelle  A'  le  point  de  rencontre  A,  avec  BC,  les 
coordonnées  de  ce  point  sont  déterminées  par  les  relations  : 

Q     R 

On  voit  donc  que  le  point  A',  et  les  points  analogues  B',C', 
appartiennent  à  la  droite  qui  a  pour  équation  : 

P     0      R 

Le  corollaire  du  théorème  de  Pascal^  signalé  plus  haut^  se 
trouve  ainsi  établi,  par  une  analyse  directe. 

9^9.  Oonlqnc»  liMcrites  ât  an  trlanf^le.  Les  notations 
précédentes  étant  conservées,  si  Ton  suppose  que  la  droite 

BC  soit  tangenle  à  la  conique  F  qui  con-espond  à  Téqua- 
Uon  (i),  on  a  : 

On  trouve,  de  même, 

Ces  relations  donnent,  par  combinaison,  66'6"  =  ±  x%ol\ 
Prenons  d'abord  le  signe—  ;  Téquation  (i)  devient  : 

l\\     P'      Q'      H*      ^KQ      aPR      aPQ_ 

Le  signe  +  conduit  à  Téquation  : 

Q  .  RV- 


\6       6'^67 


0. 


à  laquelle  correspond  une  droite  double.  Ainsi  Téquation  (I) 
représente,  seule,  Téquation  générale  des  coniques  inscrites 
dans  le  triangle  de  référence. 
En  faisant  P  =  o  dans  Téquation  (I),  on  voit  que  si  Ton 
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appelle  A'  le  point  de  contact  de  BC  avec  F ,  les  coordonnées 
de  ce  point  vérifient  la  relation  : 

La  droite  qui  correspond  à  celte  équation  passant  évidem- 
ment par  le  point  A,  on  conclut  de  cette  remarque  que  les 
droites  AA',  BB',  ce  ont,  respectivement,  pour  équation  : 


0     R_„ 

R       P 

P      Q 

^~  ^■^—  -^ 

6'      6» 

6»      6        ' 

6      6' 

zz  o. 


Ces  trois  droites  concourent  au  point  dont  les  coordonnées 
vérifient  les  relations  : 

Cette  propriété  constitue  le  corollaire,  cité  plus  haut  (§25;;, 
du  théorème  de  Brianchon. 

i960.  Coniques  Inscrites  él  un  ang^ie.  Nous  avons  vu 
que  réqualion  générale  des  coniques  circonscrites  à  un 
quadrilatère,  pouvait  être  mise  sous  la  forme  : 

aPQ-l-6RSz=o. 

On  peut  supposer  que  les  paramètres  a ,  —  6 ,  sont  intro- 
duits dans  les  formes  P  et  R  et  nous  prendrons  Téqua- 
tion  : 

PQ  =  RS, 

comme  représentant  Téquation  générale  des  coniques  cir- 
conscrites au  quadrilatère,  les  côtés  opposés  ayant  pour 
équation,  respectivement, 

Si  Ton  suppose,  maintenant,  que  les  droites  (B)  viennent  se 


CONIQUES.  —  THÉORÈMES  GÉNÉRAUX  347 

confondre,  la  conique  considérée  F  est  tangente  aux  droi- 
tes (A),  et, 

PQ  =  R', 

représente  Téquation  générale  des  coniques  tangentes  aux 
droites  qui  ont  pour  équation  :  P  zz  o,  Q  =  o  ;  la  corde  des 
contacts  ayant  pour  équation  :  R  =:  o. 

Cette  forme  remarquable  donnée  à  Téquation  d'une  co- 
nique conduit,  si  Ton  cherche  son  interprétation  géométrique, 
au  théorème  suivant,  qui  est  un  corollaire  évident  du  théo- 
rème de  Pappus  : 

Théorème  MW.  Soit  ÂB  une  corde  quelconque  d'une  co- 
nique r,  le  carré  de  la  distance  d^un  point  MdeT  à  cette  corde 
est  au  produit  des  distances  de  ce  même  point  aux  tangentes 
enket^y  dans  un  rapport  constant. 

Lorsque  la  corde  AB  est  un  diamètre,  cethéorème  donne 
réquation  de  la  conique  rapportée  à  deux  diamètres  con- 
jugués. 

Aux  propriétés  diverses  que  nous  venons  d'exposer  et  qui, 
avec  celles  qui  sont  relatives  aux  foyers  et  aux  directrices , 
constituent  les  théorèmes  fondamentaux  de  Tétude  des  co- 
niques nous  ajouterons  encore  les  théorèmes  suivants,  qui 
sont  fréquemment  employés. 

^61  .Théorème  W.La  droite  qui  joint  unpoint  P  au  milieu 
de  la  corde  des  contacts  des  tangentes  issues  deF  à  une  conique  F 
passe  par  le  centre  deV^  siV  a  un  centre^  ou  est  parallèle  à 
Voxe  de  la  courbe,  si  F  est  une  parabole. 

Soient  (a?o,  y©,  ^o)  les  coordonnées  deP;  la  polaire  j9,  de 
ce  point,  a  pour  équation  : 

et  le  diamètre  conjugué  de  p  : 

Celte  équation  est  évidemment  vérifiée  par  xzzzxo^yzzzy^; 
et  ceci  prouve  la  proposition  énoncée. 
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9B9.  Théorème  l^M.  Le  lieu  des  centres  des  coniques  ins- 
crites dans  un  quadrilatère  est  la  droite  qui  j oint  les  milieux 
des  diagonales  de  ce  quadrilatère.  (Newlon.) 

Cherchons  d*abord  Féquation  générale  des  coniques  ms- 
crites  dans  un  quadrilatère. 

Nous  prendrons  pour  axes  de  coordonnées  deux  côtés 
opposés  de  ce  quadrilatère,  chose  toujours  possible,  même 
dans  le  cas  où  la  figure  proposée  est  un  parallélogramme 
puisque  Ton  peut,  dans  ce  cas,  prendre  pour  axes  ses  dia- 
gonales. 

Soient  : 

p      q  p       q 

les  équations  des  deux  autres  côtés.  Nous  avons  trouvé  pius 
haut  (§  aSg),  réquation  générale  des  coniques  inscrites  dans 
le  triangle  dont  les  côtés  ont  pour  équation,  respectivement, 

Pno,     Q  =  o,     R=:o. 

On  peut  remarquer,  à  ce  propos,  que  cette  équation  peut  se 
mettre  sous  la  forme  irrationnelle  : 


±v/:-±vi±v^=« 


6' 

forme  remarquable  et  qui  peut  servir,  commodément,  de  point 
de  départ  pour  les  calculs  relatifs  aux  coniques  tangentes  à 
plusieurs  droites. 
D'après  cette  remarque,  Téquation  : 

représente  Téquation  générale  des  coniques  F  tangentes  aux 
axes  et  à  (A)  ;  X  et  [j.  désignent  deux  paramètres  variables  et 
indépendants.  Nous  allons  chercher  quelle  relation  doivent 
vérifier  X  et  [jl,  pour  que  F  soit  tangente  à  (A'). 
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L'équation  (F)  rendue  rationnelle  s'écrit  : 

Un  calcul  tout  semblable,  prouve  que  l'équation  : 

(3)    [|cA'-o-H|,(,.'-o-f-iJ=4xy^, 

représente  aussi  la  conique  F.  Les  équations  (i)  et  (2)  ont  le 
même  terme  constant,  et  elles  sont  identiques.  En  égalant 
les  coefficients  des  termes  en  x,  en  y  et  en  a?y,  on  a  : 


i.j 


i  _V—  I     \L —  1  __  iJ.'—  1         (X—  1  )  ([JL — 1)— aXii.  __  (X'—  1  )  {\L* —  1  ) — 2>/;jJ 
Des  deux  premières,  on  déduit  d'abord  : 

pq  p'q'  ' 

puis,  par  combinaison  avec  la  troisième^ 


XjJI. \'[f. 

On  a  donc,  entre  X  et  ji.,  la  relation  : 

ou,  après  simplification, 

Xo'  y.o'' 

(A)    —^-^ — !l^-,-hir:o. 

p— i>     y  — î 

Nous  ferons  ici,  à  propos  de  l'exercice  qui  nous  occupe,  la 
remarque  suivante  qui  intéresse  tous  les  problèmes  dans 
desquels  on  cherche  le  lieu  décrit  par  le  centre  d'une  conique 
mobile. 
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Pour  trouver  ce  lieu  géométrique  on  peut  considérer  le 
centre  comme  étant  à  Tinterseclion  des  droites  qui  corres- 
pondent aux  équations  f'^  —  o,  /"^  =o(§  177);  mais  la  considé- 
ration de  ces  droites  n^est  pas  nécessaire  et  il  y  a  quelquefois 
avantage  à  considérer  le  centre  de  la  conique  comme  dé- 
terminé par  d'aulres  conditions.  Par  exemple^  et  comme  nous 
Tavons  déjà  fait  remarquer,  si  l'équation  de  la  conique  se 
présente  sous  la  forme  eP'  +  e'Q*  zz  1,  le  centre  est  à  Tinter- 
section  des  droites  qui  ont  pour  équation  :  P  =  o,  et  Q  ==  0; 
dans  d*autres  cas^  on  pourra  considérer  le  centre  comme  un 
point  situé  au  milieu  de  la  corde  qu^on  obtient  en  prenant  le 
diamètre  conjugué  d'une  direction  donnée. 


P  A  F        A' 

Fig.  89. 

Revenons  à  la  démonstration  du  théorème  de  Newlon. 
L'équation  (2)  prouve  que  Ton  a  : 

OA=i-^,    et    OBz:     ^ 


1 X  1  \L 

Le  centre  C  de  la  conique  F  se  trouve  donc  sur  la  droite 
qui  a  pour  équation  : 

P         "         q        ' 

La  droite  OC  rencontre  F  en  deux  points  M  et  N  et  si  l'on 
cherche  les  ordonnées  des  points  M  et  N^  elles  sont  déter- 
minées par  la  relation  : 
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L^ordonnée  du  point  C  est  donc  donnée  parla  formule  ; 

(B)   .?^=-iz:i_, 

q      X-Hiii  — 1 
et  l'abcisse  de  C,  par  Tégalité  : 

(C)     a?=     ^-' 


P        A  -f-  IJt.  —  1 

Entre  les  équations  (A),  (B),  (C)  il  reste  à  éliminer  les  para- 
mètres X,  jjL  et  Ton  trouve,  finalement, 

xiq  —  q') -f- y(p—p')-h^ ip'q'—pq)  - «• 

On  reconnaît  sans  difficulté  que  cette  équation  est  vérifiée 
par  les  valeurs  suivantes  : 

_p'        {       _p        ! PP'       Q  —  q' 

2         )  ^         )  ^      QP —Pq 

^""2'       (^""s'       \    ^        2    '  qp'—pq'  ' 

La  droite  de  Newton  passe  donc  par  les  milieux  des  diago- 
nales du  quadrilatère,  et  ce  fait  pouvait  être  prévu,  a  priori, 
en  considérant  les  diagonales  en  question  comme  des  coniques 
aplaties,  tangentes  aux  quatre  droites  données. 

1663.  Paraboles  tangentes  ù,  deux  droites.  Si  nous 
considérons  les  paraboles  tangenles  à  deux  droites  et  si  nous 
prenons  ces  droites  pour  axes  de  coordonnées,  l'équation  . 

x^     y*      2xy        X  .      y 

— 1-^ ^  4-2-4-27-hi  =0 

a*      b'       ab  a^    b 

dans  laquelle  a,6  représentent  lus  distances  des  points  de 
contact  au  point  de  concours  des  tangentes,  représente 
réquation  générale  des  paraboles  inscrites  dans  Tangle  yox. 
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5964.  Paraboles  taiif^enies  A  trois  droites.  L'équa- 
tion (2)  (§  262)  représente  une  parabole  lorsque  Ton  a  : 


L  pq  pq  J 


p*       '       q'  L  pq  pq 

o\Xy  en  développant,  cl  en  simplifiant, 

X|ji.(XH-iJL —  1)  zzo. 

L*équalion  générale  des  paraboles  inscrites  au  triangle 
formé  par  les  axes  et  par  la  droite  qui  a  pour  équation  : 


p    q 


est  donc  : 


\.p  q  j  pq 

avec  la  condition 
On  peut  aussi  prendre  Téquation,  homogène  en  X  et  \ky 

\  P       q  I  pq 


EXERCICES 

1.  Démontrer  que  si  trois  coniques  F,  T',  T*',  ont  une  corde  commune,  les 
trois  autres  cordes  sont  concourantes. 

En  dèsigoant  par  P  =  o,  TéqualioD  de  la  sécante  cominaiie,  les  coniques 
out,  respcclivemeiit,  pour  équation  : 

aP*  -h  PPQ  +  yPR  -h  QR  =  o, 
a'P*-hP'PQ4-ï'PU-hQIl  =  o, 
aT*  +  gTQ  -+-  y'^PR  -f-  QR  =  o  ; 
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et  les  trois  sécantes  non  communes  correspondent  aux  équations  suivantes  : 

(a— a')  P+  (3-  P')  Q  -4-  {■{—{')  R  =  o. 
(«'-a')P  +  (3'-3'')Q-+-(T'-Y'')R  =  o, 
(a'  — «)  P+  (3'— 3)04-  (y'- y)  R  =  o. 

On  voit  qn«  ces  équations,  ajoutées  membre  à  membre,  donnent  lieu  à 
une  identité.  La  proposition  est  ainsi  établie  ;  on  pent  en  déduire  le 
théorème  de  Pascal. 

t.  Démontrer  qu'en  prenant  pour  axe  de  coordonnées  des  parallèles  aux 
côtés  d*vn  parallélogramme t  menées  par  le  centre ^  Véquation  générale  des 
coniques  inscrites  est  : 

-.-4-2X-4-f-T^-f-X*— 1  no. 


a*  ab      b' 

3.  St  l*on  prend  poîir  axes  de  coordonnées^  les  diagonales  du  parallélo- 
gramme, l'équation  générale  des  coniques  inscrites  est  : 

'  =1. 


a'"  sin*  <p      b'*  cos'  <p 

4.  Lorsque  trois  droites  AA',BB',CC',  prises  dans  le  plan  d'un  triangle 
ABC,  sont  concourantes,  il  existe  une  conique  V  inscrite  au  triangle  et  ayant 
pourpoints  de  contact  les  points  A'.B',C'.  Démontrer  aussi  que  la  droite 
qui  joint  le  milieu  de  BC  avec  le  milieu  de  AA',  et  les  deux  autres  droites 
analogues,  concourent  au  centre  de  F. 

5.  Lorsqu'une  hyperbole  équilatère  est  circonscrite  à  un  triangle,  elle 
passe  par  le  centre  des  hauteurs  de  ce  triangle. 

On  prend  pour  axes  de  coordonnées  un  côté  du  triangle  et  la  hauteur 
correspondante  ;  puis  ou  applique  l'équation  (i'}  (§  2^5), 

•.  Le  lieu  des  centres  des  coniques  circonscrites  à  un  quadrilatère  est  une 
conique  passant  par  les  milieux  des  côtés  du  quadrilatère,  et  par  les  points 
de  concours  des  diagonales.  (Conique  des  neuf  points.) 

1.  Le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  circonscrites  à  un  triangle 
tH  le  cercle  des  9  points  du  triangle. 

H,  Si  l'on  considère  un  réseau  de  coniques  passant  par  quatre  points  fixes, 
Ifi  polaires  d*un  point  quelconque  supposé  fixe,  passent  toutes  par  un  même 
point,  (Théorème  de  Lamé.) 

•.  Si  Von  considère  un  réseau  de  coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère 
fi^e,  le  lieu  des  pôles  d'une  droite  fixe  quelconque  est  une  droite, 

(Généralisation  du  théorème  de  Newton.) 
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10.  Démonlrer  géomélriquement  le  théorème  de  Pascal. 

On  considère  le  triangle  formé  par  les  côtés  1,3,5  de  l'hexagone  de 
Pascal,  et  on  s'appuie  sur  le  théorème  dos  transversales  et  sur  le  théorème 
de  Carnot. 

L'idée  de  cotte  démonstration  parait  due  à  Sturm. 
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INTERSECTION    DE    DEUX    CONIQUES 


(cas  général) 

Le  problème  que  nous  nous  proposons  de  traiter,  dans  cette 
leçon,  peut  s'énoncer  ainsi  :  Étant  données,  dans  un  système 
d'axes  y  les  équations  de  deux  coniques,  étudier  au  point  de  vue 
du  nombre  et  de  la  nature  de  leurs  points  communs,  la  situa- 
tion  relative  de  ces  deux  courbes. 

19BS.  Xhéorèine.  Deux  coniques  G,  c  ;  situées  dans  le 
même  plan  et  qui  n'ont  pas  de  direction  asymptotique  com- 
mune, ont  quatre  points  communs  réels,  imaginaires  ou  coïn- 
cideniSy  situés  à  distance  finie. 

Soient  : 

(i)    U  —  o,    wrzo 

les  équations  des  deux  coniques  proposées  ;  en  posant  : 

U  =  Aa?*  4-  AV  -4-  2B"xy  H-  îBy  -f-  nWx  +  A'', 
u  s:  ax*  -f.  aV  +  ^b''xy  +  ^by  +  ai'a;  +  ^''' 

La  méthode  naturelle  pour  trouver  le  nombre  et  la  nature 
des  points  communs  aux  coniques  C  et  c,  consiste  à  résoudre 
les  équations  (i).  A  cet  effet,  on  formera  le  résultant  en  x  de 
ces  équations  ,  ou  le  résultant  en  y,  comme  Ton  voudra.  En 
désignant  ces  résultants  par  R  {x),  et  par  r  (y),  on  devra 
considérer  Tune  ou  l'autre  des  équations  : 

(A)    R(a?)  =  o,        (B)    r(y)  =  o; 
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dans  lesquelles  on  a  : 

R  (a?)  s:  {  a'  (kx'  -h  iB'x  -h  A*^)  -  A'  {ax'  -h  aJ'a?  -h  a'')  f 
—  4  {A'(6"a;-h6)  — a'CB^jr-f-B)  | 

\{B''x-hB){ad'+2b'x-\-'a')—{b''x-hb){Kx'-h'iVx-{-k')\ 

Le  coefficient  K,  de  rc*,  dans  le  second  membre  de  celle 
idenlilé,  est  donné  par  la  formule  : 

K  =  (Aa'  —  flA')*  —  {k'b"  —  a'B")  (B"a  —  b'A). 

Celle  quantité  est  différente  de  zéro  si  les  deux  équations: 

Arc"  +  aB"a?y  +  AY  =  o, 
ax*  -h  2b" xy  +  a'y*  z=  o, 

n'ont  pas  de  racine  commune  (Alg.  §  iSo)  ;  c'est-à-dire,  si  les 
courbes  C,  c,  n'ont  pas  de  direction  asymptotique  cpmnmae 
(§215,4*).  L'équation  (A)  admet  donc  quatre  racines  delà 

forme  a  -|-  6i*,  a  et  6  étant  des  nombres  finis.  Comme  nous 
l'avons  expliqué  en  algèbre  (Alg.  §  392),  les  équations  (A)  el 
(B)  admettent  quatre  solutions,  dans  le  sens  général  et  algé- 
brique que  nous  donnons  à  ce  mot  ;  ces  solutions  pouvant 
être  réelles  ou  imaginaires,  distinctes  ou  coïncidentes,  mais 
non  infinies,  du  moins  dans  le  cas  que  nous  discutons,  celui 
où  les  directions  asymptotiques  sont  distinctes. 

Pour  bien  reconnaître  que  la  solution  n'est  pas  infinie, 
comme  nous  venons  de  l'affirmer,  il  ne  sufSt  pas  d'avoir 
observé,  comme  nous  l'avons  fait  tout  à  l'heure,  que  la  valeur 
de  X  n*esl  pas  infinie,  il  faut  encore  remarquer  que  la  valeur 
correspondante,  ou  les  valeurs  correspondantes  de  y  sont 
aussi  finies.  Ce  dernier  fait  est  mis  en  évidence  par  Téqua- 
tion  (B),  dans  laquelle  le  coefficient  de  y^  est  précisément  le 
nombre  K  ;  la  valeur  de  K  restant  identique  à  elle-même 
quand  on  permute,  deux  à  deux  :  A,  A',  d'une  part;  a,û', 
d'autre  part. 

98G.  Intersection  de  €M»niques  ayant  des  directions 
asymptotiques,  on  des  asymptotes,  €M»mmnnes.   Nous 
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débarrasserons  tout  d'abord  le  problème  qui  nous  occupe 
des  cas  particuliers  qui  correspondent  à  Thypothèse  où  les 
coniques  ont  des  directions  asymploliques,  ou  des  asymp- 
totes, communes. 

i*'  Une  direction  asymptotique  commune.  Le  calcul  indiqué 
au  paragraphe  précédent,  conduit  immédiatement  à  une  équa- 
tion du  troisième  degré.  On  pourra  discuter,  et  résoudre 
quand  la  chose  sera  possible,  cette  équation  ;  et,  en  associant 
aux  valeurs  trouvées  pour  a?,  les  valeurs  correspondantes 
de  y,  on  pourra  déterminer  la  situation  respective  des  deux 
coniques.  On  pourra,  d'ailleurs,  suivre  la  méhode  que  nous 
allons  donner  plus  loin,  pour  le  cas  général,  et  qui  conduit, 
elle  aussi,  à  une  équation  du  troisième  degré. 

a*  Les  deux  directions  asymptotiques  sont  communes.  Dans 
cette  hypothèse  les  coefficients  des  termes  du  second  degré 
sont  proportionnels  ;  c'est  le  cas  des  coniques  que  nous  avons 
appelées,  précédemment,  homothétiques.  Au  point  de  vue 
nouveau  qui  nous  occupe  en  ce  moment,  celui  de  Tinter- 
section  des  coniques,  on  voit  que  si  nous  avons,  comme  nous 
le  supposons, 

aA  —  ga  =  o,     aA'  —  fa'  =  o,     aB''  —  pô"  —  o, 

a  et  6  n'étant  pas  nuls;  la  résolution  des  équations  (i)  peut 
être  effectuée  en  prenant  Tune  d'elles,  et  la  suivante  : 

aU  —  PV 13  0, 

laquelle  est  du  premier  degré.  Les  deux  coniques  ont  donc 
seulement  deux  points  communs  à  distance  finie. 

On  peut  ainsi  considérer  deux  coniques  homothétiques  et 
en  particulier,  deux  circonférences  quelconques  dans  un  plan, 
comme  ayant  deux  points  communs  avec  la  droite  de  l'infini 
du  plan  de  ces  courbes.  Quoi  qu'il  en  soit,  le  problème  de 
Tintersection  dépend  d'une  équation  du  second  degré  et  ne 
doit  pas  nous  occuper  davantage. 

>  Une  asymptote   commune.   Soit  P  =  o,  Téquation   de 
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Tasymptote  commune  aux  courbes  C,  c  ;  en  désignant  par 
QzzOf  qz^Oy  celles  des  autres  asymptotes,  par  H  eih  des 
constantes,  on  sait  que  Ton  a  : 

u^iVq  -h h. 
Ces  identités  donnent,  par  combinaison, 

U;^  -  wH  =:  P  (QA  —  qU). 

La  résolution  du  système  proposé  est  ainsi  ramenée  à  celle 
d'une  des  équations  données  et  de  la  suivantç  : 

P(QA— çH)  =  o. 

En  prenant  Thypothèse  P  =  o,  on  a  deux  points  rejetés  à 
rinfini;  les  deux  autres  points  sont  déterminés  par  nue 
équation  du  second  degré  (V  z:  o,  ou  w  z=  o),  et  parréquation 
du  premier  degré  : 

Qh  —  qHzzo, 

Nous  ne  nous  occuperons  pas  des  cas  plus  singuliers  encore 
que  ceux  que  nous  venons  de  citer  et  qui  rentrent  dans  ceux-ci. 
Les  uns  et  les  autres  correspondent  à  des  problèmes  quadra- 
tiques et  qui  donnent  lieu  à  des  solutions  élémentaires.  Pour- 
tant dans  le  premier  cas,  celui  où  il  y  a  une  direction  asympto- 
tique  unique,  commune;  la  solution  du  problème,  comme 
dans  le  cas  général,  dépend  alors  d*une  équation  du  troi- 
sième degré. 

Mais  avant  d'aborder  le  cas  général,  celui  où  les  points 
communs  sont  distincts,  nous  voulons  encore  faire  remar- 
quer que  l'on  peut  en  excepter  celui  où  Tune  ou  l'autre  des 
équations  (A)  ou  (B)  a  deux  racines  égales.  Lorsque  celte  cir- 
constance particulière  se  produit,  le  problème  proposé  est 
évidemment  quadratique,  et  il  est  inutile  d'aller  chercher  une 
solution  dépendant  d'une  équation  du  troisième  degré,  pour 
un  problème  qui,  abordé  par  la  méthode  naturelle,  se  résout 
complètement  par  des  équations  du  premier  et  du  second 
degré  tout  au  plus. 
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969.  Équation  en  X,  \l.  Nous  avons  vu  que  la  recherche  de 
rinlerseclîon  de  deux  coniques  s'obtenait  par  la  résolution 
d'une  équation  du  quatrième  degré.  Mais  comme  nous  Pavons 
montré  déjà  (Alg.  §  538  et  539),  une  pareille  résolution  dépend 
de  celle  d'une  résolvante  du  troisième  degré.  Des  considéra- 
tions algébriques  qui  se  présentent  naturellement  dans  cette 
question  et  qui  ont  été  employées  déjà  (Alg.  loc.  aï.),  vont  nous 
permettre  de  simplifier,  dans  une  certaine  mesure,  le  problème 
de  rintersectîon  de  deux  coniques,  en  le  faisant  dépendre 
d'une  équation  du  troisième  degré. 

Au  lieu  de  résoudre  le  système  (1),  il  est  naturel  de  rem- 
placer l'une  des  équations  de  ce  système  par  la  combinaison 
suivante  : 

(1')    XU-hixuzio, 

et  de  disposer  des  paramètres  X  et  ja  de  façon  que  la  forme 
aU  +  [au,  se  décompose  en  mx  produit  de  deux  facteurs 
linéaires.  A  cet  effet,  écrivons  que  le  discriminant  de  cette 
forme  est  nul  et  nous  avons,  pour  déterminer  X  et  \l,  la 
relation  : 

XA  +  [La,      kB'  -f-  |a6",    XB'  +  1x6' 
XB"-fiJt.6%    XA'+ii.a',      XB+[x6       =0. 
XB'  +  \Lb\      XB  -+-  [Lb,  •  XA''  -f  [La" 

Si  Ton  désigne  par  A  le  discriminant  de  la  forme  U  ;  par  a, 
celui  de  la  forme  u  ;  l'équation  précédente  peut  s'écrire  : 

AX'  +  MXV  -h  NXjx'  -h^\Lzzo       (I) 

£q  supposant  que  C  et  c,  soient  de  vraies  coniques,  on 
voit  que  cette  équation  entre  X  et  |x  n'admet  aucune  solution 
nulle  pour  X,  ou  pour  [x. 

En  donnant  à  l'une  des  variables,  à  [l  par  exemple,  une 
valeur  déterminée  (|i.  :=  1),  on  obtient  une  équation  du  troî^ 
$ième  degré  en  X,  laquelle  peut  admettre,  suivant  les  cas 
proposés,  des  racines  réelles  ou  des  racines  imaginaires,  des 
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racines  dislinctes  ou  des  racines  égales.  Les  développements 
qui  vont  suivre  ont  pour  but  de  montrer  comment  par  V étude, 
et  notamment  par  la  discussion  de  V équation  (1),  on  peut 
reconnaître  quelle  ,est  la  situation  relative  des  deux  coniques. 

Nous  nous  occuperons  d'abord  du  cas  général,  celui  où  les 
quatre  points  communs  aux  coniques  C>c,  sont  distincts. 

5I1M8.  Définition  des  couples  et  des  centres.  Nous 
donnerons,  préalablement,  quelques  définitions  et  nous  entre- 
rons dans  certaines  explications  préliminaires  qui  prépareront 
utilement  la  discussion  qui  va  suivre. 

L'équation  en  X  admet  trois  racines  qui  ne  sont  ni  nulles, 
ni  infinies^  et  que  nous  désignerons  par  >My  Xj,  X,.  A  chacune 
de  ces  valeurs  de  X  correspond  pour  la  forme  XU  +  «,  une 
décomposition  en  facteurs  linéaires  et  nous  aurons  : 

(a)     X,U-f-w=:P,0,,     X,U -h  M  =:  P,Oi ,     X,U4-ws:P,0r 

Si  Ton  considère  les  droites  qui  correspondent  aux  équa- 
tions : 

•    P,  =0,    Q,  =0, 

nous  dirons  que  ces  droites  constituent  un  couple  relative- 
ment aux  coniques  C,c  ;  et  que  leur  point  de  rencontre  est 
le  centre  de  ce  couple. 

11  y  a  ainsi  trois  couples,  et  trois  centres  correspondants, 
que  nous  allons  avoir  à  considérer.  Les  identités  (a)  prouvent 
d'ailleurs  que  la  droite  d'un  couple  passe  toujours  par  deux 
des  points  d*intersection  des  coniques  données. 

Mais  les  points  communs  à  C  et  à  c  peuvent,  dans  le  cas 
général  qui  nous  occupe,  être  réels  ou  imaginaires  ;  de  là, 
différents  cas  que  nous  examinerons  successivement. 

969.  Discussion  de  inéquation  en  X.  {Cas  général): 

1®  Quatre  points  réels  distincts  (A,B,C,I)).  Il  existe  alors 
trois  couples  réels,  distincts,  passant  par  ces  points,  (AB,CD), 
(AG,BD),  (AD,BC);  les  centres  de  ces  couples  sont  eux- 
mêmes  des  points  réels;  il  est  facile  de  reconnaître  que 
réquation  en  X  a,  dans  ce  cas,  ses  racines  réelles  et  distinctes. 
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En  eflfel,  réquation  XU-f-w  =  o,  représente  Féquation 
générale  de  toutes  les  coniques  passant  par  les  points  com- 
muns à  C  et  à  c,  et  à  cette  équation  ne  peut  correspondre 
une  Tariété  de  coniques  que  si  son  discriminant  est  nul. 
L'équation  en  X  que  nous  avons  formée  et  qui  est  du  troi- 
sième degré,  donne  seulement  trois  couples  ;  comme  elle 
doit  précisément  fournir  les  trois  couples  (AB ,  CD),  (AC,  BD), 
(AD,  BC),*  qui  sont  réels  et  distincts,  les  coefficients  Xj,Xj,A3, 
des  équations  (a),  doivent  être  réels  et  distincts. 


Fig.  90. 

2*  Deux  points  réels,  les  deiuc  auti^es  ùnaginaires.  Soient 
AetB(fig.  100)  les  points  réels;  parles  points  imaginaires  (que 
nous  avons  symboliquement  représentés  en  G  et  D),  passe  par 
une  droite  réelle  P, ,  puisque  ces  points  sont  imaginaires  con- 
jugués, leur  coordonnées  étant  des  racines  appartenant  à  des 
équations  à  coefficients  réels;  le  couple  (Pj,  Pg)  est  réel,  ainsi 
que  son  centre.  La  droite  qui  passe  par  le  point  A  et,  dans 
le  sens  attribué  à  ce  mot  (§  83),  par  le  point  imaginaire  C,  est 
une  droite  imaginaire.  En  effet,  si  elle  était  réelle,  les  coor- 
données de  C  vérifiant  les  équations  des  deux  droites  réelles 
AC  et  CD,  seraient  réelles  ;  ce  que  nous  ne  supposons  pas. 
Celte  remarque  s'applique  à  toutes  les  droites  des  couples 
^  et  3  ;  ces  couples  sont  donc  imaginaires,  et  les  racines 
\  et  X,  sont,  par  conséquent,  imaginaires  elles-mêmes. 
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Il  faut  encore  observer  que  les  centres  des  couples  2  et  3 
sont  aussi  des  points  imaginaires.  En  effet,  si  les  équations 
imaginaires  des  droites  ÂD,  BC,  étaient  vérifiées  par  une 
solution  réelle,  la  droite  AD  passerait  par  deux  points  réels, 
savoir  :  le  point  A,  et  le  point  commun  aux  droites  AD  et  BC; 
points  qui  sont  nécessairement  distincts. 


Fig.  91. 

Ainsi  réquation  en  X  a  deux  racines  imaginaires  ;  il  y  a  un 
seul  couple  réel,  et,  aussi,  un  seul  centre  réel. 

3*»  Quatre  points  imaginaires.  Représentons  ces  points 
symboliquement  sur  la  figure  ci-dessous  par  (A,B)  ;  (C,D). 
Ces  points  sont,  deux  à  deux,  imaginaires,  conjugués,  pour 
la  raison  déjà  donnée  tout  à  Flieure.  La  droite  AB  est  réelle; 
il  en  est  de  même  de  la  droite  CD,  ces  droites  passant  par 
deux  points  imaginaires  conjugués  (§  83). 


Fig.  9a. 

Considérons  maintenant  la  droite  dont  Téqualion  est  véri- 
fiée par  les  coordonnées  (imaginaires)  des  points  B  et  C; 
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cette  droite  est  imaginaire^  car  si  elle  était  réelle»  le  point  B^ 
dont  les  coordonnées  pourraient  vérifier  deux  équations 
linéaires  à  coefficients  réels,  serait  réel.  Ainsi  BG  est  une 
droite  imaginaire;  il  en  est  de  même  de  AD. 

Mais  il  faut  ajouter  que  ces  droites  sont  imaginaires  con- 
juguées, parce  que  Téquation  de  Tune  peut  se  déduire  de  celle 
de  Tautre  par  le  changement  de  i  en  —  i.  Or,  deux  droites 
imaginaires  "conjuguées  forment  un  couple  dont  l'équation 
est  : 

(p-|-vO(p  — vi)no, 

ou, 

(i)     p'  +  v*  =  o; 

p  et  V  désignant  des  fonctions  linéaires  réelles.  Le  centre  de 
ce  couple  est  donc  réel.  En  résumé,  dans  le  cas  où  les  quatre 
points  sont  imaginaires,  il  existe  un  couple  réel  et  deux 
couples  imaginaires,  mais  ayant  des  centres  réels  ;  par  suite, 
l'équation  en  X  a  ses  trois  racines  réelles  puisque  les  coeffi- 
cients de  (i)  sont  réels,  chose  qui  ne  saurait  se  réaliser  avec 
une  équation  de  la  forme  : 

U  (m  -f-  ni)  -i-  w  z=  o, 

dans  laquelle  U  et  t<  ont  des  coefficients  réels. 
Le  tableau  suivant  résume  cette  discussion. 

Équation  en  X.  ^  (Cas  §^énéraL)  —  (Racines  distinctes.) 

«   .  ,.       C  Trois  couples  réels.  \  „     ^         .  ^     .,,...     . 

Troisracines  réelles,  j  Trois  centres  réels.  J  Quatre  points  réels,  distincts'. 

Une  seule  racine     i  Un  seul  couple  réel.  |   Deux  points  réels. 

réelle.  (  Un  seul  centre  réel.  )   Deux  points  imaginaires. 

^  .  „       i  Un  seul  couple  réel.  C   ^     ^         .  ,    .        .     . 

Troisracines  réelles,  j  ^^^.^  ^^^^^^^  ^^^^    J   Quatre  points  imaginaires. 

D'après  ce  tableau,  ayant  formé  Téquation  en  X,  une  dis- 
cussion algébrique  portant  sur  cette  équation  apprendra, 
d'abord,  si  elle  a,  ou  non,  des  racines  égales.  Nous  examine- 
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ronS;  toul  à  Theure,  les  cas  particuliers  qui  correspondent 
aux  racines  égales,  mais^  pour  le  moment,  nous  plaçant  dans 
le  cas  général,  nous  supposerons  que  Téquation  en  X  a  ses 
racines  distinctes  et  nous  dirons,  pour  conclure  : 

1°  S'il  n'y  a  qu'une  racine  réelle,  les  deux  coniques  propo- 
sées ont  deux  points  réels,  et  deux  points  imaginaires 
communs. 

2»  Si,  au  contraire,  les  trois  racines  sont  réelles,  on  cher- 
chera si  les  trois  couples  qui  correspondent  à  ces  racines  sont 
du  genre  elliptique,  ou  d'un  autre  genre.  Dans  le  premier 
cas,  les  quatre  points  sont  imaginaires  ;  ils  sont  réels  dans 
la  seconde  hypothèse. 

On  remarque  que  la  présence  d'un  couple  du  genre  ellip- 
tique, couple  correspondant  à  une  racine  réelle  de  Téqualion 
en  X,  suffit  pour  caractériser  les  quatre  points  imaginaires; 
et  que,  si  deux  couples  ne  sont  pas  du  genre  elliptique,  les 
quatre  points  sont  nécessairement  réels. 
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(cas  particuliers   et    applications) 


Noua  allons  maintenant  chercher  comment  Téquation  en  a 
permet  de  reconnaître  les  particularités  diverses  de  la  situa- 
tion respective  de  deux  coniques,  quand  deux  ou  plusieurs 
des  points  communs  deviennent  coïncidents.  Les  racines  de 
Féquation  en  X  ne  sont  plus  distinctes,  elles  sont  nécessai- 
rement réelles. 

91IO.  Premier  eas  partieulier.  {Detix points  coïncidents.) 
Désignons  par  A  et  B  les  deux  points  qui  sont  coïncidents  ; 
l'équation  qui  donne  les  abcisses  des  points  communs  admet 
une  racine  double,  laquelle  est  la  solution  d'une  certaine 
équation  du  premier  degré.  Ainsi  les  coordonnées  du  point 
(AB)  sont  réelles. 


c  J> 

Fig.  93.  Fig.  94. 

Si  les  deux  autres  points  C,  D  sont  réels,  le  couple  (AC,BD) 
couple  qui  correspond  à  la  l'acine  double  est  réel  (fig.  93]  ; 

De.  L.  Tome  (I.  25 
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si  au  contraire  les  points  C^D,  dont  les  coordonnées  se  cal- 
culent par  une  équation  du  second  degrés  sont  imaginaires 
(fig-  94)  le  couple  AB,CD  qui  correspond  à  la  racine  simple 
est  réel,  mais  celui  qui  correspond  à  la  racine  double  est  du 
genre  elliptique. 

ftHl,.  Deuxième  eas  partiealier.  (Les  points  coïncident 
deux  à  deux.)  Les  deux  coniques  ont  alors  la  position  du 
double  contact  ;  mais  il  y  a  deux  sortes  de  double  contact, 
que  nous  allons  distinguer  l'un  de  Tautre. 

Lès  polynômes  R  {x)y  r  (y)  que  nous  avons  considérés  plus 
haut  (§  265),  sont  alors  des  carrés  parfaits,  les  coordonnées 
du  point  (AB),  et  celles  du  point  (CD),  sont  données  par  la 
résolution  d'équations  du  second  degré  qui,  suivant  les  cas, 
ont  des  racines  réelles  ou  des  racines  imaginaires. 


Si  les  racines  sont  réelles,  le  couple  qui  correspond  à  la 
racine  simple  est  réel  et  celui  qui  correspond  à  la  racine 
double  a  une  équation  de  la  forme  P'  =  u  ;  elle  représente 
une  droite  double  et,  les  coefficients  de  P  étant  réels,  oh  peat 
dire  que  cette  droite  double  est  réelle. 

Cette  dernière  conclusion  est  encore  exacte  lorsque  les 
points  (AB),  (CD)  sont  imaginaires,  mais  ce  cas  se  différencie 
du  précédent  si  Ton  remarque  que  les  droites  AB^CD  sont 
imaginaires.  En  effet,  si  elles  étaient  réelles,  comme  A  est  nne 
droite  réelle,  les  points  (AB),  (CD)  seraient  réels  ;  ce  que  nous 
ne  supposons  pas. 

ft^ftm  Troisième  ewks  parUenlier.  (Trois points  coïnci- 
dent.) Si  l\(x)  zz  o  admet  une  racine  triple,  les  racines  decetle 
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éJboation  sont  données  par  des  équations  du  premier  degré 
(Alg.  §  4o5)  ;  elles  sont  donc  réelles.  Cette  remarque  s'applique 
à  réquation  r{y)  =  u.  Les  trois  couples  sont  alors  confondus 
en  un  système  unique  formé  par  deux  droites  ;  l'une  de  ces 
droites  étant  la  tangente  au  point  (ABC)  aux  coniques  pro- 


posées  ;  Tautre,  étant  la  droite  qui  joint  ce  point  (ABC)  au 
quatrième  point  D. 

Ainsi,  réquation  en  X  a  une  racine  triple  à  laquelle  corres- 
pond un  couple  de  genre  hyperbolique. 

993.  Quatrième  eas  particulier.  {Quatre  points  coin- 
cidcnte.)  Enfin,  il  peut  arriver  que  les  quMre  points  communs 
aux  deux  coniques  considérées  soient  confondus;  c'est  le  cas 
des  coniques  osculatrices. 

l-^ig.  97- 

Ce  point  (ABCD)  est  nécessairement  réel,  les  polynômes 
R(x),r(y)  sont,  dans  ce  cas,  des  quatrièmes  puissances 
exactes.  L^équation  en  X  a  ses  trois  racines  réelles,  mais  il 
arrive  ici,  en  même  temps,  que  cette  racine  triple  donne 
un  couple  correspondant  dont  réquation  est  :  P'  =  o, 

Nous  avons  dit  que,  dans  le  cas  particulier  que  nous  exa- 
minons, les  coniques  étaient  osculatrices. 

D*une  façon  générale  on  nomme  courbes  osculatrices  en  un 
point  commun,  celles  qui  ont,  en  ce  point,  le  maximum  de 
points  confondus.  Un  cercle  étant  déterminé  par  trois  points, 
e&t  osculateur  à  une  courbe  lorsqu'il  a  trois  points  communs 
coïncidents  avec  cette  courbe.  Deux  coniques  ne  pouvant 
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posséder  que  quatre  points   communs  sont  mutuellement 
osculatrices lorsque  ces  quatre  points  sont  confondus. 

En  général,  deux  courbes  ont  un  contact  d*ordre  p,  lors- 
qu'elles ont  p  + 1  points  communs  coïncidents.  Le  cas  le  plus 
simple,  celui  qui  correspond  à  p  =  i,  s'appelle  le  simple 
contact  et  la  disposition  des  coniques  que  nous  avons  consi- 
dérées au  paragraphe  précédent  est  celle  du  contact  du  second 
ordre. 

Nous  résumons  cette  discussion  dans  le  tableau  suivant  : 

Équation  en  X.  —  (Cas  particuliers.)  —  {Racines  égales.) 

I  [    1  points  réels  coîncidenU 

X'  donne  un  couple  hyperbolique!  ^vec  le  centre  da   couple. 
(simple  contact).  I 

\  2  autres  points  réels  distioeU 

!2  points  réels  coïncidents 
avec  le  centre  du  couple. 
2  autres  points  imaginaire. 

Réeli  si  X*'  donne  un  couple 
X'  donne  un  couple  parabolique    J  hyperbolique . 

(double  contact  réel  ou  imaginaire).]    imaginaire,    si  X»  donne 

une  couple  elliptique. 


Une  racine  triple  X 


X  doa..e  un  couple  hyperbolique  j  3  coincîd^U  Ïvétle  cente 

(contact  du  second  ordre).        /  ,  , 

^  '         »  du  couple. 

X'  donne  un   couple   parabolique  |     ,      .  .      ,  ,        .... 

(coniques  osculatrices).  \    *  P^*^^«  «"^«^^  comcident. 

994.  Cas  oàI*on  peut  éviter  l'équation  enX.  L^équa- 
tion  en  X  étant  du  troisième  degré,  on  doit  éviter  d'avoir 
recours  à  cette  équation  toutes  les  fois  que  le  problème  de 
rintersectîon  de  deux  coniques  peut  se  résoudre  par  des 
équations  d'un  degré  inférieur.  Nous  avons  déjà  signalé  deux 
cas  où  le  problème  est  quadratique,  quand  nous  avons  con* 
sidéré  (§  266)  ;  i*»  deux  coniques  ayant  une  asymptote  com- 
mune ;  2°  deux  coniques  homolhétiques.  Nous  allons  encore 
faire  connaître  quelques  cas  analogues. 
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i*  Coniques  confocales.  En  prenant  pour  origine  le  foyer 
commun^  les  coniques  ont  pour  équation  :  l'une, 

l'autre. 

Les  points  communs  vériâent  Tégalité  : 

(DH-D')(D--D')  =  o. 

Le  problème  se  résout  au  moyen  de  deux  équations  du 
second  degré. 

2*^  Coniques  ayant  un  axe  de  symétrie  commun.  Prenons 
celte  droite  pour  axe  des  x  ;  les  équations  des  deux  coniques 
prennent  la  forme  suivante  : 

y*  iz  aa?*-f-^iC-*-"^" 


et, 

Les  points  communs  ont  donc  des  abcisses  qui  vérifient 
Téqualion  : 

(a  -  ol)a?  +  (3  -  ^')x  +  Y  _  y  =  o. 

3«  Coniques  inscrites  dans  un  angle.  Soient  P  =  o,  Q  =i  o 
les  équations  des  droites  qui  forment  Tangle  proposé.  Les 
coniques  ont  pour  équation  :  Tune, 

PQ  =  K\ 

Tautpe, 

P(}  =  S«. 

La  résolution  de  ces  équations  peut  se  faire  en  considérant 
\^  combinaison  : 

(R-+-S)(R  — S)=:o. 
le  problème  est  encore  quadratique. 
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4^  Coniques  concentriques.  Les  équations  de  ces  coniques, 
en  prenant  le  centre  commun  pour  origine,  ont  la  forme  : 

et, 

Pour  résoudre  ces  deux  équations,  on  fera  la  combinaison 
suivante  : 

[k^d)x'  -^{k!  ^ayf  -h^iw  -byxy  -0, 

et  la  solution  du  problème  s^effectue  par  des  équations  du 
second  degré,  tout  au  plus. 

5^  Coniques  doublement  tangentes  à  une  conique  donnée  T. 
Si  Ton  désigne  par  U  =  o,  Téquation  de  F,  U  —  PQ  =:  o  repré- 
sente réquation  générale  des  coniques  y  passant  par  les 
points  communs  à  F  et  à  la  conique  aplatie  formée  des  deux 
droites  A ,  ts!  qui  correspondent  aux  équations  P  =  o,  Q  =  o. 
Si  nous  imaginons  que  A  et  A'  se  rapprochent  et  viennent  se 
confondre,  la  conique  y  devient  doublement  tangente  à  F  et 
a  pour  équation  : 

(i)    r-P"  =  o, 

dans  laquelle  P  désigne  une  forme  linéaire  xr  +  gy  -f-  v.  En 
supposant  a,  P,  y  variables,  (i)  représente  Féquation  géné- 
rale des  coniques  doublement  tangentes  à  U. 

Pour  établir  ce  point  avec  la  rigueur  voulue,  nous  allons 
montrer  que  l'équation  (i)  peut  représenter  une  coniqne 
quelconque  doublement  tangente  à  F. 

En  effet,  imaginons  une  conique  y'  doublement  tangente  à 
F,  soit  V  =  o  son  équation.  L'équation  des  coniques  passant 
parles  points  communs  à  F  et  à  y'  est  XU  —  V  =:  o  ;  et  pour 
une  valeur  particulière  de  X,  la  forme  XU  —  V  devient  un  carré 
parfait,  les  deux  coniques  étant  doublement  tangentes.  On  a 


INTERSECTION  DE  DEUX  CONIQUES  371 

donc  :  XU  —  V  s:  Q\  Q  étant  une  forme  linéaire.  L'équation 
de  y',  V  z=  o,  peut  donc  s'écrire  sous  la  forme  : 

ou. 


"-fê)"="^ 


elle  rentre  donc  dans  la  forme  (i). 

Celte  remarque  étant  faite,  imaginons  deux  coniques  y'»ï'' 
doublement  tangentes  à  F  ;  elles  ont  pour  équation,  respec- 
tivement ; 

U  — P'  =  o,    V  — Q*  =  o. 

La  résolution  de  ces  équations  est  encore  quadratique  et 
ceci  résulte  de  la  combinaison  évidente  : 

(P  +  0)(P-.Q)=o. 

En  observant  (§  80)  que  les  droites  qui  correspondent  aux 
équations  : 

P  =  o,     Q  =  o,     P^.Q  =  o,     p  — Q  =  o; 

forment  un  faisceau  harmonique,  nous  pourrons  énoncer  le 
Ihéorème  suivant  : 

Théorème.  Lorsque  deux  coniques  sont  doublement  tan- 
(tentes  à  une  troisième  conique,  les  cordes  de  contact  et  les 
mantes  communes  sont  des  droites  concourantes  formant  un 
faisceau  harmonique. 


APPLICATIONS  DE  L'ÉQUATION  EN  X- 


MS.  nrhéoréme  I.  Lorsque  deux  coniques  ont  leurs  axes 
parallèlesy  les  points  communs  à  ces  coniques  qui  sont  situés 
à  distance  finie,  appartiennent  à  un  cercle. 
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Prenons  pour  axes  de  coordonnées,  des  droites  parallèles 
aux  axes  des  deux  coniques  considérées  ;  les  équations  de 
celles-ci  ne  doivent  pas  renfermer  de  termes  en  xy  (§  io5), 
elles  ont  donc  la  forme  : 

Ao;*  +  A'y*  -h  aBy  -f  aB'o;  +  A"  n  o, 
aof  +  ^y  +  ^^y  -♦"  ^^'^  -4-  a"  =  o. 

Si  Ton  peut  résoudre  ces  équations  par  rapport  à  af  et  à  j^, 
on  voit  que  les  points  communs  appartiennent  à  la  courbe  U, 
qui  a  pour  équation  : 

x^  -\-y*  :=.  mx  -^ny-^p^ 

équation  qui  est  une  combinaison  évidente  des  précédentes. 
Cette  courbe  U  est  un  cercle,  puisque  les  axes  des  coordon- 
nées sont  supposés  rectangulaires. 

11  y  a  exception  lorsque  Ton  a  Aa'  =  ak'  ;  dans  ce  cas,  les 
deux  coniques  sont  homothétiques  ;  deux  des  points  communs 
sont  rejelés  à  Tinfini. 

1990.  Théoréine  II.  Lorsque  detix  coniques  F,  T'y  ont  leurs 
points  communs  situés  sur  un  cercle,  leurs  axes  sont  parallèles. 

Cette  proposition,  qui  est  la  réciproque  de  la  précédente, 
peut  s^établir  de  la  manière  suivante  : 

Prenons  pour  axes  de  coordonnées,  des  parallèles  aux  axes 
de  Tune  des  coniques  données  F'  et  soient  : 

(F)    Uzzo,     (F')    V  =  o, 

les  équations  des  coniques,  en  posant  : 

U  s  Aa;'  +  A'y*  +  nh^xy  +  aBy  -h  nB'x  -f  A", 
\:s:ax*+  aY  +  nby  -h  ^b'x  +  a\ 

La  forme  V  ne  doit  pas  renfermer  le  terme  en  xy  (§  2a5),  si, 
comme  nous  le  supposons,  les  axes  de  coordonnées  sont  pa- 
rallèles aux  directions  principales  de  F'. 


INTERSECTION  DE  DEUX  CONIQUES  373 

L*équaUon  générale  des  coniques  passant  par  les  points 
communs  à  F  et  à  F'  est  : 

(i)    aU+pV=:o. 

Pour  des  valeurs  convenablement  attribuées  à  a  et  à  6,  cette 
équation  doit  représenter  un  cercle.  Les  axes  étant  rectan- 
gulaires, le  terme  en  xy  ne  doit  pas  exister  dans  (i)  ;  on 
a  donc  (xB^  =:  o.  Le  paramètre  a  n'est  pas  nul  ;  car  si  Ton  a 
xr:o,  réqualion  (i)  devant,  par  hypothèse,  représenter  un 
cercle,  la  conique  F' est  un  cercle  et,  dans  ce  cas,  la  propo- 
sition est  évidente.  Concluons  donc  que  B'^  est  nul  et  que,  par 
suite,  les  axes  de  coordonnées  sont  parallèles  aux  axes  de  F. 
Ainsi  les  coniques  F  et  F'  ont  Jours  axes  parallèles. 

9W.  Tltéoréine  III.  Lorsque  quatre  points  A,B,C,D 
d^une  conique  F  sont  situés  sur  un  cercle  ;  les  cordes  AB ,  CD  sont 
inclinées  sur  la  direction  positive  de  Vun  ou  de  Vautre  des 
axes,  d'angles  supplémentaires. 

Cette  proposition  est  la  conséquence  immédiate  du  théorème 
précédent. 

Considérons  la  conique  aplatie  F  '  formée  par  les  droites 
AB ,  CD  ;  F  et  F'  ont  quatre  points  communs  situés  sur  un 
cercle,  leurs  axes  sont  donc  parallèles.  Or  les  axes  de  F'  sont 
les  bissectrices  des  droites  AB  ,  CD  ;  par  suite  les  axes  de  F 
^ont  parallèles  à  ces  bissectrices.  D*oii  cette  conséquence 
géométrique  que  les  cordes  AB  et  CD  sont  inclinées  d^ngles 
supplémentaires  sur  la  direction  positive  de  Tun,  ou  de 
Tautre,  des  axes. 

^998.  Théorème  WV.  Lorsque  deux  cordes  AB ,  CD  d^une 

conique  F  sont  inclinées  d angles  supplémentaires  sur  la  partie 
positive  de  Vun  des  axes^  le  quadrilatère  ABCD  est  inscinp- 
tible  à  un  cercle. 

En  effet  en  considérant  la  conique  aplatie  F'  formée  par 
les  droites  AB ,  CD,  les  axes  de  cette  conique,  c'est-à-dire  les 
bissectrices  des  angles  formés  par  ces  droites  sont  parallèles 
aux  axes  de  F,  et  le  théorème  I  prouve  que  les  points  com- 
muns A ,  B ,  C ,  D  >  sont  situés  sur  un  cercle. 


1 


374  VINGT-HUITIÈME   LEÇON 

9VO.  Théorème  V«  Il  existe  un  triangle  autopolaire  {^) 
commun  à  deux  coniques  F  ,  F'.  Ce  triangle  qui,  en  général^ 
est  unique,  a  pour  sommets  les  centres  des  couples  passant  par 
les  points  communs  àV  et  à  F'. 

Soient  : 

(F)    U  =  o,      (F')    u  =  o, 

les  équations  des  deux  coniques  considérées  et  soient  {x^y^z 
les  coordonnées  d'un  point  0  ayant  la  même  polaire  dans 
F  et  dans  F'.  L'équation  de  la  polaire  de  0,  par  rapport 
à  F,  est  : 

(i)     XU;-4-YU;-hZli:zio; 
et  celle  de  0,  par  rapport  à  F' , 

(2)  xu;-+-YMj  +  zw:  =  n. 

Les  équations  (i),  (2)  devant  représenter  la  même  droite, 
on  a  : 

t        t         9 

9  9  r 

Ux        ^'11       "- 

—  X,  désignant  la  valeur  commune  des  rapports  —,    -7 1  -;  • 

On  pebt  considérer  le  paramètre  X  comme  une  iaconnue 
auxiliaire  et,  pour  déterminer X,  on  doit  éliminera;,  y,  z  entre 
les  équations: 

AL^+t/^  =  0, 
AU--f-  U.  ZZ  O. 


j .  Un  triangln  ABC  est  autopolaire  à  une  conique  V  lorsque  chacun  de 
ses  sommets  a  pour  polaire,  par  rapport  à  \\  le  ciM6  opposé.  On  dit  aussi 
que  ABC  est  conjugué  à  la  conique. 
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Ces  équations  linéaires  et  homogènes  ont  un  déterminant 
qui  est,  précisément,  le  discriminant  de  la  forme  XU  +  m  ; 

par  suite  le  résultant  de  ces  équations  n'est  autre  chose  que 
réquation  en  X. 

Cette  équation,  dans  le  cas  général,  admet  trois  racines, 
réelles  ou  imaginaires  \  ,\,  X3  ;  à  chacune  desquelles  cor- 
respond un  seul  point  (à  distance  finie  ou  infinie).  On  obtient 
ainsi  trois  points  0, ,  0,,0 3,  lesquels  jouissent  de  la  pro- 
priété de  posséder  la  même  polaire  par  rapport  aux  coniques 
r  et  F'  ;  et  qui  sont,  d'après  les  équations  (3),  les  centres  des 
couples  passant  par  les  points  communs  à  F  et  à  F'. 

Montrons  maintenant  que  la  polaire  A,,  deO^,  par  rap- 
port à  F,  ou  par  rapport  à  F',  est  la  droite  O.Oj. 

A  cet  effet,  considérons  une  conique  quelconque  y  passant 
par  les  points  communs  à  F  et  à  F'  ;  elle  a  pour  équation  : 

(v)    KU-hMzro, 

K  étant  un  paramètre  arbitraire.  La- polaire  du  point  0^,  par 
rapport  à  y>  a  pour  équation  : 

Si  nous  y  remplaçons  x^y^z  par  les  coordonnées  a?! ,  y, ,  z^ 
du  point  Oi,et  si  nous  tenons  compte  des  relations  : 

nous  obtenons  : 

(K  ~  X,)  (xij;^  ^- Yu;^  +  zu:^) = o. 

Ainsi  la  polaire  de  0,  ,  par  rapport  à  y  ,  est  la  droite  Aj 
elle-même. 
Parmi  les  coniques  particulières  qui  passent  par  les  points 

communs  à  F  et  à  F'  se  trouvent  celles  qui  sont  aplaties  et 
qui  correspondent  à    K  =:  X, ,  ou  à  K  r=  X,.  La  polaire  de  0, 
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par  rapport  à  ces  couples  passe  par  leurs  centres,  c*e3t-à-dire 
par  les  points  0^,03.  Ainsi  la  droite  0.0,  est  la  polaire 
de  0|  ,  par  rapport  à  toutes  les  coniques  du  réseau  corres- 
pondant à  réquation  (y). 


EXERCICES 

i.  Trouver  V  équation  générale  des  conique*  doublement  tangentes  à  deux 
coniques  données. 

Soient  S  =  o,  S/  =  o  les  équations  des  coniques  données.  X|  désignant 
l'une  des  racines  de  Tëquation  en  X,  et  l'équation  du  couple  qui  correspond 
à  cette  racine  étant  :  PQ  =  o,  Téquation  cherchée  est  ; 

Q«_ae(S  +  X,S')  +  Ô*P*  =  o. 

On  suppose,  pour  bien  préciser  la  valeur  de  X,, 

S  — XjS'sPQ; 

0  désigne  un  paramétre  variable. 

S.  Démontrer  que  si  deux  coniques  sont  doublement  tangentes,  la  polaire 
d'un  point  quelconque  pris  sur  la  corde  de  contact  est  la  même  pour  ces 
deux  coniques. 

S.  Qu'arive't-il  si  V équation  en\  a:  i»  une  racine  nulle  ;  a»  deux  ra- 
cines nulles  ;  3'»  trois  racines  nulles  ? 

Réponse  :  i^  Tune  des  coniques  est  aplatie;  a"*  le  centre  de  la  conique 
aplatie  est  situé  sur  la  vraie  conique  ;  V  la  conique  aplaUe  est  formée 
d'une  droite  tangente  a  la  vraie  conique  et  d'une  autre  droite  passant  par 
le  point  de  contact. 

4.  Démontrer  que  si  autour  d'un  point  fixe  A,  pris  sur  une  conique  F,  on 
fait  tourner  deux  cordes  rectangulaires  A,  A/  ;  la  dtH>ite  qui  joint  les  extré» 
mités  de  ces  cordes  passe,  par  un  point  fixe,  situé  sur  la  normale  à  V,  au 
point  A.  (Théorème  de  Frégier.) 

Trouver  le  lieu  de  ce  point  fixe  quand  on  suppose  que  A  décrit  P. 

Généraliser  le  théorème  précédent  en  supposant  que  A  et  A'  sont  des  droites 
mobiles  dont  les  coefficients  angulaires  m,  m'  vérifient  toujours  l'équation  : 

oLinm'  +  p  (w  -h  m')  +  7=0; 
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cesi-à'cUre,  en  supposant  que  A  f ^  A  /  sont  des  droites  correspondantes  de 
deux  faisceaux  komographiques  en  involution, 

6.  Dire  quelle  particularité  présentera  Véquation  en  X  lorsque  Vune  des 
coniques  étant  formée  de  deux  droites  sécantes^  a  :  i^  Vun  de  ses  côtés 
tangent  à  la  vraie  conique  ;  »  ses  deux  côtés  tangents  à  la  vraie  conique, 

•.  Démontrer  que  les  coefficients  en  X  sont  proportionnels  à  des  invariants 
quand  on  effectue  un  changement  de  coordonnées. 

Supposons  que  U  devieane  U|,  et  que  u devienne  U|  ;  alors  XU-f-t'  devient 
XU,  -l-^i-  I^A  valeurs  de  X  qui  donnent  à  XU  -(-u  la  forme  eP^-f'^'Q**  ^^^^ 
donc  les  mêmes  que  celles  qui  donnent  cette  forme  ii  XU|-f-t^i*  Les  deux 
équations  enX  qui  correspondent  aux  équations: 

XU  +  t*  =  o,     XU,  -»-  W|  =  o, 

ont  donc  les  mêmes  racines. 

r.  i/!^j;i4-i/*4- JJTM  cofl  6:    On  voit  a  ue    . 

sm*  0 


A 
Si  l'on  prends  en  particulier,  us.x^-^y^-^- ixy  cos  6;   on  voit  que  -r-7 


est  un  invariant. 

7.  Le  raisonnement  précédent  est  en  défaut  si  l'on  suppose  que  les  deux 
équations  du  troisième  degré  sont  : 

(X— X')*(X  — a'')  =  o, 

el, 

(X  — XVCX  — X')  =  o; 

montrer  que  cette  circonstance  ne  peut  se  produire. 

8.  Détet*miner  les  points  communs  aux  coniques  qui  ont   respectivement 
pow  équation  : 

(^  — y)*  +  3(a;  +  y)— 10  =  0, 
^*  +  y*-H  4'<îy  —  6  (ic -hy) -f  5  1=  o. 

Pdrmi  les  couples  passant  par  les  points  communs,  ou  trouvera  celui  qui 
correspond  à  Téquation  : 

(a;  +  y)(a;-f  y  — 3):=:o. 

Finalement,  les  points  cherchés  ont  pour  coordonnées  : 

a?i  =  1,    a:,  n  îi,    X3  =  y  ^,        x^  r:  — y  ^, 
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9.  On  coruidère  l* hyperbole  équilatére  H  qui  coiTC^pond  à  Céquatian  : 

xy  —  m*  : 

dwi  point  fixe  P  (a,6],  avec  un  rayon  variable  R,  on  décrit  un  cercle  A  qhi 
coupe  H  aux  points  k,  B,  C,  D  ;  trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  de  con- 
cours i,  des  cordes  ÂB  et  CD. 

On  considère  Téquatiou 

f{x,y,z)  —  o, 
eu  posant  : 

f{x,  y  y  z)  =  {X  —  xz)*  +  (y  —  ^^y  —  H'-2'  -H  aX  (xy—  mVj. 
el  Ton  remarque  que  les  coordonnées  du  point  I  vérifient  les  équations 

Le  résultat  est  : 

x[x  —  x)  — y(2/  — 6)  =  o. 

Ou  peut  employer  la  méthode  précédente  dans  les  problèmes  du  même 
genre. 

On  pourra  aussi  géuéraliser  la  question  précédente  en  considérant  uue 
conique  quelconque,  au  lieu  de  l'hyperbole  H.  Le  lieu  trouvé  est  toujours 
luie  hyperbole  équilatére ,  ce  lieu  est,  pour  des  raisons  évidenles,  l'hy- 
perbole équilatére  aux  pieds  des  normales. 

.M.  Appliquer  réquation  en  X  à  la  résolution  de  l'équation  : 

ax^  -f-  bx^  +  ex*  -hcUc-hf^^o, 
On  posera 

x'  =  y. 
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L'ELLIPSE 


(tangentes    et    polaires) 


ft&O.  Équation  réduite  de  l'ellipse.  Nous  avons  vu 
(§2i4)  que,  par  un  choix  convenablement  fait  d*axes  rectan- 
gulaires, les  coniques  qui  ont  un  centre  peuvent  être  repré- 
sentées par  réquation  : 

Nous  supposerons  d'abord  o  >  o ,  ce  qui  correspond  aux 
coniques  du  genre  ellipse.  Comme  nous  avons  (§  ao5)  : 


> 


S'8"  =:  — -. 
sin'O 
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Si  S'A  est  positif,  Téquation  (i)n*est  vérifiée  par  aocofie 
valeur  réelle  des  variables.  Supposons  donc  S'A  <  o,  psr 
suite  S^A  <o,  et  posons  : 


a"=: 


—  A 


6*=  — 


S'S' 


L'équation  (i),  en  appelant  maintenant  xely  les  coordon- 
nées courantes^  prend  la  forme  : 

(E)    ^+|;=. 

C'est  cette  équation  qui  va  nous  servir  pour  Tétude  de  Tel- 
lipse. 

!K81 .  Forme  de  la  eourbe.  L*équation  (E)  peut  s'écrire 
sous  Tune  ou  Tautre  des  formes  suivantes  : 


y 

à* 

Il  en  résulte  que  si  Ton  prend  OA=:OA'=a,  OB=0B'=6, 
la  courbe  est  renfermée ,  tout  entière ,  dans  Tintérieur  du 
rectangle  CDEF.  On  voit  aussi  que,  x  variant  depuis  zéro 


V  A 


K      X 


Fig.  98. 

jusqu'à  a,  y  diminue  constamment,  depuis  la  valeur  b 
jusqu'à  zéro.  Enfin  Tare  de  courbe  ÂB  offre  une  sinuosité 
telle  qu'une  droite  ne  peut  pas  le  rencontrer  en  plus  de  deux 
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points.  Oq  peut  ainsi  se  &ire  une  idée  assez  exacte  de  la 
fonne  de  cet  arc  AB.  L'ellipse  totale  s^obtient  en  prenant  un 
arc  A'B  symétrique  de  Tare  AB,  par  rapport  à  oY,  puis  un 
arc  AB'A',  symétrique  de  ABA'  par  rapport  à  oX. 

^iSlB.  ComstrueÉloBi  de  Tellipse,  point  par  point.  Nous 
avons  démontré  précédemment  (§  33),  que  si  Ton  joignait  un 
point  M  de  Tellipse  aux  extrémités  A^A'  du  grand  axe,  la 
droite  A'M  et  la  perpendiculaire  élevée  au  point  A,  à  la  droite 
AM,  se  coupaient  en  un  point  (a  dont  le  lieu  géométrique  était 
une  droite  A,  perpendiculaire  à  AA'. 


B 

O 

/j 

A       T 


B' 

Fig-  99. 

En  appliquant  cette  remarque  au  sommet  B,  on  obtient  un 
point  C  de  A  ;  cette  droite  se  trouve  donc  déterminée,  on 
voit  ainsi,  comment,  connaissant  les  sommets  de  Tellipse, 
on  peut  construire  la  courbe,  point  par  point,  au  moyen 
d'une  règle  et  d'une  équerre. 

1^83.  Représentation  d*an  point  de  l'eiiipse  :  i""  Soient 
a:', y',  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  ; 
ces  quantités  variables  vérifient  constamment  la  relation  : 
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11  existe  donc,  entre  o  et  -,  un  angle  ç  tel  que  Ton  ait  : 

x'  y- 

(P)    cosç  =  -,    sinçr:^. 

Réciproquement,  si  Ton  prend  arbitrairement,  entre  o  et  ^ 

un  angle  ?,  et  si  Ton  calcule  les  coordonnées  d'un  point  H  par 
les  formules  (P),  M  situé  sur  l'ellipse.  La  connaissance 
du  paramètre  <p  caractérise  donc  la  position  d'un  point  M^  de 

Fellipse. 
Cherchons  l'équation  d'une  corde  M^M^,  de  l'ellipse.  Cette 

équation  est  : 


X  y         I 

a  cos  ^     b  sin  9     1 
acosç'    6sinf'    1 


—  o 


ou, 


hx  (sin  9  —sin  9')  —  ay  (cos  ç— cosç')  -h ab (sia  f 'cos  9  —  sin ç cos ?'; 
ou  encore,  par  une  transformation  évidente, 

(S)    -  cos -î-î-!- +  ^  sin  :î^ — l^^co^l — ^. 


ri 


2*  L'identité  : 


\i-+-<V  "^li+zV 


permet  encore  de  représenter  les  coordonnées  d'un  point  de 
l'ellipse  par  les  formules  : 

Dans  ces  égalités,  <  désigne  un  paramètre  arbitraire,  variant 
de  —  »  à  4-  oe.  A  toute  valeur  de  ^,  correspond  un  point  M^ 

situé  sur  Pellipse. 
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Si  Ton  cherche  Téqualion  de  la  corde  M^M^, ,  en  appliquant 
la  formule  connue  : 

CD  trouve  : 

(S')    l{t+V)+'^{i-U')-i+tt'. 

984.  Équation  de  la  Aan§pente.  L'équation  générale 
des  tangentes  ; 

^fxf  H-  yfyi  -h  Zf[,  'JZ  o, 

appliquée  à  Téquation  E^  donne  : 
Les  formules  (P)  et  (P')  donnent  deux  autres  formes  : 

(T.)    |cos?-h|sinç:ri, 

qui  peuvent  encore  se  déduire  des  équations  (S)  et  (S'),  en 
faisant  ?  =  ?'  dans  la  première  ;  et  <  z=  ^',  dans  Tautre. 

Enfin;  on  emploie  aussi,  dans  quelques  questions,  une 
(pialrième  forme  de  Téquation  de  la  tangente,  forme  dans 
laquelle  on  met  en  évidence  le  coefficient  angulaire  de  la 
tangente. 

Considérons  la  droite  qui  a  pour  équation  : 

yzz  mx-^n 

el  cherchons  la  relation  que  doivent  vérifier  lés  coefficients 
m  et  n,  pour  que  cette  droite  soit  tangente  à  Tellipse. 
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Les  abcisses  des  points  communs  sont  donnés  par  Téqua- 
tion  : 

J7*  ,  (mx  +  rù* 

ou, 

X*  {a'm*  -h  6")  +  2a*mnx  -+-  aW  —  a^b'  zi  o . 

Cette  équation  doit  avoir  ses  racines  égales,  on  a  donc  : 

ou,  après  simplifications, 

L'équation  de  la  tangente,  en  fonction  du  coefficient  angu- 
laire m,  est  donc  ; 


(T4)    y  —  mx±  \/a*m*  -h  ^*  —  o. 

5(8&*  Remarque  sur  remploi  des  diflérentes  fonucs 
de  Téquation  de  la  tan§^ente.  Les  équations  que  nous 
venons  de  faire  connaître  et  qui  représentent  la  tangente  à 
l'ellipse  ne  doivent  pas,  en  général,  être  employées  indiffé- 
remment. L'une  de  ces  formes  peut  présenter  certains  avan- 
tages pour  le  calcul  que  Ton  a  en  vue  et  Ton  doit  alors 
prendre,  de  préférence,  cette  forme  particulière. 

Nous  voulons  montrer  l'utilité  de  cette  remarque  par  divers 
exemples. 

Applieation  de  la  première  forme.  On  considère  une 
ellipse  rapportée  à  ses  axes,  ox,  oy  ;  une  tangente  à  cette 
courbe  rencontre  les  axes  aux  points  V^Qet  V ellipse diUpoini 
M.  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  commun  à  la  droite  OM 
et  au  cercle  qui  passe  par  les  trois  points  0 ,  P ,  Q. 

Le  point  de  contact  M  ayant  une  influence  particulière  sur 
la  construction  du  point  dont  nous  cherchons  le  lieu  géo- 
métrique nous  prendrons  l'équation  de  la  tangente  sous  la 
forme  (T,). 
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L*équation  de  la  tangente  mobile  est  : 

xx^      yy' 

et  Ton  a 

X  y 

Par  suite,  Téquation  du  cercle  OPQ  est  : 

D'autre  part,  la  droite  OM  a  pour  équation  : 

L'équation  du  lieu  s'obtiendra  en  éliminant  af  et  y'  entre 
les  relations  (i)  et  (2)  et  Tégalité: 

x'*      y'* 


Des  équations  (i)  et  (2),  on  déduit  : 

x'^f/^a'-hb'' 
en  portant  ces  valeurs  de  x'  et  de  y'  dans  (3)  on  a  : 

(a:--f-y')'  =  («'+6'/g  +  |')- 

Nous  indiquerons  plus  loin  (§  392),  quand  nous  nous  occu- 
perons delà  construction  des  courbes,  les  formes  diverses  de 
la  quartique  qui  correspond  à  cette  équation. 

ikpplieation  de  la  sefsonde  ftMrme.  Démontrer  qu'une 
tangente  mobile  à  Vellipse  intercepte  sur  les  tangentes  aux 
extrémités  du  grand  axe  des  segments  quiy  comptés  à  partir 
des  points  de  contact  y  ont  un  produit  constant. 
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Prenons  Téqualion  (T.)  ;  si  nous  y  faisons,  successivement, 
a:  rr  a,  eia^zz  —  a,  nous  obtenons  : 

AM    . 

—  sinçzii — cosç, 


A'W    . 


sin  ç  =  1  +  cos  f  ; 


Fig.  ioo. 

d'où,  par  combinaison, 

(i)    AM.A'M'rrft*. 

Cette  égalité  démontre  la  proposition  en  question.  Si  l'on 
remarque  que  l'on  a,  F  étant  le  foyer, 

AF  zz  a  —  c,    AT  =  a  +  ^> 

et,  par  conséquent, 

(2)    AF.A'F  =  rt«  — c'zi^»*. 
On  déduit,  des  égalités  (1)  et  (a), 


AM.A'M'-AF.A'F, 


OUj 


AM       AF 


tKAf 


A'b'      A'M 

Les  triangles  rectangles  FAM,  FA'M'  sont  donc  semblables 
et  cette  similitude  exige  que  les  droites  FM ,  FM'  soient  rec- 
tangulaires. On  peut  donc  dire  :  Si  Von  considère  les  tangentes 
aux  extrémités  du  grand  axe  et  la  partie  MM'  interceptée  par 
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ces  droitesy  sur  une  tangente  quelconque,  le  cercle  décrit  êur 
HM'  comme  diamètre^  passe  constamment  par  les  foyers. 

Cette  proposition  résulte  d^ailleurs  d'une  propriété  précé- 
demment établie  (§  aS;).  En  effet,  d'après  cette  propriété,  les 
droites  FM  et  FM' sont  bissectrices  des  angles  adjacents  AFK, 
ATK  ;  elles  sont  donc  rectangulaires. 

Applieaiion  de  la  troisième  fforme.  On  considère  les 
tangentes  AC  et  BC,  aux  sommets  ketB  de  reltipse  ;  une  tan- 
gente mobile  A,  rencontre  ces  droites  atix  points  A'^yB'  et  par 
ces  points  on  mène  des  parallèles  aux  axes  de  la  courbe  ;  on 
obtient  ainsi  un  point  I,  mobile  avec  A  :  trouver  le  lieu  décrit 
par  I. 


Prenons  la  troisième  forme  de  l'équation  de  la  tangente. 
Si,  dans  l'équation  (Ts),  nous  faisons  xz=a,  nous  obtenons 
réquation  de  A^l, 

L'équation  de  B"!  s'obtient,  de  même,  en  faisant  y  -  ft  ; 

elle  est  : 


'    a^ 


En  éliminant  /  entre  (i)  et  (a),  nous  avons  : 

rry  +  «y  4-  to  =  ab 


388  VINGT-NEUVIÈME  LEÇON 

c'est  réquation  du  lieu.  En  écrivant  cette  équation  sous  la 
forme  : 

{x  +  fl)  (y  +  6)  =  Mb, 

on  voit  que  le  lieu  est  une  hyperbole  équilatère  ayant  pour 
asymptotes  les  tangentes  aux  sommets  A'  et  B'  et  passant  par 
les  points  A  et  B. 

Application  de  la  quatrième  forme.  Trouver  le  lieu 
des  points  d'où  Von  voit  V  ellipse  sous  un  angle  consiantV. 

Soient  a  et  6  les  coordonnées  d*un  point  I  du  lieu;  expri^ 
mons  qu'une  tangente  à  Tellipse  passe  par  ce  point  ;  nous 
avons  alors  la  relation  : 

6  ir  ma  ±  v^a"m"  -f-  b*, 
ou, 

(i)    m* {a*—  a*)  —  2a6m  —  6* -h ^  =  o. 

Cette  équation,  du  second  degré  en  m,  fait  connaître  les  coef- 
ficients angulaires  m',  m'^  des  tangentes  issues  de  I,  à  l'ellipse. 
En  discutant  cette  équation,  on  voit  que  les  tangentes  sont 
réelles  ou  imaginaires  suivant  que  la  quantité  U  : 

U  =  aV  -  (a*  -  «•)  {b*  —  6')  =  bW  -h  a'6*  —  a'b\ 

est  positive  ou  négative.  L'expression  b*x*  •+■  «y  —  a*b*  a  une 
valeur  négative  pour  xzzo  eiyzizo  et,  par  suite,  pour  tous 
les  points  intérieurs  à  la  courbe  ;  elle  a,  au  contraire,  une 
valeur  positive  pour  tous  les  points  extérieurs  (§  69).  On  peut 
donc  mener  deux  tangentes  réelles  à  Tellipse,  par  un  point 
extérieur  à  la  courbe. 

Pour  revenir  à  la  question  proposée,  si  nous  appelons  m' et 
m"  les  racines  de  l'équation  (1),  nous  avons  : 


'       _  7n'  —  m" 
^         14-m'm'" 


et,  par  conséquent, 


Iff  V  —  — 
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En  rendant  a,  6  coordonnées  courantes,  nous  avons  l'équa- 
tion du  lieu  : 

[^  -+-  y'  -  «•  —  V)  tg-  V  zr  4  (ô V  +  aY  -  a'V). 

T 


Fîg.   103. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  tangenles  sont  rectangulaires, 
on  trouve  que  le  lieu  est  le  cercle  qui  correspond  à  Téqua- 
tion  : 

c*est  le  cercle  circonscrit  au  rectangle  des  axes  ;  ce  résultat 
a  été  déjà  démontré  (§  220). 
*S«.  Polaire.  En  appliquant  à  l'équation  (E),  la  formule  : 

xf'^^  +  yfy^  +  zf',^-0, 
on  a,  pour  l'équation  de  la  polaire  du  point  (a?o,yo,2j), 

989.  Equation  quadratique  des  tang^entes.    Si   du 

point  {Xo  yVoy^)  nous  voulons  mener  des  tangentes  à  Tellipse, 
l'application  faite,  à  l'équation  (E),  de  la  formule  générale  : 


(^^'o  ■+■  yf'vo + ^^U* — 4^(^'  2/,  2)  f[x^ ,  Vo ,  20), 


donne  : 


(F) 


[-^-^-^-^'J  ^b+r--v t+6^-v- 
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Application.  Pour  montrer^  par  un  exemple,  quels  sont 
les  problèmes  auxquels  cette  équation  s'applique  particulière- 
ment bien,  proposons-nous  Texercice  suivant  :  trouver  le  lieu 
des  points  d*où  partent  deux  tangentes  à  Vellipsey  ces  tan- 
gentes rencontrant  Vaxe  oy  en  deux  points,  dont  les  dislances 
au  centre  ont  un  produit  constant,  et  égal  à  à*. 

Dans  réquation  (F),  faisons  rc  zz  o  ;  nous  obtenons  pour 
déterminer  les  ordonnées  des  points  de  rencontre  du  faisceau 
des  tangentes  avec  oy,  Téquation  : 

b*\a'        /"^    b*        a*     b*^ 

Si  nous  écrivons  que  le  produit  des  racines  de  cette  équa- 
tion est  égal  à  a*,  nous  obtenons  la  relation  : 

,      h*x\^ay, 

«  —  K 

Rendons  a?o,  Vo  coordonnées  courantes  et  nous  avons 
réquation  du  lieu  : 

(a*  -h  V)  X*  +  aY  r:  a^ 

Cette  équation  représente  une  ellipse  rapportée  à  son 
centre  et  à  ses  axes. 

998.  Constmetlon  de  la  tang^ente  en  un  poInÉ  pris 
sur  rellipse.  Nous  reviendrons  plus  loin  sur  ce  problème, 
qui  peut  se  résoudre  par  des  voies  très  diverses  ;  mais  nous 
voulons  compléter  ici  la  construction  que  nous  avons  indiquée 
plus  haut  pour  trouver,  sans  faire  usage  du  compas,  un  point 
quelconque  M,  de  Tellipse  ;  et  montrer  comment  on  peut, 
avec  la  règle  seule>  trouver  la  tangente  en  ce  point  M. 

Soient  o/,^',  les  coordonnées  de  M,  on  a,  (flg.  99), 

Les  droites  MB,  MB'  ayant,  respectivement,  pour  équation: 

x'(y—b)  —  x{y'--b)y 
x'(y'hb)=zx{y'-hb), 
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on  a: 

OP  =  Jîl.    et    OP'  =  J^; 


par  snite. 


ô  — y''  b^y' 


,  ,     OP  H-  OP'         ô V         a« 

W    — :: — • 


b^^y'^-x'* 


En  comparant  (i)  et  (2)  on  voit  que  le  point  T  est  le  milieu 
du  segment  PP'  ;  et,  de  cette  remarque,  on  conclut  qu'en 
complétant  le  parallélogramme,  dont  MP  et  MP'  sont  deux 
côtés,  la  diagonale  de  ce  parallélogramme  est  la  tangente 
cherchée. 


EXERCICES 

I.  On  considère  une  ellipse  E  rapportée  à  ses  axes  et  la  droite  A  qui  cor- 
respond à  Véquation  : 

^it  A  le  iommet  de  droite;  ayant  pris  sur  E,  un  poirit  quelconque  M,  on 
abaisse  du  sommet  A',  opposé  à  A,  une  perpendiculaire  sur  AM  et  Von 
vend  A"  symétrique  de  A',  par  rapport  à  AM.  Ayant  joint  A*'M,  on  élève 
à  cette  droite  une  perpendiculaire  A',  au  point  A.  Démontrer  que  la  tangente 
en  M  va  passer  par  le  point  commun  aux  droites  à,  à'.  Déduire  de  cette 
remarque  une  consttmction  de  la  tangente  au  point  M,  avec  la  règle  et 
Céquerre. 

t.  Une  tangente  mobile  MM'  (fig.  100)  rencontre  les  tangentes  enket  k'j 
sommets  de  l'ellipse,  aux  points  M  et  M'  ;  on  joint  AM',  A'M  ;  ces  droites 
se  coupent  en  un  point  I  ;  trouver  le  lieu  de  ce  point. 

On  trouvera^  pour  le  lieu  demandé,  rcllipse  qui  correspond  à  Téqualion  : 

a.  Démontrer  qu'en  joignant  un  point  quelconque  de  Vellipse  aux  quatre 
sommelSy  on  obtient  un  faisceau  harmonique. 
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4.  On  prend  un  point  mobile  P  sur  la  tangente  au  sommet  B,  et  Von  pro- 
jet te  ce  point  en  I  sur  sa  polaire.  Lieu  du  point  T. 
Ce  Hpu  est  un  cercle  pas^sant  par  les  foyers,  et  correspondant  à  réquanoo: 

a?*  -h  y*  -  r  (*'  —  c*)  —  c*  =  o . 
o 

s.  Trouver  le  lieu  des  points  tels,  qu'en  les  projetant  sur  les  axes  de 
Vellipse,  la  droite  gui  joint  ces  projections  soit  tangente  à  la  courbe. 

Le  lieu  est  une  quartiqae  ayant  pour  équation  : 


6.  Démontrer  que  si  Von  considère  dans  le  plan  de  Vellipse  une  tranttff^ 
sale  ayant  pour  équation  : 

a         o 

si  la  corde  interceptée  a  une  longueur  a/,  on  a  : 

r(A*  +  B7  =  (AV-f-BV)  {A*-hB*—  i). 

7.  Une  tangente  mobile  à  Vellipse  rencontre  les  tangentes  aux  extrémité 
du  grand  axe  aux  points  M,  M'  /  on  joint  OM  et  Von  projette  le  point  W  sw 
cette  droite  ;  trouver  le  lieu  décrit  par  cette  projection. 

On  trouvera  le  cercle  qui  correspond  à  l'équation  : 

^  +  y  +  ■—  -  o. 

a 


TRENTIÈME   LEÇON 


LELLIPSE  (suite) 


NORMALES.    —     DEVELOPPEE 


980.  Equation  de  la  normale.  Il  existe  pour  Téquaiion 
de  la  normale  quatre  formes  qui  correspondent  à  celles  que 
nous  avons  trouvées  pour  la  tangente. 

L'équation  générale  des  normales  : 


x  —  x'_^  y— y' 


appliquée  à  l'équation  réduite  de  Tellipse,  donne 


ou, 


ou,  encore, 


x  —  x'_y  —  y' 
X      "     y^    ' 


(i*x        .        .1/ 
x'  y' 


(^'.)  «•5-**^=^' 


X       y 
En  remplaçant,  dans  celte  équation,  —  et  --au  moyen  des 
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formules  (?)  et  (P')i  on  obtient  deux  autres  formes  de  Téqua- 
tion  de  la  normale  : 

ax         by 

cos  <p     sm  ç 

(N,)       ^        ^V_     C 


Enfin  on  peut  trouver  une  quatrième  forme  de  Téquation 
de  la  normale  à  Tellipse,  en  fonction  du  coefficient  angulaire. 
A  cet  effet,  identifions  les  deux  équations  : 

y  —  mx  -f  n, 


Nous  avons  : 


\X       ^,y 
a* -,  —  6  -,  z:  c*. 

x'         y' 


a*y'        ^  c*y' 


Ces  relations  donnent  : 

y'  __^nb  xf  ^  va 

b        c  a       me 

Ainsi,  les  paramètres  m  et  n  vérifient  la  relation 

n'y      n V  _ 


ou 


c'm* 


'*  ^-jr 


a"  ■+■  bW^ 
L'équation  de  la  normale  est  donc  : 


(N4)    y  =  mx 


cW 


v/a*  +  6  W 


ItOO.  Monnaies  menées  par  un  point  du  plan.  — 
Théorème.  Par  un  point  M,  pris  dans  le  plan  d'une  ellipse^ 
on  peut,  en  général^  mener  quatre  normales  à  la  courbe  :  deux 
de  ces  normales  sont  toujours  réelles. 

Soient  a,  6,  les  coordonnées  du  point  M  ;  si  nous  exprimons, 
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au  moyen  de  Téquation  (N,),  qu'une  normale  à  Tellipse  passe 
par  ce  point,  nous  obtenons  pour  déterminer  le  paramètre  t 
qui  correspond  au  pied  de  la  normale  cherchée,  Téquation  : 

et  celle  relation  peut  s'écrire,  en  supposant  6  pei  o, 


.t         ^„  ■  ^t 


Cette  équation  est  du  quatrième  degré  et  son  dernier  terme 
a  un  signe  contraire  à  celui  du  premier  ;  elle  a  donc  quatre 
racines»  dont  deux  sont  toujours  réelles. 

Lorsque  6  est  nul,  une  racine  de  Téquatiou  (i)  est  nulle, 
une  autre  est  infinie,  et  les  deux  dernières  sont  données  par 
réquation  : 

ç^  —  oa 

La  racine  nulle  donne  le  sommet  A  ;  la  racine  inlSnie  le 
sommet  A'  ;  enfin,  si  le  poiat  pris  sur  AA',  est  situé  à  une  dis- 

tance  du  centre  moindre  que  —,  en  valeur  absolue,  il  y  a 

deux  autres  normales  réelles  issues  du  point  considéré. 

)991.  Hyperbole  équllatére  aux  pieds  des  iior* 
maies  Issaes  d'au  point  (0*  —  Tlieoréme.  Le$  pieds  des 
normales^  issties  d'un  point  P,  appartiennent  à  une  hyperbole 
équilatère  ayant  pour  directions  asympto tiques  les  directions 
principales  de  V ellipse  et  passant  par  le  point  donné  et  par  le 
centre  de  V ellipse. 

Désignons  par  a ,  6,  les  coordonnées  du  point  P,  et  par  a:,  y 
celles  du  pied  de  Tune  des  normales  issues,  de  ce  point  P,  à 
Tellipse  qui  correspond  à  Téquation  : 

1.  C'est  au  moyen  de  cette  hyperbole  qu'Apollonius  résolvait  le  problème 
des  Normales.  (Chasles.  Traité  des  Sections  coniques ^  p.  i44) 

Voyez,  pour  ce  problème  de  la  détermination  des  pieds  des  normales 
issues  d'un  point,  l'exercice  V,  proposé  à  la  lin  de  cette  leçon 
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La  relation  (NJ  donne  : 

(2) izcV 

X        y 

En  considérant,  dans  les  équations  (^)  et  (2),  2;  et  ^  comme 
des  coordonnées  courantes  on  voit  que  les  pieds  des  nor- 
males issues  de  P  peuvent  être  considérés  comme  les  points 
communs  à  deux  coniques  :  Tune  est  l'ellipse  proposée;  Taulre, 
qui  correspond  à  Téqualion  (2),  est  une  hyperbole  ayant  pour 
directions  asymptotiques  les  axes  de  Tellipse;  elle  passe  parle 

point  (a,6)  et  aussi  par  Torigine,  qui  est  le  centre  de  Tellipse. 

f^09.  Pôle  tang^ntiel  et  pôle  normal.  Imaginons  une 
corde  AB  d'une  ellipse  E;si,  aux  extrémités  A,  B,  de  celle 
corde^  on  mène  les  tangentes,  elles  se  coupent  en  un  point  P 
que  nous  nommerons  le pdfe  tangentiel.  D'autre  part,  les  nor- 
males aux  points  A,  B,  se  coupent  en  M  ;  nous  dirons  que  M 
est  le  pôle  normal  de  la  corde  AB. 

Nous  allons  chercher  les  relations  qui  permettent  de  cal- 
culer les  coordonnées  du  pôle  normal  (a,  6),  connaissant  celles 
du  pôle  tangentiel  (a',  6'). 

Du  point  M  on  peut  mener  deux  autres  normales  (réelles  ou 
imaginaires)  à  l'ellipse  ;  soient  C  et  D  les  pieds  de  ces  nor- 
males et  soient  a'',  6",  les  coordonnées  du  pôle  tangentiel  Q  de 
la  corde  CD.  On  peut  remarquer  d'ailleurs  que  la  droite  CD, 
qui  passe -par  deux  points  imaginaires  conjugués,  est  une 

droite  réelle  ;  a%  ^\  sont  donc  des  quantités  réelles. 
Les  équations  des  droites  AB  et  CD  sont^  respectivement, 

a  b 

oi"x  ,  ?^"y 

•Tr-  +  -7r— i  =  o; 
a         0 


1 .  U  est  remarquable  que  cette  équation  est  la  même  pour  toutes  les 
coniques  homothétiques.  M.  Niewengloski  a  tiré  de  cette  observation  une 
élégante  construction  des  centres  de  l'hyperbole  équilation  aux  pieds  des 
normales.  (V.  Journal  de  mathématiques  spéciales ,  eiYvil  iS%i,) 
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par  suite,  celle  du  couple  formé  par  ces  deux  droites  est  : 


Q 


Fig.  io3. 


Les  points  A,  B,  C,  D  appartiennent  à  Thypobole  équilatère 
aux  pieds  des  normales,  courbe  qui  a  pour  équation  (§  271)  : 

(2)    c*xy  4-  f>*?»^  —  û'^y  ^  o- 

L'équation  générale  des  coniques  passant  par  les  points 
communs  aux  coniques  (1)  et  (2)  est  donc  : 

Celte  équation,  pour  une  valeur  particulière  de  X,  doit  pou- 
voir représenter  l'ellipse  E  ;  on  peut  donc  ridenlifler  avec 
Téquation  : 

(4)    |r+|î-'=". 

a       0 

Celle  identification  conduit  à  plusieurs  remarques  impor- 
tantes. 

En  observant  que  les  équations  (3)  et  (4)-  onl  le  même 
terme  constant  (  ~  1),  et  en  égalant  les  coefficients  des  tonnes 
en  X*  et  en  y*,  on  a,  d'abord, 

(J)    aVzz-aS      &'?"!= -^\ 


De  L.  Tome  II. 
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Écrivons  mainlenant  que,  dans  l'équation  (3),  les  coefiB- 
cients  des  termes  en  x,  en  y  et  en  xy,  sont  nuls  et  nous 
avons  : 


/^•: 

~      a'6' 

À6*P  : 

+  'f'ai  z 

"      6* 

3  donnent  : 

x'i,-  +  g'a'  _  g' 

-»-3'_«' 

+  «'. 

c*         ~ 

a 

-?    ' 

et,  par  combinaison  avec  les  égalités  (J), 

^  "'   ^  _   _  cv  (y*  —  b") 

Telles  sont  les  formules  que  nous  voulions  établir. 
5S98.  Th^or^me.  Le  produit  des  coefficients  angulaires 
m,  m\  des  côtés  opposés  d'un  quadrilatère  normal  inscrit  dans 

une  ellipse,  est  constant  et  égal  à  -;. 

Le  coefficient  angulaire  de  AB  est —7;  celui  de  CD, 

a  H 

est p^,  ;  par  suite,  leur  produit  est  égal  à         ^.  En  uti- 

a^  a  ^^ 

lisant   les  formules  (J),  on  voit  que   Ton   a,  finalement, 

V 

mm  zz 5. 

a 

904L.  Théorème  de  Joachimsthal.  Les  pieds  de  trois 
des  normales  issues  d un  point  à  une  ellipse^  et  le  point  diamé- 
tralement opposé  au  quatrième  pied,  formant  un  quadrilatère 
inscriptible  à  un  cercle. 
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Soit  A'  (Fig.  io3)  le  point  diamétralement  opposé  à  A,  les 
droites  AD,  A'D  ont  des  coefficients  angulaires  dont  le  pro- 

duit  est  égal  à ;.  Ceci  résulte  de  ce  que  ces  directions 

a 

sont  conjuguées  et  on  peut  le  vérifier  facilement  par  un  calcul 

direct  ;  nous  reviendrons  d'ailleurs  sur  ce  point  en  étudiant 

les  cordes   supplémentaires  de  Tellipse.  D'autre  part,  les 

droites  AD  et  BC  étant  deux  côtés  opposés  d*mi  quadrilatère 

normal  leurs  coefficients  angulaires  ont  (§293)  un  produit 

égal  à -7.  On  conclut  de  là  que  les  cordes  A'D,  BG  ont  des 

coefficients  égaux  et  des  signes  contraires  ;  ces  droites  sont 
donc  inclinées,  sur  la  direction  positive  de  Tun  des  axes  de 
Tellipse,  d'angles  supplémentaires  et  nous  savons  (§278)  que, 
dans  ce  cas,  les  quatre  points  A',  B,  C,  D  sont  situés  sur  un 
cercle. 

90&.  Équation  du  eerele  de  Joachimsthal.  Pour 
mieux  faire  comprendre  Tidée  qui  dirige  les  calculs  qui  con- 
duisent à  réquation  du  cercle  passant  par  les  pieds  de 
trois  des  normales  issues  d'un  point  donné,  nous  envisa- 
gerons une  question  moins  particulière  et  nous  allons  mon- 
trer comment  on  détermine  réquation  du  cercle  qui  passe 
par  tt'ois  des  quatre  points  communs  à  deux  coniques 
données. 

Supposons  que  Ton  connaisse  un  point  commun  à  deux 
coniques  l\  V\  et  prenons  ce  point  pour  origine.  Les  équa- 
tions de  r  et  de  P  sont,  respectiveinent, 

(F)      Ax*  -f-  Ay  +  2B"xy  +  aBy  4-  aB'x  =:  0, 
(r')     ax*  4-  aY  +  2b"xy  -h  2by  -f-  26'a;  1=  o. 

Ces  équations  peuvent  s'écrire  : 

(1)  a;(AiC  +  2BV-f-2B')=-y(A'y+2B), 

(2)  X  {ax  -f-  2b"y  -|-  2b')  zz'-y  {a' y  -f-  2b)  ; 
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et,  aussi,  sous  la  forme  : 

(a')    X  (oo;  -f-  26')  zi  —  y  (a'y  -h  2b''x  +  26). 

En  combinant  les  équations  (1)  et  (2),  ou  les  équations 
d')  et  (2'),  en  les  divisant  membre  à  membre,  et  en  suppri- 
mant la  solution  a;  z=  o,  y  iz  o  ;  on  obtient  une  conique  y,  qui 
passe*  par  les  trois  autres  points  communs  et  qui  a  une  équa- 
tion de  la  forme  : 

(y)    ouxf  ■+■  ay  -f.  2^"xy  4-  2(3y  +  2g'a;  +  a"  =  0. 

Entre  les  équations  (F),  (y),  d'une  part  ;  (F'),  (y),  d'autre 
part  ;  on  peut  éliminer  le  terme  en  xy  et  Ton  obtient  deux 
équations  ne  renfermant  que  les  termes  en  x*  et  en  y*.  Ces 
équations  représentent  deux  coniques  passant  par  les  trois 
points  en  question.  On  sait  que  les  quatre  points  communs  à 
ces  coniques  sont  situés  sur  un  cercle  et  nous  avons  montré 
(§  275)  comment  on  obtenait  l'équation  de  ce  cercle. 

Telle  est  Fidée  générale  que  nous  allons  appliquer  à  l'ellipse 
et  à  l'hyperbole  équilatère  aux  pieds  des  normales. 

Nous  désignons  toujours  par  a,  6  les  coordonnées  du  point 
M  d'où  partent  les  normales  que  nous  allons  considérer  ; 
soient  A,  B,  C,  D  les  pieds  de  ces  normales  parmi  lesquels 
nous  distinguerons  particulièrement  le  point  A  dont  les 
coordonnées  seront  représentées,  dans  les  calculs  qui  vont 
suivre,  par  iPj,  y^. 

Transportons  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  au  point 
A,  au  moyen  des  formules  : 

iCniX  +  a;,,      y  —  Y  +  y,. 

L'équation  de  l'ellipse  est  alors  : 

et  celle  de  l'hyperbole  aux  pieds  des  normales  : 

(»')     XY  +  X  (^'  6  +  y,)  +  Y  (a;.  -  ^  «)  =  o. 
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Avec  les  équations  (E'),  (H')  formons,  par  combinaison, 
l'équation  de  la  conique  (y).  Nous  avons,  d'abord, 

^|(X  +  2a:,)=zI(Y+ay.), 


et,  par  suite, 


Cette  relation  qui  est  vérifiée  par  les  coordonnées  des 
points  B,  C,  D,  peut  s'écrire  : 

Un  calcul  analogue,  ou,  préférablement,  une  permutation 
des  lettres  (X,  Y),  (x^,  y,),  (a,  6),  (a,  b),  donne  : 

(4)    X'H-x(3..-$)-Y^'(y.+^6)  4-.X.  [x,  -^) 

En  ajoutant,  membre  à  membre,  les  équations  (3)  et  (4), 
on  obtient,  après  réductions,  le  résultat  suivant  : 

X'  +  YM-Y(3y,-|Jy.-6)+x(3:c,-^x.-a) 
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Si  nous  revenons  maintenant  aux  anciens  axes,  nons 
avons  réquation  : 

ou,  en  développant  et  en  réduisant, 

(C,)   x-+y'+.r('-^ -«) -y (^-^4-«)-^a^r-^!yî -«^-«ï-' 

Telle  est  réquation  du  cercle  de  Joachimsthal  ;  on  vérifie 
facilement  que  les  valeurs  a;  =i  —  a:,,y  =  — y^  satisfont  à 
cette  équation  et  Ton  retrouve  ainsi  le  théorème  de  Joachim- 
sthal. 

On  peut  d'ailleurs  donner  à  réquation  précédente  une 
forme  plus  remarquable,  en  posant  : 

et,  en  tenant  compte  de  la  relation  : 


On  trouve  ainsi  : 


o^'+y'+xx,-hyy,  =  u{^^  +  y^  +  iy 

Cette  équation  prouve  que  le  cercle  de  Joachimsthal  passe 
par  les  points  communs  au  cercle  décrit  sur  OA'  comme 
diamètre  (A'  désignant  le  point  diamétralement  opposé  à  A) 
et  à  la  tangente  à  Tellipse  au  point  A'.  Deià  on  peut  conclure 
le  théorème  suivant,  qui  complète  le  théorème  de  Joachim- 
sthal, et  qui  est  dû  à  M.  Laguerre* 

Le  cercle  qui  passe  par  les  pieds  de  trois  des  normales 
issues  d'un  point  à  une  ellipse^  passe  aussi  par  la  profectm 
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du  centre  de  la  courbe  sur  la  tangente  au  point  qui  est  diamé- 
tralement opposé  au  pied  de  la  quatrième  normale. 

90B.  Centre  de  eoarbore*  Si  Ton  imagine  sur  une 
courbe  U,  deux  points  voisins  A,  B  et  les  normales  en  ces 
points  ;  ces  droites  se  coupent  en  un  point  0  ;  et  la  limite  des 
positions  de  ce  point,  quand  on  suppose  que,  A  restant  fixe, 
B  vienne  coïncider  avec  A,  est  un  certain  point  w^  que  nous 
appellerons  le  centre  de  courbure  de  U,  au  point  A. 

^tWH.  Ooordonnées  du  «centre  de  CHrarbare  d'an 
point  de  l'ellipse.  U  résulte  de  la  définition  générale  que 
nous  venons  de  donner  du  centre  de  courbure  que  dans 
Tellipse,  ce  point  peut  être  considéré  comme  un  pôle  normal, 
le  pôle  tangentiel  correspondant  étant  le  point  A,  pris  sur 
la  courbe. 

Si  nous  désignons  par  ar  et  y  les  coordonnées  de  A  et  par 
X,  Y  celles  du  centre  de  courbure  Wj^,  les  formules  P„,(§  292), 
donnent  : 

c'y{x'-a') 
""  aY  -I-  à'x' 

c*xiy'-b'-)^ 

En  tenant  compte  de  la  relation  : 

ay  +  6  V  =  a*b' 
Ces  formules  prennent  la  forme  suivante  : 

^-■^'      ^-~   M* 

mis.  Développée  de  relllpse.  La  développée  d'une 
courbe  U  est  le  lieu  de  ses  centres  de  courbure.  Comme  le 
centre  de  courbure  est  le  point  d'intersection  de  deux  nor- 
males infiniment  voisines,  on  voit  que  la  développée  peut 
aussi  être  considérée  comme  l'enveloppe  des  normales. 
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Les  formules  que  nous  venons  de  trouver  donnent  : 

T 


L'équation  de  la  développée,  sous  une  forme  irrationnelle, 
est  donc  : 

(D)     (aXf+(bYf  =  c\ 

Sans  insister  sur  la  forme  de  la  développée  de  Tellipse, 
nous  ferons  remarquer  que  Téqualion  (D)  prouve  que  cette 
courbe  est,  toute  entière,  située  dans  l'intérieur  du  rectangle 
formé  par  les  parallèles  aux  axes  menées  par  les  points 
P>  P'  ;  Q>  Q'i  obtenus  en  prenant  ; 

OP  =  OP'=-;      OQ  =  OQ'  =  r- 

a  0 

Ces  points  remarquables  P,  P'  ;  Q,  Q'  qui  sont,  à  la  fois,  les 
sommets  de  la  développée  et  les  centres  de  courbure  des 


A* 


1 

( 

i; 

,X^ 

'"''/     " 

^"^^>-. 

f 

^tr                ^ 

. 

>^ 

K 

■ 

■    f 

*►  ^ 

A 

H 

9' 


Fig.  Ki4' 


sommets  de  l'ellipse,  s'obtiennent  par  une  consiruclion  simple 
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et  que  représente  la  figure.  £n  abaissant  du  point  C,  pôle  de 
la  corde  AB,  une  perpendiculaire  sur  cette  droite,  on  obtient 
les  points  P  et  Q'. 

En  eflfet,  menons  par  G  une  parallèle  Cil  à  AB  ;  nous  pour- 
rons alors  remarquer  que  AH  —  OA  =  a  ;  le  triangle  rectangle 
PCH  donne  d'ailleurs  la  relation  : 


m 

AG  = 

AP  . 

AH. 

Nous 

avons 

donc  : 

> 

AP 

1 

et,  par 

suite. 

OP  =  a 

a 

Le  triangle  POQ'  étant  semblable  au  triangle  AOB,  nous 
pouvons  encore  écrire  ces  relations  • 


d'où  nous  déduisons, 


OQ' 
OA 

OP 
~0B"" 

ab' 

990.  Cercle  oscolateur.  Si  Ton  se  rapporte  à  la  défini- 
tion que  nous  avons  donnée  d'une  courbe  osculatrice  à  une 
autre  (§  273)  on  voit  qu'un  cercle  est  osculateur  à  une  courbe 
quand  il  a,  avec  elle,  trois  points  communs  coïncidents. 

Si  l'on  prend  arbitrairement,  sur  une  ellipse,  trois  points 
voisins  A,  B,  G  ;  ces  trois  points  déterminent  un  cercle  et 
quand  les  trois  points  deviennent  coïncidents  avec  le  point  A 
le  cercle  considéré  a  une  position  limité  qui  est  celle  du  cercle 
osculateur  au  point  A. 

En  remarquant  que  les  perpendiculaires  aux  cordes  AB,  BG, 
en  leurs  milieux  se  coupent  au  centre  du  cercle  osculateur  et 
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ont  pour  positions  limites  celles  de  deux  normales  infinimenl 
voisines,  au  point  A,  on  voit  que  le  cercle  osculaleup  n*est 
autre  chose  que  le  cercle  de  courbure,  considéré  tout  à 
l'heure. 

Nous  nous  proposons  de  montrer  Tidentité  de  ces  deux 
cercles,  par  le  calcul  suivant. 

A  cet  effet,  cherchons  les  points  communs  à  l'ellipse  et  au 
cercle  de  courbure  et  montrons  que,  parmi  les  points 
communs  à  ces  deux  courbes,  trois  sont  coïncidents. 

Prenons  sur  l'ellipse  un  point  A  et  soient  a?',  y'  ses  coor- 
données ;  celles  du  centre  de  courbure  w  sont  : 

-^^    -- f .    (§^97) 
Le  cercle  de  courbure  a  donc  pour  équation  : 

ou, 

Transportons  les  axes,  parallèlement  à  eux-mêmes,  au 
point  A.  Les  formules  de  transformation  étant  : 

l'équation  du  cercle  de  courbure  est  alors  : 
OU,  après  simplification. 

On  peut  remarquer  que  Ton  a 
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On  trouve,  ainsi, 

(a)     «(i— ^)  =  ft  (>4-^)=         ^.y        • 
Finalement,  l'équation  du  cercle  de  courbure  est  : 

D'autre  part,  Téquation  de  l'ellipse,  dans  le  système  YAX, 
est: 

,  ,     X'      y  ,      /Xa/      Yy'\ 

Si  nous  cherchons  les  points  communs  à  Tellipse  et  au 
cercle  de  courbure  nous  aurons  à  résoudre  les  équations  (i) 
el  («).  Nous  voyons  d*abord,  par  la  forme  même  de  ces  équa- 
tions, que  les  coniques  qui  leur  correspondent  ont  deux 
points  communs  confondus  à  l'origine,  par  ce  qu'elles  admet- 
tent^ Tune  et  l'autre,  pour  tangente  au  point  A,  la  droite  qui 
a  pour  équation  : 

Xaf      Yy' 

Cherchons  où  sont  situés  les  deux  autres  points  communs. 
La  résolution  des  équations  (i)  et  (a)  conduit,  très  naturelle- 
ment, à  faire  la  combinaison  suivante  : 

Celte  équation,  qui  représente  le  faisceau  de  deux  droites 
joignant  le  point  A  aux  points  que  nous  cherchons  à  déter- 
miner, peut  s'écrire  : 

(:t)    ^  (a*ô' — a*y"  —  6 V)  +  ^ (fl'ô*  —  a*y"  —  6V)  =  o. 
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Si  maintenant  nous  tenons  compte  des  relations 
nous  obtenons  la  relation  (3),  sous  la  forme, 


*^f* 


X'x 


a' 


Les  droites  qui  joignent  A  aux  deux  points  qui,  abstraction 
faite  de  A,  sont  communs  à  Tellipse  et  au  cercle  de  courbure, 
sont  donc  celles  qui  correspondent  aux  équations  : 


Xa/      \y 


et 


a' 


b' 


o. 


La  première  représente  la  tangente  AT  et  ceci  prouve  que 
Tun  des  points  cherchés  est  confondu  avec  A.  L'autre  équation 
démontre  que  le  quatrième  point  S,  est  situé  à  rextrémilé 
d'une  corde  menée  par  A  et  symétrique  de  AT  par  rapport  aux 
cordes  principales  qui  passent  par  A. 


T 

^ 

.  û 

\. 

f^5  / 

A 

^"^ 

"""""T^  ""^S 

X 

1                !       ^ 

yyf 

\^^^   / ,     * 

1               / 

t<^        /      1 

•                  \               1 

r        X 

Fig.  ia5. 

Cette  dernière  remarque  pouvait  se  formuler,  à  priori,  en 
applicant  le  théorème  connu  (§  277)  sur  le  quadrilatère  qui 
est  inscrit,  à  la  fois,  à  une  conique  et  à  un  cercle. 
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300.  Constroetioii  du  cercle  oseulateur  en  on 
^oint  donn^.  La  construction  du  cercle  de  courbure,  en  un 
point  pris  sur  l'ellipse,  peut  se  faire  par  des  procédés  très 
divers  ;  celle  que  nous  proposerons  ici  repose  sur  le  théo- 
rème suivant  : 

Théorème.  Soit  A  un  point  pris  sur  l'ellipse  de  centre  0, 
la  tangente  en  A  rencontre  les  axes  aicx  points  RetT  ;  si  du 
point  0  on  abaisse  une  perpendiculaire  OH  sur  RT,  le  rayon 
de  courbure  au  point  A,  étant  désigné  par  p,  on  a  : 


Les  relations  : 


0T=-, ,     OP=:a?' 

X 


donnent, 


^^      a'       ^      a'-'X''      aY 
TP  = -T-^  =:  — :7— =  lér. 


x'  x'  b  X 

On  a,  de  même, 

b-x'* 
^       a^y' 

Les  triangles  rectangles  ATP,  ARQ,  donnent  : 

et, 

(2)    AR  =  ic^  +  —     ~ 


aY  o,Y 


Enfîn^  on  a  la  relation  : 


«  —  _    I     ' 


OH         OT        OU 

ou, 

....      »      _  ^'      ^T  _  «V"  +  b'x" 
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Les  égalités  (i),  (a)  et  (3)  donnent,  par  combinaison, 


AT  .AR   _{aY'+b*jr]' 

m 


(4)     -^^=^^, 


D*autre  part,  réqualion  (C),  (§  299),  prouve  que, 

En  appliquant  les  formules  (a),  (§  299),  on  a  : 

(5)    p*  z=.  — ^  -I-  ^  •*'  ; 


Les  égalités  (4)  et  (5)  prouvent  le  théorème  énoncé. 

La  construction  qui  résulte  de  ce  théorème  est  la  suivante. 
Par  les  points  R  et  T  menons  des  parallèles  aux  axes,  si 
nous  joignons  le  point  A',  ainsi  obtenu,  au  point  A,  le  centre 
de  courbure  est  à  Tintersection  de  la  normale  au  point  A  avec 
la  perpendiculaire  OK^  abaissée  du  centre  sur  AA'. 

Soit  (I)  le  point  de  rencontre  de  OK  et  de  la  normale  au 
point  A  ;  nous  allons  montrer  que  coA  =  p. 

Le  pentagone  R  0  KT  A'  étant  inscriptible  à  un  cercle  on  a  : 

AR  .  AT  =:  AA' .  AK. 

Soit  A'L  la  perpendiculaire  abaissée  de  A'  sur  la  nor- 
male A(i)  ;  le  quadrilatère  (oKA'L  étant  indescriptible^  on  a 
aussi  : 

AL  .  Aw  —  AA'  .  AK. 

La  comparaison  de  ces  deux  égab'tés  donne  : 

AR ,  AT 
^"=-ÂL- 

Mais  on  a, 

AL  =  A'ir  zz  OH, 
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et,  finalemenl, 

AU  .  AT 
OH  ^ 


EXERCICES 

i.  Soit  A,  un  point  pris  sur  une  ellipse  d'un  centre  0,  la  normale  en  ce 
point  rencontre  l'un  des  axés  ox  de  la  courbe  en  un  point  N  ;  par  N,  on 
mène  ime  perpendiculaire  à  la  normale^  et  cette  droite  rencontre  OA  en  un 
point  P  :  démontrer  que  la  perpendiculaire  abaissée  de  P  sur  ox,  rencontre 
KS  au  centre  de  courbure. 

Man?iheim.  (Cours  de  Géométrie  de  V École  Polytechnique.) 

S.  On  considère  deux  points  A  et  h  sur  une  ellipse  ;  les  normales  en  ces 
points  rencontrent  l'un  des  axes  de  la  courbe,  aux  points  Xf  et  B/  ;  soit  M 
le  milieu  de  AB  ;  démontrer  que  la  perpendiculaire  élevée  en  ce  point  M,  à 
kBf  passe  par  le  milieu  de  A/B/.  Laguehre. 

8.  Démontrer  que  si  quatre  points  d'une  ellipse  correspondant  aux  para- 
métres ti,  t^j  tf,  t^y  sont  situés  sur  un  cercle,  on  a  : 

en  déduire  le  théorème  de  Joachimsthal, 

Pour  établir  ce  second  point  on  remarque  d'a))ord  que  les  paramètres 

iH*  de  deux  points  diamétralement  opposés  vérifient  la  relation  ttt'/=z  —  i. 

Eo  désignant  par  ttjlsylkt  ^^^  paramètres  des  pieds  de  trois  des  normales, 

et  par  6  relui  du  quatrième  pied,  le  point  diamétralement  opposé  à  celui-ci 

1 
a  un  paramètre  /,  =  —-•. 

On  a  d'ailleurs  d'après  Téquation  (1)  (§  290)  : 

^^  -H  h^k  +  Ml  -^  ^^i  -h  e/3  4-  e<4  1=  o . 

et, 

e/,f,«4  z=  —  1 . 

En  multipliant  ces  égalités  par  t^f  eu  remplaçant  /|0  par  —  1 ,  et  en  ajou- 
tant les  résultats,  membre  à  membre,  on  a  : 

4.  On  considère  un  point  M  d'où  l'on  peut  mener  à  une  ellipse  E  dettx 
«ormafcf  rectangulaires  MA,MB  ;  de  ÎApartenl  deux  autres  normales  MC,MD  ; 
irouxer  le  lieu  décrit  par  le  pôle  de  CD. 
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On  remarque  que  le  lieu  décrit  par  le  pôle  de  AB  est  le  cercle  de  MoujEe 
et  on  applique  les  formules  (J)  (§  292).  Le  résultat  est  : 

X        y 

S.  Si  Von  considère  quatre  tangentes  à  Vellipse  E  telles  que  les  normales 
aux  points  de  contact  concourent^  démontrer  que  les  parallèles  à  ces  tangentes 
menées  par  l'un  des  sommets  de  Vellipse  rencontrent  la  courbe  en  quatre 
points  situés  sur  un  cercle.  (Joachiïsthal). 

Soit  A  Tune  des  taugeulcs,  et  soit  q>  l'angle  d'anomalie  du  point  de 
contact  M,  on  a  : 

aa  ^b  , 

— ■ z=.  c\ 


cos  9      sm  ç 

Si  par  le  sommet  A  ou  mène  une  parallèle  à  A,  elle  rencontre  £  en  na 
point  {JL  et  Tangle  d  anomalie  de  {i  est  égal  à  21^,  Les  coordonnées  x^^y^  de 
(1  sont  donc  données  par  les  formules  : 

x'  y" 

—  zz.  cos  2ç,      --  —  sm  29  ; 
a  0 

nous  avons  donc 

c'  y 
(xa  siii  ç  —  6Û  cos  ?  —  — r* 

Élevons  au  carré,  nous  obtenons  ; 

aV  (1  —  cos  2<f)  +  6*^"  (t  +  cos  29)  —  aôag  sin  25  iz  -  ^• 

Le  premier  membre  est  une  fonction  linéaire  en  xtf,ytf,  et  Ton  afinalemect 

y"  =  P', 

puis, 

X"*  zz  Q'\ 

P//  et  Q//  étant  des  fonctions  linéaires  en  a;"  et  yv.  Les  quatre  points  |i 
appartiennent  donc  au  cercle  qui  correspond  à  Téquation  : 

Ou  peut  aussi  démontrer,  livs  simplement,  cette  propriété  remarquable 
en  transportant  les  axes  de  coordonnées,  parallèlement  à  eux-mêmes,  au 
sommet  considéré.       (F.  Journal  de  Malhérnaliques  speciaies,  mars  1884^ 
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DIAMETRES     ET     CORDES     SUPPLEMENTAIRES 


301.  Ellipse  rapportée  à  deux  diamééres  conju- 
f^ués.  Lorsque  les  axes  des  coordonnées  sont  deux  diamètres 
conjugués  d'une  conique^  l'équation  de  cette  courbe  est  de  la 
forme  ; 

En  eflfel,  à  toute  valeur  de  X,  doivent  correspondre  deux 
valeurs  pour  Y,  égales  et  de  signes  contraires,  et  vice  versa. 

En  désignant  par  a'  et  b'  les  longueurs  des  demi-diamètres 
conjugués  considérés,  Téquation  précédente  peut  s'écrire  : 

Cette  équation  présente  la  plus  grande  analogie  avec  celle 
de  Tellipse  rapportée  à  ses  axes,  mais  elle  suppose,  implici- 
tement, que  les  axes  sont  obliques. 

Si  Ton  applique  à  Téquation  (E')  la  formule  (3)  (§  i84),  qui 
exprime  que  deux  directions  sont  conjuguées,  en  désignant 
par  m'  et  m"  les  coefficients  angulaires  de  ces  directions,  on  a 

b'* 

(i)     m' m'' in ;;. 

a' 

Nous  aurons  rarement  à  nous  occuper,  dans  les  développe- 
ments qui  suivent,  de  la  forme  (E')  ;  mais  elle  peut  être  utile- 

Db  L.  Tomb  II.  a8 
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ment  employée  dans  cerlaines  questions  et,  à  ce  propos,  nous 
ferons  remarquer  que  les  formules  relatives  aux  tangentes 
(§  284)  subsistent  pour  Téquation  (E'],  mais  qu*il  n^en  esl 
pas  de  même  pour  les  égalités  relatives  aux  normales  (§  289]. 

30S.  Définition  des  points  CM»nJii||^és.  Nous  dirODS 
que  deux  points  M'M'^  placés  sur  Tellipse  sont  despoinlscon- 
fugtiés  'quand  les  droites  OM'  et  OM"  qui  joignent  le  centre  de 
r ellipse  aux  points  considérés  sont  deux  diamètres  conjugm. 

A  un  point  M',  correspondent  deux  points  conjugués  M',M*; 
M'  et  M'',  sont  situés  du  même  côté  par  rapport  à  ox  ;  M' et  M* 
du  même  côté  par  rapport  à  oy. 

808.  Formules  de  Cliasles.  Nous  désignerons  parx'y, 
les  coordonnées  de  M'  ;  par  x\  y"  celles  de  M''  ;  et  nous  nous 
proposons  de  calculer  x"  et  y'^  en  fonctions  de  a/  et  de  y'. 

Soit  t' le  paramètre  de  M',  t"  celui  de  M"  ;  entre  t'  et  l' il 
existe  une  relation  que  nous  allons  d*abord  rechercher. 

La  droite  M' M''  a  pour  équation  [(S'),  §  283] 

et  le  faisceau  (OM',OM'')  est  représenté  par  l'équation 

égalité  qu'on  peut  écrire  : 

a  ab  b 

Le  produit  des  coefficients  angulaires  de  ces  droites  devant 
être  égal  à i ,  on  a  donc 

ou, 

ou,  encore, 


ï 
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En  égalant  à  zéro  ces  deux  facteurs,  on  voit  qu'à  /'  cor- 
respondent deux  valeurs  de  T,  et  l'on  peut  remarquer  que  ces 
valeurs  ont  un  produit  égal  à  —  i,  ce  qui  donne  deux  points 
correspondants  diamétralement  opposés  ;  ce  sont  les  points 
M''  et  M^  que  nous  venons  de  définir.  On  peut,  d'ailleurs,  dis- 
tinguer facilement  dans  les  formules  : 

9 

quelle  est  celle  qu'il  faut  prendre  pour  calculer  les  coor- 
données du  point  M",  conjugué  de  M'  et  situé,  avec  lui,  du 
même  côté  par  rapport  au  grand  axe  ? 
En  effet,  les  formules  : 

x  __  1  —  i'      y  _^     il 


prouvent  que  Ton  peut  former  le  tableau  suivant  : 

o     .  .1  «  (Le    point  coiTcspoaduut    est   mobile 

I     t  varie  deoaij  jT  j* 

(  dans  le  premier  quadrant. 

1^1        —  ià-+-»|  —         dans  le  deuxième  quadrant. 

'^^    i         —         —  Qcà  —  ij  —         dans  le  troisième  quadrant. 

4°^        —        —  làoj  —       dans  le  quatrième  quadrant. 

Ce  tableau  permet  de  préciser  la  position  d'un  point  placé 
sur  l'ellipse  et  de  dire,  d'après  la  valeur  donnée  à  /,  à  quel 
quadrant  appartient  ce  point. 

La  valeur  de  i"  étant  maintenant  connue,  nous  pouvons 
calculer  les  coordonnées  du  point  m'^.  Nous  avons,  d'abord, 

.4.r:r.i^l±i;\      et      .^r^    ~4^' 


puis,  par  combinaison  avec  (A'), 

11"  _i  —  i'"    1— r__  —11' 
TTi"''  ""  1  H-  r '    1 4-  r  ""  i  -h  v^' 
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Nous  trouvons  donc,  finalement, 

y"       xf  ,    x"  y* 

b       a  a  b 

Ce  sont  les  formules  que  nous  voulions  établir,  et  que  nous 
allons  appliquer  à  une  démonstration  nouvelle  des  théorèmes 
d'Apollonius  (*). 

304L.  Théorèmes  d*Apolloitias  {?'' démomiraiion\'^çÀ\ 
posé  : 

OM'  =  a\     OW  =  V  ; 
on  a 

(i)    o!'z:Ld'-\-y'%    et    V'zzx'' '\-y'\ 

Cette  dernière  égalité  peut  s'écrire,  en  utilisant  les  for- 
mules de  Chastes, 

<->  >'--%---^.- 

Les  égalités  (t)  et  (3)  donnent  alors  : 

a  +b    _ 4- -, . 

En  remarquant  que 

6V*  4-  «y*  =  a'6*. 
il  vient, 


1.  Les  formules  de  Chasles  se  démontreut  aussi,  plus  directement,  en 
observaut  que  Ion  a 

t.     t.^   .^1 

x'  '  x"       ~    a*' 

et,  par  suite, 

X'  f/ 

a_  __     b 

à  a 

Eu  élevant  les  deux  membres  au  carré  *et  en  faisant  la  somme  des  numé- 
rateurs et  des  dénominateurs,  on  voit  que  chacune  de  ces  fractions  a  pour 
valeur  +1,  ou  —  i. 
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C'est  le  premier  théorème  d'Apollonius. 

Pour  établir  le  second  théorème,  remarquons  que  la  tan- 
gente en  M',  à  l'ellipse,  est  parallèle  à  OM"  et  que,  par  spite, 
le  triangle  M'^OT  a  même  surface  que  M"OM',  Or,  nous 
avons  : 

OTiz^,    et,    M'H=y'; 

X 


Fig.  ido. 


par  conséquent. 


ft 


2M'0M"  zz  a 


^-..?^. 


X 


9  y 


OU,  en  appliquant  la  formule  (I), 


2M'0M''  =  a*  -  =  ah. 

a 

La  surface  du  triangle  formé  par  le  centre  et  par  deux 
points  conjugués  est  donc  constante,  et  égale  à  celle  du 
triangle  formé  par  le  centre  et  deux  sommets  de  la  courbe. 

C'est  le  second  théorème  d'Apollonius. 

30&.    Réciprtiques  des   théorèmes   d'Apollonius. 

La  réciproque  du  premier  théorème  n'est  pas  exacte  ;  car  si 
Ton  imagine  deux  diamètres  conjugués  OM',  OM"  et  si  l'on 
prend,  par  rapport  à  OY,  le  diamètre  OMJ'  symétrique  de  OM", 

la  somme  Ôm"  +  ÔmT  est  bien  égale  à  a^  -f-  6*  et  pourtant 
les  diamètres  OM',  OM^  ne  sont  pas  conjugués,  leurs  extré- 
mités étant  placées  dans  le  même  quadrant  d'ellipse. 


418  TRENTE  ET  UNIÈME  LEÇON 

Mais  la  réciproque  du  second  théorème  est  exacte  et  elle 

peut  s'établir  ainsi. 

Soient  OM',  OM^  deux  demi-diamètres  tels  que  le  triangle 

tzb 
WOW  ait  une  surface  égale  à  — ;  nous  voulons  montrer  que 

ces  diamètres  sont  conjugués. 

En  effet,  soit  OM*^  le  demi-diamètre  conjugué  de  OM',  OM' 
étant  situé,  par  rapport  à  la  droite  indéfinie  M'O,  dans  la  même 
région  que  OM''.  Les  deux  triangles  M^OM',  M'^OM',  ayant  la 
même  surface,  la  droite  M'M'^  est  parallèle  à  OM'  ;  mais  nous 
savons  que  la  parallèle  menée  à  un  diamètre,  par  rextrémité 
du  diamètre  conjugué,  est  tangente  à  la  conique  ;  par  suite, 
M"'  et  M"  se  confondent,  et  OM*  est  bien  le  diamètre  conjugué 
de  OM'. 

80B.  Tangentes  eonjnsnées.  Nous  appelons  ainsi  deux 
tangentes  qui  ont  des  directions  conjuguées,  ou  si  Ton  préfère, 
les  tangentes  dont  les  points  de  contact  sont  deux  points 
conjugués. 

Cherchons  le  lieu  des  points  d'où  parient  deux  tangentes 
conjugués, 

A  cet  effet,  déterminons  d'abord  les  coordonnées  du  pôle 
d'une  corde  AB,  dont  les  extrémités  ont  pour  paramètres, 
respectivement,  t'  et  t". 

Les  équations  des  tangentes  en  ces  points  A  et  B,  sont  : 

a  b 

on  en  tire  : 

a;_i-n-^  y_  t'  +  t" 

Si  les  points  A  et  B  sont  conjugués,  on  a  aussi  (§  3o3), 

(3)    /'r-f  r  — r-i-i  izo. 


r 
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Le  lieu  s'obtient  en  éliminant  il  et  V  entre  ces  trois  rela- 
tions. Celte  élimination  peut  se  faire  par  des  méthodes 
diverses  ;  la  plus  rapide  consiste  à  remarquer  que  Ton  a  : 

et  que  la  relation  (3)  donne  : 

rr  ^  i  -  <" + r  —  itu\ 

On  a  donc,  finalement, 

^  ,  y 

Ainsi  : 

Théorème.  Le  lieu  d^  points  d'où  partent  deux  tangentes 
conjuguées  à  une  ellipse^  est  une  ellipse  homothétique  à  la 
proposée  et  dont  les  excès  sont  égaux  à  ceux  de  cette  conique, 

multipliés  par  y/â . 

Ce  théorème  se  démontre  encore  très  simplement  en  se 
serrant  des  formules  de  Chasles,  ou  en  utilisant  Téquation 
générale  des  tangentes  à  Tellipse,  en  fonction  du  coefficient 
angulaire. 

Wn.  Oiamétres  conjusn^s  égaux.  Si,  dans  la  relation 

viim"  = ;,  on  suppose  m'  :=z  —  m"  ;  on  a  m'  -=.  -,  et  m" 

a  a 

z: .  Les  deux  diamètres  correspondants  sont  conjugués  ; 

a 

de  plus,  ils  sont  égaux  puisqu'ils  sont  symétriques  par 
rapport  aux  axes  et  leurs  extrémités  sont  les  points  de  ren- 
contre de  l'ellipse  avec  les  diagonales  dul*ectangle  des  axes. 
En  désignant  par  A  la  longueur  commune  de  ces  demi- 
diamètres  conjugués  égaux,  on  a  : 
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L*angle  0  formé  par  ces  diamètres  peat  se  calculer  par  la 
formule  : 

a'V  sin  6  —  aô. 

Celte  égalité  correspond  au  second  théorème  d*Àpollonras 
et  donne  : 

sm6  — 


a"  +  6* 

L'équation  de  Tellipse,  rapportée  à  ses  diamètres  conjugués 
égaux,  est  donc 

ê 

et,  si  l'on  remarque  que  les  perpendiculaires  abaissées  d'an 
point  de  l'ellipse  sur  ces  diamètres  ont  pour  longueur:  X  sinO, 
et  Y  sin  6,  on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  La  somme  des  carrés  des  distances  d'un  point 
quelconque  de  Vellipse  à  ses  diamètres  conjugués  égaux  est 

constante,  et  égale  à  a  -= — r-,- 

308.  Définition  des  eordes  supplémentaires.  Deui 
cordes  MC,  MC  qui  passent  par  les  extrémités  d'un  diamètre 
ce  et  qui  se  coupent  sur  Tellipse,  sont  appelées  cordes  sup- 
plémentaires. 


Fig.  107. 

Sira.  Théorème  I.  Deu^  cordes  supplémentaires  ont  des 
directions  conjuguées. 

En  effet,  soit  CC  un  diamètre  de  Tellipse,  et  H  un  point  de 
la  courbe  ;  les  droites  MC,  MC  ont  des  directions  conjuguées. 
En  effet,  les  diamètres  OD,OE,  menés  par  le  centre,  parallèle- 
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ment  à  ces  cordes,  passent  par  leurs  milieux,  puisque  OC— OC; 
ainsi  MC  est  la  direction  conjuguée  de  OD  ;  MC  et  MC  ont 
donc  des  directions  conjuguées. 

310.  Théoréine  II.  Si  par  les  extrémités  éCun  diamètre 
on  mène  deux  droites  parallèles  à  deux  directions  conjuguées  y 
elles  se  coupent  sur  Vellipse  et  forment  deux  cordes  supplé- 
mentaires. 

Cette  propriété  résulte  de  la  précédente  et  aussi  de  ce  fait 
qu'à  une  direction  donnée,  ne  correspond  qu'une  direction 
conjuguée. 

81 1 .  Xltéoréme  III.  Si^  par  un  point  de  Vellipse  y  on  mène 
deux  cordes  ayant  deux  directions  conjuguéeSy  leurs  extrémités 
sont  diamétralement  opposées. 

Le  raisonnement  nécessaire  pour  établir  ce  théorème  est  le 
même  que  celui  que  nous  avons  indiqué  pour  la  démonstra- 
tion de  la  propriété  précédente. 

3119.  ^làriaÉion  de  l'ang^le  de  deux  diamètres  eon- 
Jngoés.  Imaginons  deux  diamètres  conjugués  DD',ËË'  et 
proposons-nous  d'étudier  la  variation  de  l'angle  DOE',  ou  de 
l'angle  supplémentaire  DOE.  Si  par  les  sommets  A,  A',  nous 


Fig.  107  bis. 

menons  deux  droites  AM.A'M  parallèles  aux  droites  consi- 
dérées, ces  droites  se  coupent  sur  Fellipse  (§  3o)  et  nous 
allons  étudier  la  variation  de  l'angle  AMA'. 

Soient  x'yp'  les  coordonnées  de  M,  et  soit  posé  :  MM  A'  —  a, 
MA'A  IL-  a'  ;  V  désignant  Tangle  supplémentaire  de  A'MA,  on  a  : 
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el,  par  suite, 

tff  a  -f-  tsr  a' 
(1)    tgV=:    ^    ^  - 


1— Igalga' 


En  tenant  compte  des  relations  : 


a  —  X 
la  formule  (i)  devient  : 


y'  ,       y 


y  +  y 


,    ,,      a  —  af      a-^rocf 
tg  V  iz 75 


ou, 


si  Ton  remarque  que 


6' 


on  a,  enfin, 


tg  V  :=  -r-r 


Cette  formule  permet  d'apprécier  la  variation  de  V  ;  elle 
prouve  que  V  est  un  angle  toujours  compris  entre  o  et-,  et  qui 

va  constamment  en  diminuant  quand  le  point  M  se  déplace 
sur  l'arc  AB,  depuis  le  point  A  jusqu'au  point  B.  Le  minimum 
de  V  a  lieu  quand  y'  est  maximum,  c'esl-à-dire  quand  y  =  *- 
Dans  ce  cas,  les  diamètres  conjugués  sont  égaux  ;  et  l'angle 
aigu  0,  formé  par  ces  deux  diamètres,  correspond  à  la  formule: 
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SI  8.  Trouver  les  axes  d'ane  ellipse,  €M»nnalssant 
deux     diamètres    eonjusnés.    —  C^nstraetion      de 


Nous  supposons  que  Ton  connaisse,  en  grandeur  et  en 
position,  deux  diamètres  conjugués  OD,  OE  ;  et  nous  allons 
déterminer,  en  grandeur  et  en  position,  les  axes  de  Tellipse. 


Fig.  108. 

La  construction  que  nous  allons  donner  est  due  à  Chasles  ; 
elle  repose  sur  le  théorème  suivant. 

« 

Théorème.  Les  segments  interceptés^  depuis  le  point  de 
coniacty  sur  une  tangente  flxe^  par  dexix  diamètres  conjugués 
mobiles j  ont  un  produit  constant. 

En  effet  le  faisceau  des  diamètres  conjugués  mobiles  a 
pour  équation  : 

6" 
(1)    y'+-kcy  —  —,x'  =  o, 

a 


en  supposant  que  X  soit  un  paramètre  variable  et  que  Téqua- 
tion  de  Tellipse,  rapportée  aux  axes  OD,  OE,  soit  représentée 
par: 

x'       y' 
Si  dans  l'équation  (1)  on  fait  x  —  a',  on  obtient  la  relation  : 


1 
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et  les  racines  de  cette  équation  sont  les  longueurs  DP  etDQ. 
On  a  donc  : 

DP  .  DQ  -  —  b'\ 

Cette  relation  établit  le  théorème  en  question. 

Revenons  maintenant  au  problème  que  nous  avons  en  vue. 

Les  théorèmes  d'Apollonius  donnent  : 

a"  -h  V*  zza'-h  b% 
a'ô'sin6zza6. 

Ces  égalités  donnent,  par  combinaison, 

(i)    (a  +  by  -  a'*  +  b'^'-ia'b'  cos (^-+-^)» 
(2)     (a  -  bY  zz  «'•  +  b"  —  la'b'  cos  (—  0  j  ; 

0  désignant  l'angle  aigu  des  deux  demi-diamètres  OD,  OE.Les 
formules  (i)  et  (a)  prouvent:  i«  que  (a-f-ô)  est  le  troisième  côté 
d'un  triangle  dont  les  deux  autres  côtés  a',  b'  forment  an 

angle  obtus,  égal  à  -  +  6  ;  2**  que  {a  —  b)  est  le  troisième  côté 

2 

d'un  triangle  dont  les  deux  autres  côtés  a',  b'y  font  un  angle 
aigu,  égal  à  -  —  6  . 

Élevons  au  point  D,  à  la  droite  PQ,  une  perpendiculaire  sur 
laquelle  nous  prenons  DH  =  DK  iz  6'  ;  les  droites  OK,  OH 
ont  donc  pour  valeur,  respectivement,  {a  ■+-  b)  et  (a  —  b).  Par 
suite,  si  du  point  0  comme  centre,  avec  OH  pour  rayon,  on 
décrit  le  demi-cercle  IHL,  les  droites  Kl,  KL,  représentent  les 
longueurs  des  axes. 

Déterminons  maintenant  leurs  directions. 

A  cet  effet,  remarquons  que  nous  avons  : 

DP  .  DQ  =  DÏÏ*  ir  DÏC'  ; 
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le  cercle  circonscrit  au  triangle  rectangle  QOP  passe  donc  par 
les  points  H  et  K,  et  comme  le  point  P  est  le  milieu  de  Tare 
KPH,  la  droite  OA  est  bissectrice  de  l'angle  KOiï. 

De  ces  remarques  diverses,  nous  pouvons  déduire  la  cons- 
truction cherchée,  qui  a  été  donnée  par  Ghasles  (*)  dans  les 
termes  suivants  : 

Par  Vextrémité  D  d'un  des  demi-diamètres  conjugués 
donnés^  on  mènera  une  droite  perpendiculaire  au  second 
demi-diamètre  ;  on  portera  sur  cette  droite,  à  partir  du 
point   A,  deux  segments  égaux  à  ce  second  demi-diamètre  ; 

On  joindra,  par  deux  droites,  les  extrémités  de  ces  seg- 
ments au  centre  de  la  courbe  ; 

On  divisera  en  deux  également,  par  deux  nouvelles  droites, 
rang  le  qu^  ces  deux  premières  feront  entre  elles  et  son  sup- 
plément; 

Ces  deux  nouvelles  droites  seront,  en  direction,  les  deux 
axes  principaïuv  de  V ellipse  ; 

La  somme  des  deux  premières  droites  sera  égale  au  grand 
axe,  et  leur  différence  sera  égale  au  petit  axe, 

311^.  Construire  une  ellipse,  point  par  point,  con- 
naissant deux  diamètres  conjug^ués.  Soient  PP',  QQ'  les 
deux  diamètres  conjugués  proposés  et  soit  ABCD  le  parallé- 
logramme construit  avec  ces  deux  droites.  Sur  AB  comme 
diamètre,  décrivons  le  defiii-cercle  ARE  et  soit  QR  le  rayon 
de  ce  cercle,  rayon  qui  est  perpendiculaire  sur  AB.  Joignons 
BR  et  menons  une  corde  MN  parallèle  à  BR,  puis  faisons  la 
construction  indiquée  par  la  figure.  Nous  obtenons  ainsi  huit 
points,  tels  que  L  ;  ces  points  appartiennent  à  l'ellipse  qui  a 
pour  diamètres  conjugués  PP'  et  QQ\ 

Pour  le  démontrer,  prenons  pour  axes  de  coordonnées  les 
droites  OP,  OQ  ;  nous  avons,  en  désignant  par  x'  et  y'  les 
coordonnées  de  l, 

OHzzQL-o:',     LHnIS-y'. 


1.  Aperçu  bistorique,  p.  36j. 


426 


TRENTE  ET   UNIÈME   LEÇON 


Posons,  maintenant, 

OPna',     00  =  6'.     RQN  =  MOB  =  a; 


Fig.  J09. 


Le  triangle  QNK  donne  : 


(1)    oj'na'sina; 
d'autre  part,  nous  avons  : 

IS       OS      QT 


OU. 


B 


(2)    y'  :=ib'  cosoL. 
Les  relations  (1)  et  (2)  donnent,  par  combinaison, 


x"      y^  _ 


et  celle  égalité  prouve  que  le  point  L  appartient  à  l'ellipso 
que  Ton  veut  construire. 
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Celle  construclion  offre  ce  colé  avantageux  de  donner 
facilement  et,  pour  ainsi  dire,  d'un  seul  coup,  huit  points  de 
Tellipse. 

31  &.  Remarque.  Lorsque  Ton  connaît  deux  diamètres 
conjugués  OP,  OQ  en  grandeur  et  en  posilion,  et,  par  sur- 
croit, le  grand  axe  de  la  courbe,  il  est  inutile  d'appliquer  la 
construction  de  Chasles  pour  trouver  le  second  axe,  ou,  pour 


Fig.  iio. 

déterminer  la  direction  des  axes.  Il  suffît  de  décrire,  du 
point  commun  aux  diamèlres  proposés  comme  centre,  avec 
un  rayon  égal  au  grand  axe,  une  circonférence  qui  coupe  les 
cotés  MP,  MQ  du  parallélogramme  OPMQ  aux  points  K  et  H. 
Si,  en  ces  points,  on  élève  des  perpendiculaires  aux  droites 
MP,  MQ,  on  obtient  un  point  F  qui,  par  une  propriété  connue 
(§  242),  est  le  foyer  de  Tellipse.  De  cette  remarque,  on  déduit  : 
i""  la  direction  des  axes  ;  2»  la  grandeur  du  petit  axe. 


EXERCICES 

I .  Trouver  la  relation  que  vérifient  constamment  les   longueurs  r,  »•'  de 
deux  cordes  supplémentaires  aboutissant  aux  extrémités  du  grand  axe. 

On  remarquera  d* abord  que  Ton  a  : 

r '*  —  r*  —  iax, 

puis  on  appliquera  le  théorème  relatif  au  carré  de  la  médiaue  et  Ton  trou- 
vera, finalement, 

c*(f*  —  r*;  —  8a*  vr'  +  )'')+  16a*  (a*  +  b*)  =1  o. 
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S.  Démontrer  que  la  somme  des  carrés  des  projections  de  deux  dia- 
mètres conjugués  mobiles ^  sur  un  diamètre  fixe,  est  constante. 

3.  Démontrer  les  théorèmes  d'Apollonius  en  coupant  Vellipte  par  un 
cercle  concentrique,  de  rayon  R,  et  en  exprimant  que  les  diamètres  qui 
joignent  les  points  communs  à  V ellipse  et  au  cercle  sont  coïncidents. 

On  trouve  ainsi,  pour  déterminer  R,  Téquation: 

R^  —  R'  {a'*  H-  b'*)  -+-  a'*6'*  sin*  0  i=  o  ; 

les  axes  |de  coordonnées  étant  les  deux  diamètres  conjugués.  Cette 
équation  prouve  les  théorèmed  d'Apollonius  ;  cette  méthode  est  attribuée 
à  Gatois, 

4.  Démontrer  que  le  rayon  du  cercle  osculatew\  en  un  point  quelconque  M 
de  Vellipse,  est  une  troisième  proportionnelle  à  la  distance  de  ce  point  au 
diamètre  conjugué  de  M,  et  à  la  moitié  de  ce  diamètre  conjugué, 

(Cours  d'analyse  de  l'Université  de  Liège  par  E.  Catauji) 

5.  En  désignant  par  u  et  v  les  longueitrs  des  rayons  vecteurs  qui  abou- 
tissent au  point  M  d'une  ellipse,  et  par  a/  la  longueur  du  demi-diamètre 
conjugué  de  celui  qui  a  pour  extrémité  le  point  M',  on  a: 

uv  —  a'*. 
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FOYERS     ET    DIRECTRICES 


Dans  rétude  que  nous  allons- faire,  diaprés  l'équation  ré- 
duite, des  foyers  et  des  directrices  de  l'ellipse,  nous  défini- 
rons les  foyers  :  des  points  F,  F',  situés  sur  le  grand  axe  à 
une  distance  du  centre  égale  à  ±  c.  Les  directrices  DE,  D'E', 
sont,  elles-mêmes,  définies  comme  étant  les  polaires  des 
foyers;  elles  correspondent  aux  équations: 

a  a 

c  c 

Ces  points  et  ces  droites  coïncident  d'ailleurs  avec  ceux  et 
avec  celles  que  nous  avons,  précédemment,  dénommés  de 
cette  façon. 

Nous  allons  retrouver,  dans  les  développements  qui 
suivent,  quelques-unes  des  propriétés  que  nous  avons  déjà 
démontrées  (Leç.  24)  ;  nous  établirons  aussi  plusieurs  théo- 
rèmes nouveaux,  et  nous  les  appliquerons  à  la  résolution 
géométrique  de  quelques  problèmes  élémentaires  relatifs  au 
tracé  des  tangenles  à  Tellipse. 

316.  Théorème  1.  La  distance  d'un  foyer  F,  à  un  point 
M,  pris  sur  une  ellipse,  la  courbe  étant  rapportée  à  ses  axes, 
est  domiée  par  la  formule  : 

m 

CX^ 

FM  ira  —  — , 

a 

^  désignant  rabcisse  de  M. 

De  L.  Tome  II.  2j) 
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Soient  x'  ,y'  les  coordonnées  de  M,  on  a  : 

ou, 

a 
ou,  encore, 


t       c'a;" 
FM   -— i- 

—  2ca;'  +  a* 

a 

E' 

\ 

E 

^ 

^^I^^ 

D' 

A'I    r"->.^,o 

.--''*  y* 

D      X 

B- 

— ^ 

Fig 

.  111 

Le  second  membre  de  cette  égalité  est  le  carré  parfait  de 
l'expression  ±:ia y  et  Ton  peut  poser 

ex* 
(i)    FUzza ; 

x' 
En  effet ,  x'  variant  de  -h  a  à  —  «,  —  est  plus  petit  que 

CX^ 

l'unité  ',  par  conséquent,  —  est  inférieur  à  c  ou,  à  fortiori, 

Cv 

inférieur  à  a. 
Un  calcul  analogue  donne 


(a)    FM=:a 


ex 
a 


31  If.  Théorème  11.  Lorsqu'un  point  M  e«;  mobile  sur 
une  ellipse,  la  somme  des  distanees  de  ce  point  aux  deux 
foyers  est  constante  et  égale  au  grand  axe. 

Cette  propriété  est  la  conséquence  des  formules  (i)  et  (a), 
^ue  nous  venons  d'établir. 
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Il  résulle  de  cette  remarque  que  si  Ton  donne  les  axes  de 
Tellipse  et  si  l'on  veut  déterminer  ses  foyers,  il  suffit  de 
décrire,  du  point  B  comme  centre  (fig.  m),  avec  a  pour 
rayon.  Tare  de  cercle  FF'. 

318.  Xhéoréme  Mil.  La  directrice  qui  correspond  au 
foyer  F,  est  la  droite  qui  est  perpendiculaire  au  grand  axe  en 
un  point  D,  ce  point  ayant  pour  polaire^  dans  le  cercle  prin- 
cipal, une  droite  passant  par  F . 

Nous  appelons  Cercle  principal  celui  qui  est  décrit  sur  le 
^rand  axe  de  Tellipse,  comme  diamètre;  nous  insisterons 
4'ailleurs,  dans  la  leçon  suivante,  sur  ses  propriétés. 

La  relation 

a* 
c 

prouve  que  le  pied  D  de  la  directrice  DE  (fig.  1 1 1  ),  est  situé 
au  point  de  concours,  avec  l'axe  OX,  de  la  tangente  en  N 
au  cercle  principal  ;  N  étant  l'extrémité  de  l'ordonnée  du 
pcipt  F.  La  propriété  en  question  se  trouve  ainsi  établie. 

919.  Théorème  MW.  Le  rapport  des  distances  d'un  point 
mobile  sur  une  ellipse,  au  foyer  et  à  la  directrice  correspon- 
(Umte  est  constant,  et  égal  à  Vexceniricité  de  la  courbe. 


Fig.  113. 


On  a  (§  3i6;, 


cxf      cf . —  cxl 

(i)     FM=:(î -— , 

^  a  a 
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et,  d'aulre  part, 

a"        .      a*  —  ex' 
(2)    MP-:  HDrr-  ~a;'- . 

Les  égalités  (1)  et  (2)  donnent  : 

MP  ""  â  ""  ^' 

390.  Théorème  Y.  Xa  podaire  d'un  foyer  est  le  cercle 
pinncipaL  Soit  M  un  point  pris  sur  l'ellipse  ;  abaissons  du 
foyer  F  une  perpendiculaire  FI  sur  la  tangentrî  en  ce  point  et 
cherchons  le  lieu  du  point  1,  quand  M  parcourt  l'ellipse. 


Fig.  Il 3. 

L'équation  de  II'  est  : 

(1  )    y  —  rfix  zz  dz  y/a*m*  -h  b* 
celle  de  FI  : 

(2)    my  +  X  —c. 

Pour  avoir  le  lieu  décrit  par  le  point  I,  il  faut  éliminer  m 
entre  les  équations  (1)  et  (2).  En  élevant  ces  équations  au 
oarré,  et  en  ajoutant  les  résultats  obtenus,  on  obtient  ; 

y'  +  x'zz  a\ 

On  a  supprimé  le  facteur  m* -1-  1,  auquel,  pour  des  raisons 
déjà  données  (p.  3 12,  ex.  2),  correspond  le  foyer. 

391.  Théorème  TI.  Le  produit  des  distances  des  foyers 
F,  F'  à  une  tangente  quelconque  est  constant^  et  égal  à  b\ 


UELLIPSE  433 

On  a,  en  effet,  (fig.  ii3) 


_  \/a*m*  +b*  —  mc 

v/i  ■{'in* 

_,„      y/a*m*-hb*-hmc 
V  i   zz :zzii== ; 

ces  formules  sont  obtenues  en  calculant  la  distance  des 
points  F,  F'  à  la  droite  1 1'  qui  est  tangente  à  Tellipse  et  qui  a 
pour  équation  : 

yzzmx  +  \/a*m*  -h  b*. 
On  a  donc  : 

FI    rV  zz  ^'^^^'  +  ^'  -  ^'^'  -  m'  (g'  -  Q  +  ^ 

ou> 

FI  .  rï  m  b\ 

399.  Théorème  WU.  Les  rayons  vecteurs  qui  partent 
des  foyers  et  qui  aboutissent  à  un  même  point  de  V ellipse 
coupent  la  courbe  sous  des  angles  supplémentaires. 

Soit  M  le  point  pris  sur  l'ellipse,  la  tangente  en  ce  point 
rencontre  le  grand  axe  en  un  point  T,  et  si  Ton  appelle  x',  y' 
les  coordonnées  de  M,  on  a  : 


a* 


par  suite, 


0T=- 

x' 


X  af 


et. 


x'  X 

Ces  égalités  donnent,  par  combinaison, 

TF  _a*  —  cx' 
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On  a,  aussi, 


et. 


a  a 


a  a 


l\g,  11 5. 


On  a  donc,  finalement. 


MF  _  g'  —  ex' 
^^^     MF'  ""a* -h ex' 


En  comparant  (i)  et  (2)  on  voit  que  le  point  T,  qui  esl 
extérieur  au  segment  FF',  partage  cette  droite  dans  le 
rapport  des  côtés  MF,  MF'.  La  droite  MT  est  donc  la  bissec- 
trice de  Tangle  extérieur  du  triangle  FMF'  ;  ainsi  les  deux 
angles  FMT,  F'MT  sont  supplémentaires  (*). 


I .  On  peut  établir  la  propriété  en  question  de  bien  des  façons  différentes. 
Si  l'on  veut  la  reconnaître  par  un  procédé  purement  analytique,  en  posaa( 
FMT=  V,  F'MTrzV,  les  angles  V  et  V  sont  bien  déterminés  et  Ton 
trouve  : 


on  a  donc 


ou 


b*                                   b* 
tgV=-^,      et      tgV'  = ^ 


tgV=:^tgV', 
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On  conclut  de  cette  propriété  que  la  normale  MN  à  Fellipse 
en  un  point  M,  est  la  bissectrice  de  t angle  formé  par  les 
sejni'droites  qui  vont  de  ce  point  M  aux  foyers  de  la  courbe, 

8593.  Théorème  WWM.  Lorsqu'une  transversale  placée 
dans  le  plan  d'une  ellipse  rencontre  la  courbe  aux  points  M  et 
M',  et  la  directrice  au  point  K  ;  la  droite  qui  joint  K  au  foyer 
correspondant  est  la  bissectrice  de  V angle  formé  par  la  droite 
FM,  et  le  prolongement  de  M'F. 

Ce  théorème  et  quelques-unes  des  propriétés  suivantes 
s^établissent,  facilement,  par  des  considérations  géomé- 
triques ;  nous  les  considérerons  comme  des  corollaires  immé- 
diats des  théorèmes  que  nous  venons  de  démontrer  par  Tana- 
lyse. 

Abaissons,  sur  la  directrice  considérée,  les  perpendiculaires  : 
ME,  M'E'.  Le  théorème  IV  donne  : 

MF  _  M'F 
ME  "■ 
*no 

MF        ME 


u?iy 


MF  "■  M'E' 


Nous  avons  aussi  : 


et,  par  suite, 


Fig.  11 5. 


ME 

KM 

M'E' 

~  KM'" 

MF 

_IMK 

M'F       M'K 


Cette  proposition  prouve  que  le  point  K  partage  la  droite 
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MM'  dans  le  rapport  des  côtés  FM,  FM'  ;  K,  étant  d^aâSeurs 
extérieur  au  segment  MM',  nous  reconnaissons  ainsi  que  FK 
est  la  bissectrice  de  Fàngle  adjacent  à  MFM'. 

3S4.  Théorème  IX.  Le  lieu  des  symétriques  d'un  foyer 
de  Pellipse  par  rapport  aux  tangentes  de  celle  courbe^  est  un 
cercle  ayant  pour  centre  Vautre  foyer,  et  pour  rayon  le  grand 
axe  de  Vellipse  considérée. 


Fig.  116. 

Abaissons  du  point  F  une  perpendiculaire  sur  la  tangente 
MT,  et  prolongeons  F'M  jusqu'à  sa  rencontre  avec  cette  per- 
pendiculaire. L'égalité  des  angles  TMF,  T'MF'  (§  322)  prouve 
que  le  point  H  ainsi  obtenu  est,  précisément,  le  symétrique 
du  foyer  F'  par  rapport  à  TT'.  Nous  avons  donc 

MF  rr  MH, 
et,  par  suite, 

F'H=MF'-hMF-2a. 

Le  lieu  du  point  H  est  donc  un  cercle  décrit,  du  foyer  F' 
comme  centre,  avec  2a  pour  rayon.  Ce  cercle  est  appelé,  quel- 
quefois, cercle  directeur  de  Tellipse,  correspondant  au 
foyer  F'. 

39S.  Théorème  IL.  Vellipse  peut  être  considérée  comme 
le  lieu  géométrique  des  points  égalem^ent  éloignés  d'un  des 
foyers  F,  et  du  cercle  directeur  qui  correspond  au  foyer  F'. 

En  effet,  soit  M  un  point  de  la  courbe  et  soit  H  le  symé- 
trique du  foyer  F,  par  rapport  à  la  tangente  à  l'ellipse  au 
point  M  ;  nous  venons  de  reconnaître  :  1**  que  les  trois  points 
H ,  M ,  F  étaient  en  ligne  droite  ;  2®  que  le  point  M  était  égale- 
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ment  éloigné  des  points  F  et  H.  La  distance  de  M,  au  cercle 
directeur^  étant  égale  à  MH,  nous  pouvons  donc  dire  que  tout 


Fig.  117. 


point  de  Tellipse  est  également  éloigné  du  foyer  F  et  du 
cercle  directeur  qui  correspond  au  second  foyer  F'. 

39e.  Théorème  XI.  La  droite  qui  va  du  foyer  V  à  un 
point  quelconque  V,pris  da^ns  le  plan  d'une  ellipse,  est  la  hissée- 
trice  de  V  angle  formé  par  les  rayons  vecteurs  qui  joignent  F 
aux  points  de  contact  des  tangentes  issues  deV  à  V ellipse. 

Soient  M  et  M'  les  points  de  contact  des  tangentes  issues 
de  P  à  l'ellipse  considérée  ;  ayant  pris  le  point  symétrique  H 
de  F,  par  rapport  à  PM  ;  et  le  symétrique  H'  de  F'  par  rapport 


Fig.   J18. 

à  PM'  ;  nous  savons  que  les  points  H,M,F',  d'une  part;  ir,M',F', 
d'autre  part,  sont  en  ligne  droite  et  que  nous  avons 

F'H  zz  VW  -  'xa. 
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Les  deux  triangles  FPH',  F'PH  ont  donc  lem-s  trois  côtés 
égaux.  Nous  pouvons  conclure,  de  cette  remarque,  que  les 
angles  PF'H ,  PH'F  sont  égaux,  et,  comme  les  angles  PH'F  et 
M'F'P  sont  eux-mêmes  égaux,  pour  des  raisons  de  symétrie, 
nous  reconnaissons  ainsi  l'égalité  des  angles  M'FT  et  PFM. 

35ISV.  Théorème  Xfl.  Les  droites  qui  joignent  un  foyer 
F  au  pôle  V  de  la  corde  MM'  (fig.  1 15),  et  au  point  qui  est  com- 
mun à  cette  droite  et  à  la  directrice  qui  correspond  à  F  sont 
rectangulaires. 

Cette  propriété,  déjà  établie  (§  238),  est  la  conséquence 
évidente  des  théorèmes  VIII  et  XI.  Elle  fournit  deux  corol- 
laires remarquables  qui  peuvent  s'énoncer  ainsi  : 

1®  La  portion  d^une  tangente  à  r  ellipse ^  comptée  depuis  le 
point  de  contact  jusqu'au  point  où  elle  rencontre  une  direc- 
trice de  la  courbe^  est  vue  du  foyer  correspondant  sous  un 
angle  droit. 

2»  Siy  d*un  point  A  pris  sur  une  directrice  de  Fellipse,  on 
mène  des  tangentes  à  la  courbe,  la  projection  de  A,  sur  la  cof'de 
des  contacts,  est  le  foyer  correspondant  à  la  directrice  corn- 
dérée, 

398.  Théorème  XIII  (Théorème  de  Pon€$elet).  les 

tangentes  issues  d'un  point  P  à  une  ellipse,  et  les  droites  qui 
joignent  ce  point  aux  foyers,  forment  deux  angles  qui 
admettent  la  m4me  bissectrice. 

En  effet,  fégalité  des  triangles  FPH',  F'PH  (fig.  ii8),  prouve 
que  les  angles  F'PH, FPH',  sont  égaux.  En  retranchant  à  ces 
angles  la  partie  qui  leur  est  commune,  on  a 

FPH  ::=  F'PH', 
ou, 

2FPM  HT  aF'PM', 

ou,  enfin, 

FPM  =:  FTM'. 

399.  Théorème  XIT.  La  longueur  p  du  rayon  vecteur 
qui  va  du  foyer  F'  à  un  point  de  F  ellipse,  et  r  angle  w  que  fait 
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ceiêe  direction  aoec  la  direction  FT  du  grand  axe^  vérifient 
eonslammenl  la  relation  : 

P 

-  zi  1  —  e  cos  M, 

9 

dans  laquelle  p  désigne  le  paramètre  de  rellipse,  et  e  son  excen- 
tricité. 

Soit  x'  Tabcisse  du  point  M  (fig  lia)  ;  nous  avons  trouvé 
plus  haut  (§  3i6)  la  relation  : 

•«f.  m  ex 

FMzz  a  H . 

a 

D'autre  part,  le  triangle  MF'H  donne 

F'H  iz  a?'  +  c  n  p  cos  w. 


On  a  donc 


pzr  a  A —  (p  cos  w  —  c), 
a 


on, 

ap  zzb*-h  cp  cos  w. 

Cette  égalité  peut  encore  s'écrire  : 

b*      c 

1  ir h  -  cos  6), 

ap       Cl 

et  en  posant,  suivant  l'usage, 

b*  n 

—  =A     -  =  ^, 
a  a 


on  a 


P 

-  ZZ  i  — CCOS  0). 


Cette  relation  a  été  établie  en  supposant  que  le  point  M 
était  placé  sur  le  premier  quadrant  de  l'ellipse  ;  mais  on 
reconnaît,  sans  difficulté,  qu'elle  est  générale,  et  qu'elle  est 
vérifiée  par  les  coordonnées  polaires  de  tous  les  points  de 
l'ellipse. 
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Nous  reviendrons  d'ailleurs  (§  419),  sur  cette  équation 
polaire  ;  nous  voulons  seulement,  pour  le  moment,  en 
déduire  deux  propriétés  sur  les  foyers,  qui  compléteront 
celles  que  nous  avons  déjà  obtenues. 

330.  Théorème  XW.  La  somme  des  inverses  des  rayons 
vecteurs  qui  partent  d'un  foyer  et  qui  ont  des  directions  oppo- 
sées, est  constante,  et  égale  à  -. 

On  a,  en  effet, 


—  =  «  —  ecosw, 


et, 


^  =  I  — ecos(co+z). 


On  a  donc, 


Fig.  119. 


P  P 


ou,  enfin, 


F'A      F'B      p 


331.  Théorème  XTI.  La  somme  des  inverses  de  detix 
cordes  rectangulaires,  passant  par  le  foyer,  est  constante. 
Soit  AB  (fig.  119)  une  corde  focale  quelconque,  on  a  : 

F'Azi ^ ,    et    F'B  = ; 

1  —  e  cos  (i>  *  +  ^  ^^s  ^^ 


L'ELLIPSE  441 

par  suite. 


1  — e*cos'ci> 


ou, 


A£> 

Pour  avoir  la  longueur  de  CD  il  suffit  de  changer,  dans  cette 
formule,  o>  en  -  +  w  ;  on  obtient  alors 

(2)     ~--i-e*s\n*iù. 

Les  égalités  (i)  et  (2)  donnent 

I  i        2 — e* 


AB       CD         2p 

Nous  pourrions  poursuivre  cette  élude,  car  il  existe  (*) 
un  grand  nombre  de  propriétés  remarquables  sur  les  cordes 
focales,  propriétés  qui  se  déduisent  très  simplement  de  la 
formule 

P 

-  —  1  ■=—  e  cos  (I)  ; 

9 

mais  les  exemples  que  nous  venons  de  produire  suffisent 
pour  montrer  Tusage  que  Ton  peut  faire  de  cette  importante 
relation. 


1.  Voyez  les  exercices  proposés  à  la  fia  de  cette  leçon, 
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i.  Démontrer  que  si  par  le  foyer  F  dune  ellipse  on  mène  un  rayon  vec- 
teur qui  rencontre  la  courbe  en  A,  et  la  directrice  correspondante  de  F, 
en  B;  on  a 

1  1     __  1 

fX~"fb  ""p 

18.  Si  l'on  joint  un  point  M  pris  sur  une  ellipse  à  ses  foyers  F,  F'  et  *i 
Von  désigne  par  A,  B  les  extrémités  des  deux  cordes  focales^  ainsi  obtenues, 
on  a 


MF      MT  _    (a_   \ 


S.  Soient  AB  une  corde  focale  mobile  et  A  une  droite  quelconque  du  plan 
de  l'ellipse;  démontrer  que  si  des  points  A  et  B,  on  abaisse  des  perpendi- 
culaires AA',  BB'jur  A|On  a,  constamment, 

AA/       BB'  _  aA 
ÂF  "^BF—p"' 

h  désignant  la  distance  du  foyer  ¥  à  \^ 

On  démontre  cette  propriété  trèssimplement,  par  la  géométrie,  en  obser- 
vant que  Ton  a 

h  (FA-f-FB)  z=  AA' .  FB  -+-BB'  .  FA, 

et, 

1  1     2 

fX"*~fb"p' 

4.  Si  l'on  considère  detw  cordes  focales,  rectangulaires,  AB  et  CD,  un  a 

i  1  2  —  e* 


FA  .  FB      FC  .  FU  p* 


Cette  propriété  est  la  conséquence  immédiate  des  théorèmes  XV  et  XVI. 

&•  On  considère  une  ellipse  £  et  une  autre  conique  E'  ayant  avec  elle: 
1°  un  foyer  commun  F,  a©  les  mêmes  directions  principales.  Démontrer  qw 
si  par  F  on  mène  deux  rayons  vecteurs  FAA',  FBB',  on  a 


FA'      FB'~      " 
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•.  Si  Von  mène  une  corde  focale  AB  et  si  l'on  désigne  par  S  le  demi^ 
diamètre  parallèle  à  AB,  on  a  : 

FA  .  FB 

—  fie 

0 

Déduire  de  là,  que  si  deux  diamètres  sont  rectangulaires ^  le  losange 
obtenu  en  joignant  les  extrémités  de  ces  diamètres  est  circonscrit  à  un  cercle 
de  rayon  constant,  quels  que  soient  les  diamètres  rectangulaires  considérés, 

7.  On  considère  une  ellipse  et  par  les  foyers  F,  F',  on  mène  deux  rayons 
vecteurs  mobiles  parallèles  et  dans  la  même  direction  ;  on  joint  les  cxtré'- 
mités  de  ces  rayons  vecteurs  aux  foyers  ;  les  droites  ainsi  obtenues,  ont  un 
point  commun  I  ;  trouver  le  lieu  décrit  par  I. 

Soit  posé  : 

FA  =  q,     F'A'  zzq'; 


on  a 


On  trouve  aiusi  : 


Fig.  120. 


(.)    KI=^'«-^''' 


1' 


Uue  remarque  semblable  douue  : 


(2)     F'in^- r^. 


En  observant  que 


I    .    I         'À 


q  '   q'      p' 


on  voit  que  FI-f-F'I  est  une  quantité  constauto,  le  lieu  du  point  I  est  une 
ellipse  homofocale  à  la  proposée. 

8.  Démontrer  que  la  somme  des  rayons  Videurs  menés,  d*un  point  pris 
dans  le  plan  de  Vellipse,  aux  deux  foyers,  est  plus  grande  que  aa  pour  un 
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point  P,  extérieur  à  la  courbe  ;  et  plus  petite  que  2a  pour  un  point  N,  pris 
dans  Vintérieur  de  Vellipse. 

En  déduire  que  tous  les  points  d'une  tangente  à  Vellipse,  à  Cexception  du 
point  de  contact  sont  extérieurs  à  la  courbe. 

Soit  M  le  point  de  rencontre  de  Tellipse  et  de  PF/.  On  a  : 

PF  >  MF  —  MP, 

et, 

PF'z=MF'-+-MP; 

par  saite, 

PF  +  PF'>2a. 

On  Toit  de  même  que  l'on  a 

NF  +  NF'<2a. 

En  prenant  un  point  P  sur  la  tangente  TT'  (Fig.  116),  on  a 

PF  =  PH, 


et, 


d'où  Ton  déduit  : 


PF4-PH>F'1I, 


PF  -+-  PF'  >  2a, 


•.  Par  les  foyers  F,  F'  d'une  ellipse  on  mène  deux  rayons  vecteurs  pa- 
rallèles  et,  dans  la  même  direction  ;  désignons  par  M  et  M'  les  extrémités 
de  ces  rayons  et  par 

A--fB^-r, 
a  b 

l'équation  de  MM',  démontrer  que  les  paramètres  k  et  h  vérifient  la  reh" 
tion  : 

En  déduire  le  lieu  décrit  par  le  pôle  de  MM  '.  Ce  lieu  est  le  cercle  décrit 
sur  le  qrand  axe  comme  diamètre. 

iO.  Les  pieds  des  obliques  abaissées  d*un  foyer  sur  les  tangentes  à  l'el- 
lipse, sous  un  même  angle,  et  dans  un  même  sens  de  rotation^  sont  situés 
sur  un  cercle. 

il .  Si  autour  d'un  point  fixe  P,  on  fait  tourner  une  transversale  qui  rew- 
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contre  Veilipse  aux  points  Â  et  B,  si  de  ces  points  on  aàaitse  des  perpen- 
diculaires AA/,  BA'  sur  la  polaire  de  P,  démontret*  que  la  somme  : 

AF        BF       ^. 
AA'       BB'""      ' 

F  désignant  l'un  des  foyers  de  la  continue, 

n,  AtUour  d'un  point  fixe  P  on  fait  tourner  une  transversale  qui  ren- 
rontre  l'ellipse  aux  points  A,  B  ;  démontrer  que  Von  a  : 

,     AFP.     BFP      ^. 

tg ig  —  =Ct^ 

a  î* 

(Cet  exercice  et  le  précédent  sont  extraits  du  Traité  des  sections  coniques 
de  Chasles,  p.  188.) 

tS«  Par  le  foyer  F  d'une  ellipse,  au  dessus  du  grand  axe^  ofi  mène  deux 
rayons  secteurs  FA,  FB;  trouver  1»  le  lieu  décrit  par  le  pôle  deAB;  2°  le  lieu 
décrit  par  le  milieu  de  XB,  quand  on  suppose  FA-f-  FB  =al:  3**  trouver  le 
lieu  décrit  par  le  pôle  de  AB,  quand  on  suppose  FA.  FB  =  m>.  (École  poly- 
technique, 1878.) 
L'ellipse  étant  rapportée  â  ses  axes,  on  trouvera  les  résultats  suivants  : 

lo    {a'y*  +  b'x'){a-'l)z=acb'x, 
2^    cx=,a{a  —  l) 

Ou  parvient  très  rapidement  à  ces  égalités  en  désignant  par  x'  Tabcisse 
de  A,  par  x»^  celle  de  B,  et  eu  remarquant  que 

ex'  ex" 

FA  =  a ,FB=:a 

a  a 

14.  Démonti*er  que  les  deus  coniques  hornofocales  qui  correspondent  aux 
équations  : 


se  coupent  orthogonalement. 

En  faisant  la  différence  de  ces  deux  égalités,  membre  à  membre,  on  ob- 
tient une  relation  qui  exprime,  précisément,  la  propriété  énoncée. 


M.*4B^i^M^ 


Db  L.  Tome  II. 


3o 
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S39.  Formules  de  transformatloii*  —  €?ercle  pria- 
eipal.  Nous  avons  donné  précédemment  (§  191)  Vidée  géné- 
rale de  la  transformation  homographique  ;  nous  nous 
proposons  d*appliquer  cette  idée  à  Tétude  de  Tellipse  en  con- 
sidérant cette  courbe  comme  une  transformée  homogra- 
phique d*un  cercle. 

Les  formules  qui  nous  serviront  à  cette  transformation 
sont  : 

(i)    x  =  X,      (2)    y=:^Y. 

L'équation  de  TeUipse 

a       o 
devient 

(3)    X'  +  Y'zza*. 

Ainsi  :  à  Fellipse^  correspond  le  cercle  décrit  sur  le  grand 
(ixe  comme  diamètre. 

Nous  avons  déjà  désigné  ce  cercle  par  l'expression  cercle 
principale 

SS8.  Points  oorrespondants.  Soit  M  {x,y)f  un  point  de 
Tellipse  ;  le  point  correspondant  M,  (X,  Y),  est,  d'après  la 
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formule  (i),  situé  sur  la  perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  le 
grand  axe  ;  et  aussi,  d'après  (3),  sur  le  cercle  principal.  On  a> 
d'ailleurs, 


6 
a 


Si,  par  M,  on  mène  une  parallèle  au  grand  axe,  cette  droite 
rencontre  OMj  en  un  point  Mj,  et  Ton  a 

« 

OM,       MP        b 


OM,  ""  M,P       a 


Fig.  12J. 

En  remarquant  que  OM,  =  a,  on  a  donc  OMj  zzb.  On  voit 
ainsi  que  le  lieu  du  point  M,  est  le  cercle  décrit  sur  le  petit 
axe  comme  diamètre.  On  déduit  de  celte  propriété  une  cons- 
truction, point  par  point,  de  l'ellipse  ;  cette  construction,  bien 
connue,  est  indiquée  par  la  figure  ci-dessus. 


M\ £ 


Fîg.  13^. 


Supposons  maintenant  que  Ton  considère  un  point  quel- 
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conque  N,  (a;,  y),  et  soit  N„  (X,  Y)  le  point  correspondant. 
Pour  construire  ce  point  N,  on  peut  observer  que  Ton  a 

ON  _0B, 
ONi  "■  OB/ 

et  que,  par  suite,  les  droites  EN,  B,  Nt,  concourent  sur  le 
grand  axe  de  Tellipse  ;  cette  remarque  permet  de  déterminer 
très  simplement  le  point  correspondant  d'un  point  donné. 
Lorsque  le  point  considéré  est  à  rinfini,  le  point  corres- 
pondant est  aussi  à  Tinfini. 

BB4L.  Droites  correspondAnÉes.  Nous  avons  déjà  vu 
(§  *90  Que,  dans  la  transformation  homographique,  à  une 
droite  A,  correspondait  une  autre  droite  A,  ;  ces  deux  droites 
sont  naturellement,  appelées  droites  correspondantes. 

33&.   Théorème.    Dans    la  transformation   homogra^ 
phique  qui  est  définie  par  les  for  mulet  : 

a 

les  droites  correspondantes  coupent  l'axe  des  x  çu  même 
point. 

En  effet,  soit 

(A)    Aa;-|-By-t-C  — o, 

réquation  de  la  droite  A  ;  l'équation  de  la  droite  trans- 
formée \,  sera 


(A,)     AX  +  B-Y-hC-o. 

a 

Ces  équations  prouvent  que  A  et  A,  coupent  l'axe  ox  au 
même  point,  ce  point  étant  à  une  distance  de  l'origine  égale 

G 
*  ""  X*  ^^^^  ^®  ®'  l'autre  de  ces  droites. 

Lorsque  deux  droites  sont  parallèles,  on  voit  aussi  que  les 
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droites  correspondantes  sont  parallèles.  Deux  courbes  cor- 
respondantes coupent  Taxe  ox  aux  mêmes  points  ;  et  cette 
remarque  générale  s'applique  à  toute  transformation  dans 
laquelle  Tune  des  formules  qui  la  définissent  est  ay — 3Y=:o  ; 
a,  0  représentant  4^^  constantes.  Ceci  tient  à  ce  que  y  étant 
nul,  Y  Test  aussi. 

On  déduit  de  cette  observation  que  les  tangentes  atuc  courbes 
correspondantes j  en  deux  points  qui  sont  correspondants 
coupent  taxe  des  x^  au  même  point. 

On  peut  appliquer  cette  propriété  à  la  résolution  du  pro- 
blème qui  consiste  à  mener  une  tangente  à  Tellipse  par  un 
point  donné. 

880.  Problème.  Mener  une  tangente  à  V ellipse  par  un 
point  donné. 

Nous  distinguerons  trois  cas  suivant  que  le  point  proposé 
est  :  sur  Tellipse,  extérieur  à  la  courbe,  ou,  enfin,  rejeté  à 
l'infini. 

1*  Le  point  est  pris  sur  V ellipse.  Soit  M  le  point  pris  sur  la 
courbe,  M,  le  point  correspondant;  menons  la  tangente  M,T 
au  cercle  principal  ;  elle  rencontre  AA'  au  point  T,  et  la 
droite  TM  est  la  tangente  demandée. 


Fîg.  133. 

a»  Le  point  est  extérieur  à  V ellipse.  Soient  P  le  point  proposé, 
P,  le  point  correspondant,  obtenu  comme  il  a  été  dit  plus  haut, 
et  comme  l'indique  la  figure.  Ayant  mené  parP,  les  tangentes 
P,T  et  P4T'  au  cercle  principal,  les  tangentes  demandées  sont 
les  droites  PT,Pr. 
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Pour  que  le  problème  proposé  soit  possible,  il  suffit  que  le 
point  P,  soit  extérieur  au  cercle  principal  ;  que  Ton  ait,  par 
conséquent, 


Fig.  124. 

OU,  d'après  les  formules  de  transfonnation, 


OU,  encore, 


a        h 


Le  point  P  doit  donc  être  extérieur  à  l'ellipsê  donnée.  Celle 
condition  est  nécessaire  et  suffisante. 

3*  Le  point  est  rejeté  à  Tinflni.  Supposons  que  le  point  con- 
sidéré soit  à  rinfini  dans  la  direction  ot^  et  proposons-nous 
de  mener  à  l'ellipse  une  tangente  parallèle  à  cette  direction. 
Par  le  point  B,  menons  BR  parallèle  à  otj  B^R  est  la  droite 
qui  correspond  à  BR.  Si  du  point  0,  nous  abaissons  sur  BR 
une  perpendiculaire  OM^,  la  tangente  au  cercle  principal,  en 
M,,  rencontre  ox  au  point  T,  et  si,  par  T,  on  mène  une  paral- 
lèle TT'  à  la  direction  donnée  of,  TT'  est  l'une  des  tangentes 
demandées.  Le  problème  comporte  une  seconde  solution  : 
Tautre  tangente  est  une  droite  symétrique  de  TT',  par  rapport 
à  Torigine. 
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En  conâtruisant,  comme  le  montre  la  figure,  le  point  M, 
correspondant  de  Mj,  on  a,  en  même  temps  qu'une  vérifica- 
tion de  la  construction  précédente,  la  détermination  du  point 
de  contact. 


Fig.  ia3. 

839.  Trouver  les  points  communs  à  une  ellipse,  dont  on 
connaît  les  axes  en  grandeur  et  en  direction,  et  à  une  droite  de 
son  plan. 

En  transformant,  par  la  méthode  précédente,  la  figure  propo- 
sée: àla  droite  donnée  MM',  correspond  la  droite  M,M/(fig.  124)» 
Celle-ci  coupe  le  cercle  principal  aux  points  M|  M',  qui 
donnent  les  points  cherchés  M  et  M'  en  abaissant,  de  M^  et 
de  U\ ,  des  perpendiculaires  sur  le  grand  axe. 

Cherchons  dans  quel  cas  la  rencontre  de  la  droite  et  de 
Tellipse  est  réelle. 

Soit 

*3  +  B|  =  '. 


l'équation  de  MM'  ;  celle  de  M^M/  est 


a      .   a 


452 


TRENTETROISIÈME  LEÇON 


La  distance  de  0  à  MM'a  pour  valeur 


a 


v/a*-+-b* 

contre  du  cercle  et  de  M, M,'  sera  réelle,  si  l'on  a  : 


;  ainsi  la  ren- 


fla 


iq:F<"' 


OU, 


Dans  le  cas  particulier  où  l'on  suppose  A*-h  B*  n  i ,  TN,  est 


Fig.  136. 

tangente  au  cercle  principal  et,  par  suite,  la  droite  TN,à 
Tellipse. 
En  posant  : 

A  =  cos  9,      B  =  sin  <p  ; 
on  a,  pour  l'équation  générale  des  tangentes  à  Tellipse  : 


X 


y  . 


(i)   ~cos9  +  7sinç=  1. 

a  b       ^ 

On  obtient  ainsi  une  forme,  déjà  trouvée,  pour  Téqualion 
des  tangentes  à  Tellipse. 
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On  peut  observer  à  ce  propos  que  Tangle  ?  est  susceptible 
d'une  interprétation  géométrique  remarquable. 

En  effet,  à  la  droite  (i)  correspond  une  tangente  au  cercle 
principal,  ayant  pour  équation 

(ix)    X  cos  (p  +  Y  sin  9  =:  a. 

Celte  relation  prouve  que  <p  est  l'angle  que  fait  avec  ox  la 
perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  TN,.  L'angle  <p  est 
donc  Tangle  sous  lequel  on  voit  de  l'origine  l'ordonnée  M^P 
du  cercle  principal  qui  correspond  au  point  M. 

L'angle  ç,  que  l'on  considère  aussi  dans  l'astronomie,  est 
appelé  anomalie  excentrique, 

838«  Xhéoréme.  A  deux  directions  conjuguées  corres- 
pondent deux  directions  rectangulaires. 
Soient  : 

« 

(A)    Aa:  +  By-f-C  =  o, 
(a)    A'a?-4-BV-hC'  =  o, 

les  équations  de  deux  droites  A,  3.  les  droites  transformées 
A|,  S,  correspondent  aux  équations  suivantes  : 

(A,)     AX-hB-Y-f-G=o, 

(\)      A'X-hB'- Y-f-Cmo. 
^  "  a 

Si  les  droites  A,  3  ont  des  directions  conjuguées,  on  a  : 

AA'  b' 


f 


Bb'  "       à 

Celte  relation  prouve  que  les  droites  A,,  8,,  sont  rectangu- 
laires. 


K  Application.  Trouver  le  lieu  du  point  de  concours 
des  tangentes  conjuguées  d'une  ellipse. 

Pour  montrer,  sur  un  exemple  simple,  comment  on  peut 
feire  servir  la  méthode  de  transformation,  dont  nous  venons 
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d'exposer  les  premiers  principes,  à  la  démonstration  de  eer- 
taines  propriétés  de  Tellipse,  proposons-nous  de  trouver  le 
lieu  des  points  d*où  partent  deux  tangentes  à  Tellipse  ayant 
des  directions  conjuguées. 

Soit  P  (flg.  124)  un  des  points  du  lieu  et  P,  le  point  corres- 
pondant ;  soient  rr,  y  les  coordonnées  de  P  ;  X,  Y  celles  de?,. 
Les  tangentes  PM,  PM'  étant  conjuguées,  les  droites  corres- 
pondantes PM^,  PM',  représentent  deux  tangentes  rectangu- 
laires du  cercle  principal.  On  sait  que  le  point  P,  appartient 

à  un  cercle  ayant  pour  centre  0,  et  pour  rayon  a  V«  ;  on  a 
donc  : 

X*  -f-  T  =  m\ 

En  appliquant  les  formules  de  transformation,  on  a,  pour 
l'équation  du  lieu, 


ou. 


C'est  l'équation  déjà  trouvée  (§  3o6.) 
340  Théorème.  Les  aires  correspondantes  ont  un  rap- 
port comtant  dont  la  valeur  est  égale  à  -. 

a 

Considérons  d'abord  deux  triangles  correspondants  ABC, 
A  4  B ,  C ,  ;  en  désignant  par  S  et  S,  leursaires  respectives,  nous 
allons  montrer  que 

S   _b 
S,        a' 

Les  deux  trapèzes  ABa6,  A^B,  «6,  ont  même  hauteur  ;  leurs 
surfaces  sont  donc  dans  le  rapport  des  longueurs  :  Aa  4-  B6, 
et  Aj»  -+-Bj6.  D'ailleurs,  nous  avons 

Aa  _  m_b 
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d'où. 


Aa-f.B6 


a      A,a-|-B,6 

Ainsi,  les  trapèzes  considérés  ont  leurs  surfaces  dans  le 
rapport  de  6  à  a. 


Fig.  127. 

Écrivons  donc,  d'après  cela, 

ABa6        BC6y  _  CAya  _6 


A,B,a6      hfify 
nous  en  déduisons 


CiAjYa      a 


ABa6  -4-  BC6y  —  C  Aya      _  ^ 
A,B,a6H-BjC,6Y— C,A,Ya  "'  «' 


ou,  enfin, 


ABC    _b 
A.BjCj  "'  'a 


Ainsi,  la  propriété  en  question  est  vraie  pour  deux  triangles 
correspondants  ;  par  suite,  pour  deux  polygones  correspon- 
dants et,  par  l'extension  ordinaire,  pour  deux  aires  quel- 
conques limitées  par  des  circuits  correspondants. 

3^1.  Corollaire.  Vaire  de  VelUpse  est  égale  à  T.ab.  En 
effet  Taire  du  cercle  principal  est  à  xa"  ;  celle  de  l'ellipse, 


d'après  le  théorème  précédent  est  r.a*  -  ,  ou  T.ah. 
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349.  Théorèmes  d'Apollonlvs  (4'  démonstration). 
Soient  OM,  ON  deux  diamètres  conjugués  ;  prenons  les  points 
Ml,  Ni9  correspondants  des  points  M  et  N  ;  nous  savons  qne 
Tangle  M^ON,  est  droit. 


Kig.  ]q8. 

Les  deux  triangles  OM,P,  OiN,Q  sont  deux  égaux  et  nous 
avons  : 


OQ  zz  M,P,     OP  zz  N.O, 


et,  par  suite, 


MP=^M,P  =  ^OQ;     N0  =  ^N,0-^OP. 
ad  n  a 

Cette  remarque  étant  faite,  nous  pouvons  écrire  : 


OM*  =  OP  +  MP*  =  Op'  -4-  ^  OQ'' 

a 

ON*  =Ôq'  -h  NQ'  =zOQ  h — îÔp'- 


Ces  relations  donnent  : 


OM  -f-ON   =(0P  -hOQ)  li-\ — ;). 


L'ELLIPSE 


457 


Remarquons,  enfin,  que  : 


OP  +0Q  ziOP  -hM,P  =za% 


et  nous  avons  : 


•t . 


OM  -f-OQ  zza^-hb*. 


C'est  le  premier  théorème  d'Apollonius. 

Considérons  maintenant  les  deux  triangles  correspondants 

OMN,  OMjN,  ;  celui-ci  a  pour  surface  —  ;  celle  de  OMN  est 

2 

donc  (§  34o)  égale  à  -  •  —,  ou — .  Celte  remarque  constitue, 

précisément,  le  second  théorème  d'Apollonius. 

3^3.  Problème.  Trouver,  en  grandeur  et  en  direction,  les 
axes  d^une  ellipse,  quand  on  connaît,  en  grandeur  et  en  direc- 
tion, deux  diamètres  conjugués. 

On  peut  déduire  des  considérations  précédentes,  une  solu- 
tion élégante  de  ce  problème,  que  nous  avons  déjà  résolu 
(§3i3)  par  la  méthode  de  Chasles. 


Soit  M,  le  point  correspondant  de  M;  joignons  OMi  et  par 
le  point  M  menons  au  grand  axe  une  parallèle  MK,  jusqu'à  sa 
rencontre  en  K,  avec  OM^. 

Construisons  le  rectangle  KMM|I>  et  montrons  que  nous 
avons  : 

1»    NOl  =  i  droit,         a»    01  r=  ON. 
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Les  triangles  semblables  OKS,  OM^P,  donnent  : 

OS  _  KS  _  MP  _  b 
0P'"M,P""M4P"a 

Nous  avons  vu  tout  à  l'heure  que 

NQzz^oP; 
a 

les  longueurs  OS  et  NQ  sont  donc  égales  et  comme 
IS  =  MjP  —  OQ,  nous  voyons  donc  que  les  deux  triangles 
rectangles  NQO,  lOS  sont  égaux.  Cette  remarque  prouve,  du 
même  coup,  les  deux  propositions  avancées. 

De  ces  considérations  géométriques,  on  déduit  la  construc- 
tion suivante  : 

OM  et  ON  étant  les  diamètres  conjugués  donnés  ^  on  e'/èocà  ON, 
du  même  côté  gue  OM,  une  droite  perpendiculaircy  sur  la- 
quelle on  prend  01 1=  ON  ;  on  joint  MI  et  Von  prend  le  milieu  R, 
de  cette  droite  MI.  Si  du  point  R  comme  centre^  avec  RI  =  RM, 
pour  rayon,  on  décrit  un  cercle,  ce  cercle  détermine  les  points 
K  e^  M^  ;  i®  les  droites  IK,  KM  sont  les  directions  des  axes, 
2®  OK  et  OM,  représentent  la  grandeur  des  axes. 

3414.  Interprétation  n^éométrique  de  la  traasforaui- 
tion  précédente. 

La  relation 

MP      b 


M,P  ""  a 
prouve  que  si  Ton  fait  tourner  le  cercle  principal  autour 
de  oXf  d'un  angle  9,  compris  entre  o  et-  ,  et  déterminé  par 

Tégalité 

b 

cos  ç  ::=:  -, 
^       a 

le  point  Mp  dans  sa  nouvelle  position,  se  projette  sur  le  plan 
de  Tellipse,  pécisément  au  point  M.  Ainsi  :  l'ellipse  peut  être 
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cotisidLérée  comme  la  projection  de  son  cercle  principal^  qvund 
on  fait  tourner  le  plan  de  ce  ceuxle^  autour  du  grand  axe  de 
rellipse,  d^un  angle  aigu  ayant  un  cosinus  égal  au  rapport 
du  petit  axe  au  grand  axe. 


EXERCICES 

4.  ^1/  AB  une  corde  de  l'ellipsej  parallèle  au  grand  axe;  au  point  B 
un  mène  ta  tangente  qui  rencontre  oy  en  C;  par  tes  points  Xet  Con  trace 
des  parallèles  aux  axes  de  l'ellipse  :  ces  droites  se  coupent  en  un  point  1 
dont  on  demande  le  lieu  géométrique. 

Ce  lieu  est  une  quartique  Q  :  démontrer  que  la  tangente  à  Q,  au  point  I, 
et  la  tangente  au  cercle  principal  au  point  correspondant  à  A,  coupent  ox  en 
deux  points  symétriques  du  point  de  rencontre  de  ox  avec  AI. 

On  voit  immédiatement  que  Q  est  une  transformée  de  l'ellipse  par  les 
formules  : 

â;  =  X,     y  Y  —  b'.  (V.  Leç.  i6;  exerc.  i .) 

5.  On  considère  Vellipse  qui  correspond  à  Véquation 

et  la  quartique  U'  qui  a  pour  équation 

O*        b* 

—  H 

x       y 


i-^Ti  =  *- 


Déduire  la  remarque  faite  dans  V exercice  précédent^  une  construction  de 
ta  tangente  en  un  point  de  cette  courbe  Q/. 
On  considère  d'abord  la  quartique  Q  qui  a  pour  équation  : 

X*       b* 
û"      y* 

et  l'on  transforme  cette  courbe  Q  par  les  formules  : 

xX  :=:a\     y  iz  Y* 
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342».  Forme  de  la  courbe.  Lorsque  dans  Téquation 
réduite  des  coniques  qui  ont  un  centre 

S'X'+S"Y'-+---=:o, 

on  suppose  S  <  o,  S'  et  S"  ont  des  signes  contraires  et  Tequa- 
tion  précédente  peut  s^écrire  sous  la  forme 

Prenons  sur  Taxe  des  x  deux  points  A,  A%  tels  que 
OA  =:  OA'  =:  a,  et  sur  Taxe  des  y  les  points  B,B'i  ^els  que 
OB  r=  OB'  zz  6.  Nous  dirons  que  A, A'  sont  les  sommets  réels, 
B  et  B'  les  sommets  imaginaires  de  Thyperbole.  Les  droites, 
SS^  RR^  diagonales  du  rectangle  construit  sur  les  axes,  el 
qui  correspondent  à  Téquation 

a;*      y* 

sont  les  asymptotes  de  la  courbe  (§  i55)  on  peut  d'ailleurs 
montrer  directement  que  si  Ton  considère  un  point  M  de 
rhyperbole,  et  le  point  N  de  la  droite  RR',  qui  correspond  à 
la  môme  abcisse,  on  a  :  i**  NP>MP,  a*»  limMNizo,  pour  a?— « . 
On  voit  aussi  que  la  courbe  n'a  aucun  point  dans  Tinté- 
rieur  des  parallèles  menées  à  OY  par  les  points  A  et  A'  ;  et 
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qu'à  toute  valeur  de  ip,  plus  grande  que  a,  correspondent,  pour 
y,  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires.  La  courbe  a 
donc  la  forme  générale  indiquée  pai*  la  figure  ci-dessous. 


Fig.   i3o. 

Nous  ne  voulons  pas  entreprendre  pour  Thyperbole,  une 
étude  aussi  détaillée  que  celle  que  nous  avons  faite  pour 
Tellipse  ;  parce  que  la  plupart  de  ces  nouveaux  calculs 
seraient  une  répétition,  sans  intérêt,  des  calculs  analogues 
faits  sur  l'équation  de  Tellipse.  D'ailleurs  Tégalité 

Aa:"-f-AV=:i, 

représentant  une  ellipse,  ou  une  hyperbole,  suivant  le  signe 
du  produit  AA',  on  comprend  qu'en  adoptant  cette  notation, 
un  calcul  quelconque,  et  le  résultat  auquel  il  conduit,  sont 
également  applicables  aux  deux  coniques  à  centre. 

11  suffit  d'observer  que  les  calculs  effectués  pour  Tellipse 
peuvent  être  appliqués  à  l'hyperbole,  en  changeant,  dans  les 
premiers,  b\en  —  6*.  En  particulier  la  lettre  c,  dans  l'hyper- 
bole, représente  la  longueur  \/a*  -f-  b*. 

Il  faut  aussi  faire  cette  réserve  que,  parmi  ces  résultats, 
certains  peuvent  être  réels  pour  l'une  des  courbes,  et  imagi- 
naires pour  l'autre.  C'est  cette  distinction,  entre  les  résultats 
réels  et  imaginaires,  qui  nécessite  l'étude  spéciale  que  nous 
allons  faire  de  l'hyperbole,  en  nous  attachant,  principalement, 
à  signaler  les  points  qui  différencient  cette  courbe,  de  Tellipse. 

3iftB.  C^nstmction  de  l'hyperbole,  point  par  point. 


De.  L.  Tome  H. 


3i 
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La  construction  que  nous  allons  indiquer  et  qui  permet  de 
trouver  rapidement  un  grand  nombre  de  points  de  l'hyper- 
bole présente  la  plus  grande  analogie  avec  celle  que  nous 
avons  indiquée  pour  lellipse  (§  282). 

Soit  M  un  point  de  l'hyperbole  et  soient  a?',  y'  ses  coordon- 
nées. Joignons  MA;  la  perpendiculaire  élevé  à  MA  au  point  A, 
rencontre  A'M  en  un  point  I  qui  décrit  une  droite,  quand  M 
parcourt  l'hyperbole. 

En  effets  Téqualion  de  AM  étant 


celle  de  Ai  sera , 


y(x'  — a)zry'(a;  — a), 


(1)    y  y'  zz  —  ix  —  a)  {x'  —  a). 


Fig.  i3i. 

D'autre  part  Téqualion  de  A'I  est 

(2)    y{x'-ha):=:y'{x  +  a). 

Les  relations  (1)  et  (2)  donnent,  par  combinaison,  et  en 
supprimant  le  facteur  y  auquel  correspond  une  solution  sin- 
gulière, 

(a?"  —  a*)  (a  —  X)  :r  y'*  (x  f  a). 
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Mais  on  a 

y  =0- — r-, 

a 

le  lieu  du  point  I  est  donc  la  droite  A ,  qui  correspond    à 
réquatioii  : 

cr  —  // 

X  -  a  --m- 
a' 


Lorsque  le  point  M  s'éloigne  de  Tinfini  sur  Thyperbole,  la 
droite  A'M  a  pour  position  limite  la  droite  A'B.  On  voit  ainsi, 
et  Ton  vérifie  facilement  par  le  calcul,  que  A  passe  par  le 
point  H  projection  du  sommet  A,  sur  AB.  On  comprend  donc 
comment,  élant  donnés  les  sommets  de  l'hyperbole,  on  pourra 
construire  la  courbe,  point  par  point,  au  moyen  d'une  règle 
et  d'une  équerre. 

Lorsqu'on  suppose  a  m  6,  en  d'autres  termes,  lorsque 
l'hyperbole  proposée  est  équilalère,  la  droite  A  est  1-axe  01/ 
lui-même. 

941*9.  Représentation  d'nnr  point  de  l'hyperbole. 

1®  Si  Ton  compare  les  égalités  : 

sec*  op  :=  1  -♦-  tg*  o, 
on  voit  que  l'on  peut  poser 

(p)    ^-— î-     ^'-^HLi. 

U        COSç'      b        cos©' 

et  lorsque  9  varie  de  o  à  2-,  le  pointcorrespondant  (a:',  y') 
décrit  l'hyperbole. 

On  peut  déduire  des  formules  (P)  une  construction,  point 
par  point,  de  l'hyperbole.  Sur  AA'  et  BB'  comme  diamètres 
décrivons  des  cercles  et  prenons,  sur  le  premier,  un  point 
quelconque  M'.  La  tangente  en  M'  rencontre  ox  en  P  et  si 
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nous  élevons  à  ox,  une  perpendiculaire  MP  égale  à  M'P',  le 
point  M,  ainsi  obtenu,  est  un  point  de  Thyperbole. 


Fig.  i3ii. 


2'»  I/identité  : 


(^y=-(,^y. 


qui,  sous  une  autre  forme,  ûous  a  déjà  servi  dans  l'élude  de 
Tellipse  (§  283),  permet  de  poser  : 

^*  ^     a  '  i-C'     b  ""i-r 

t  désignant  un  paramètre  pouvant  varier  de  —  *  à  h-  «. 

On  déduit  de  ces  formules  (P)  et  (P')  des  formes  diverses 
pour  représenter  Téquation  de  la  tangente  et  celle  de  la 
normale  à  Phyperbole.  Nous  résumons  ces  résultats  dans  le 
paragraphe  suivant. 

348.  Formoles  relatives  A  l*hyperbole. 

1®  Formes  diverses  de  Véquation  de  la  tangente. 


(T,) 


xjj     yy'  _ 

a'        b'  -*- 

X      y 

-sin  ç  — cosç. 

a      b     ^ 
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1} 


(Ta)     |(i+0-.^^|=i-^'. 


(T4)    yzzfnxdz\/a*m*—b\ 

2®  Fonnes  diverses  de  Véquation  de  la  normale, 

,^,  ^        a*x      b*u  ,  .... 

N.)         -7  4--7  =   c».  {c*-a*-hb*) 

X         y'  ^  ' 

(N,)      ax     +-T^  = 


sin  9     cos  <p 


(N4)    y  =  mx 


c*m 


3*  Équation  de  la  polaire. 


xxo  ___  yuo  _ 
a*        b*  "*• 


4^  Équation  du  faisceau  des  deux  tangentes, 

(x*       y*       \(xl      ?/o        N^/JîXo      yyo        V 

De  ces  formules^  on  peut  déduire  diverses  propriétés  de 
rhyperbole ,  propriétés  toutes  semblables  à  celles  que  noua 
avons  trouvées  par  Tellipse.  Mais,  sans  nous  arrêter,  pour  la 
raison  déjà  donnée,  à  reproduire  ces  calculs,  nous  nous  pro- 
posons d'étudier  Thyperbole,  en  visant  plus  particulièrement 
les  propriétés  de  cette  courbe  qui  se  rattachent  à  la  considé- 
ration de  ses  asymptotes. 


THÉORÈMES  RELATIFS    AUX    ASYMPTOTES 

DE    L'HYPERBOLE 

3^9.  Théorème  I.  Lorsqu'un  point  M  s'éloigne  à  V infini 
sur  une  hyperbole  H,  la  tangente  A  au  point  M  apour position 
limite  une  des  asymptotes  de  la  courbe. 
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Cette  proposition  a  déjà  été  démontrée,  pour  une  courbe 
d^un  degré  quelconque  ;  nous  nous  proposons  de  la  vérifier 

pour  rhyperbole.  ,  >    *      » 

Soient  x'y'  les  coordonnées  du  point  M  (fig-  i3o),  et  soit 

MT  la  tangente  en  ce  point.  «  ,,.  «  • 

Les  formules  (P')  prouvent  que  si  le  point  s'éloigne  a  1  mtmi 
sur  la  courbe  il  faut  supposer  ^  iri,  ou  ^  n  -  i  •  En  supposant 
l  zz  i,*r équation  (T3)  donne,  à  la  limite, 


X     y 
a      0 

Cette  équation  représente  Tune  des  asymptotes  ;  lautre 
asymptote,  celle  qui  correspond  à  Téquation 

a      0 

s'obtient  en  supposant  <  =  —  i . 

3&0.  Théorème  H.  Le  produit  des  distances  dun  point 
quelconque  de  rhyperbole  à  ses  asymptotes  est  constant. 

Prenons  pour  nouveaux  axes  de  coordonnées  les  asymptotes 
OX,  OY  de  rhyperbole.  En  désignant  par  aa  l'angle  des  asymp- 
totes dans  lequel  est  renfermée  la  courbe,  les  fomules  de 
transformation  sont 

a;rrXcosa  +  Ycosa, 
y  — Ysina  — Xsina. 

L'équation  de  l'hyperbole,  dans  le  système  YOX,  est  donc 

(X  CO8  a  -f  Y  ces  ay      (Y  sina  — Xsina)'  _ 

(0 b^ 

Nous  avons,  d'ailleurs, 

b 

ou, 

sin  a  cos  a  _  sin'a  _  cos'g  ^ ^ 
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En  tenant  compte  de  ces  relations,  régalité(i)  devient  : 

(H)    XY  =  ^. 

4 

C'est  réquation  de  l'hyperbole  rapportée  à  ses  asymptotes. 
On  en  déduit  la  propriété  énoncée,  ou  la  suivante  :  le  parallé- 

C' 
Y 


logramme  dont  les  côtés  sont  parallèles  aux  asymptotes  de 
Vhyperhole  et  dont  deux  sommets  sont  :  i°  le  centre  de  la 
courbCy  1^  un  quelconque  de  ses  j)oints  ;  a  une  surface  cons- 
tante. 

3&1.  Théorème  III.  La  tangente  en  un  point  de  Ihyper- 
bote  est  partagée, par  le  point  de  contact  et  par  les  asymptotes, 
en  deux  parties  égales. 

Prenons  Thyperbole  rapportée  à  ses  asymptotes.  Soient 
X',  Y'  les  coordonnées  du  point  considéré  M.  L'équation  (H) 
donne,  pour  l'équation  de  la  tangente  en  ce  point 

a'-hb* 


XY'  +  YX'  =z 


'À 


Nous  avons,  d'autre  part, 


a'-hb* 
X'Y'zzî— f~, 
4 
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Ces  deux  relations  donnent,  par  combinaison, 

X       Y  _ 

Cette  relation  prouve  que  l'on  a  OA  =  aX'  —  2OQ  (fig.  i33). 

Le  point  M  est  donc  le  milieu  de  AB. 

Cette  propriété  permet  de  construire  la  tangente  en  un  point 
donné  de  l'hyperbole,  avec  la  règle,  puisque  AB  est  parallèle 
à  la  diagonale  RQ  du  parallélogramme  OMRQ. 

On  voit  aussi  que  la  surface  du  triangle  OAB  est  double  de 
celle  du  parallélogramme  OMRQ  ;  propriété  remarquable  qui 
peut  s'énoncer  ainsi  :  le  triangle  formé  par  les  ast/mpioies  de 
r hyperbole  et  une  tangente  quelconque j  a  une  surface  constante. 

3&9.  Théorème  IV.  Les  segments  CC,  DD'  (fig.  i33)  in- 
terceptés, sur  une  transversale  quelconque,  par  Vhyperhole  et 
par  ses  asymptotes  y  sont  égaux. 

Posons  OC,  r=p,  OD'  zr  q  ;  l'équation  de  la  transversale  est 
alors 

X      Y 

p     q 

L'intersection  de  cette  droite  avec  Thyperbole  donne  deux 
points  C,  D  dont  les  abcisses  vérifient  Téquation 


H-})="^- 


ou 


X*— J9X  f-^(a'H-6')-o. 

La  demi-somme  des  racines  de  cette  équation  est  égale 

p  p 

à  -.  Ainsi  -  représente  Tabcisse  du  point  I,  milieu  de  la 

OD' 

corde  CD  ;  cette  abcisse  étant  justement  égale  à ,  il  est 

ainsi  démontré  que  le  milieu  de  CD  coïncide  avec  le  milieu 
de  CD'.  On  a  donc  CC  =  DD'. 
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L  Théorème  V.  Les  diagonales  du  parallélogramme 
construit  avec  deux  diamètres  conjugués  de  Vhyperbole,  sont 
les  asymptotes  de  la  courbe. 

En  effet  Téquation  de  l'hyperbole,  rapportée  à  deux  dia- 
mètres conjugués,  est 

Pour  établir  direclement  la  proposition  on  peut  posçr  : 

x       1  -f-ô*       y  20 

â'  ""  73?  '     b'  "*  73? 

et  ces  formules  représentent  un  point  de  la  courbe. 
L'^équation  d^une  tangente  quelconque  est 

et  quand  le  point  de  contact  s'éloigne  à  Tinfinl,  sur  l'hyper- 
bole, on  a 


pour  6  =  i  ;  et 


X        y 


en  supposant  0=  —  i.  Telles  sont  les  équations  des  asymp- 
totes dans  le  système  d'axes  que  nous  avons  choisi  ;  on  voit 
que  ces  équations  représentent  bien  les  diagonales  du  paral- 
lélogramme construit  avec  les  diamètres  conjugués  consi- 
dérés. 

3&ifl«  Problème.  Trouver,  en  grandeur  et  en  direction 
les  axes  d'une  hyperbole,  connaissant  deux  diamètres  conju- 
gués, en  grandeur  et  en  direction. 

La  direction  des  axes  s'obtient  immédiatement  en  remar- 
quant: 10  que  les  asymptotes  sont  les  diagonales  du  paral- 
lélogramme construit  avec  les  diamètres  conjugués  donnés  ; 


470 


TRENTE-QUATRIÈME  LEÇON 


a®  que  les  axes  sont  les  bissectrices  des  angles  formés  parles 
asymptotes. 
Déterminons  maintenant  le  sommet  réel  de  Thyperbole. 

Soient  A,  A'  les  asymptotes  de  la  courbe  et  soit  M  le  point, 
extrémité  de  celui  des  diamètres  donnés  que  Ton  suppose 
réel  ;  enfin,  soit  ox  la  bissectrice  de  Tangle  des  asymptotes 
qui  renferme  M.  Pour  déterminer  le  sommet  S  de  l'hyperbole 
il  faut  tracer  par  le  point  M  une  transversale  telle  que  Ton  ait 
SK  =  MH  (§  352). 


Fig.  134. 

Menons  par  le  point  M  des  parallèles  MA,  MA',  aux  asymp- 
totes; nous  avons 

OA_HM 
^*^    OS""HS' 
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et. 


w 


os  _  SK 
OA'  "■  KM  ' 

mais  HM  zz  SK  ;  et  SH  r=  MK  ;  les  égalités  (i)  et  (2)  donnent 
donc,  par  comparaison, 

* 

OA       OS 


ou. 


OS  ""  OA" 


os"  z=  OA  .  OA'. 


Pour  obtenir  le  point  S  il  suffit  donc  de  décrire  sur  AA' 
comme  diamètre  une  circonférence,  de  lui  mener  par  0  une 
tangente  OT  et  de  tracer  du  point  0  comme  centre,  Tare  TS, 
comme  l'indique  la  figure. 

La  solution  précédente  est  aussi  celle  du  problème  suivant  : 
Construire  une  hyperholCy  connaissant  les  asymptotes  et  un 
point  de  la  courbe. 

3&&.  Théorème  VI.  La  directrice  qui  correspond  à  un 
foyer  F  est  la  droite  qui  joint  les  projections  de  ce  point  sur 
les  asymptotes. 

Nous  définissons,  élémentairement,  les  foyers  de  Thyper- 


Fig.  i35. 

bole  deux  points  situés  sur  l'axe  transverse  de  P hyperbole  à 

une  distance  c  —  i  \/a*  -h  b^ ,  du  centre. 

La  directrice  est  la  polaire  du  foyer. 

D'après  celte  définition,  le  foyer  F  s'obtient  en  construisant 
le  triangle  rectangle  OAG  et  en  prenant  OF  zz  OG. 
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Si  da  point  F  on  abaisse  une  perpendiculaire  FH  sur 
Fasymploie,  on  obtient  deux  triangles  égaux  OFIl,  OâG  et 
Ton  a 

Ôh'  rr  OD  .  OF, 
ou, 

OD  =  "-. 
c 

La  polaire  du  foyer  F  étant  la  droite  qui  a  pour  équation 

a* 

c 

on  voit  que  DE  est  la  directrice  correspondante  au  foyer  F. 

On  reconnaît  de  même  que  la  droite  D'E',  symétrique  de  DE 
par  rapport  à  OY,  est  la  directrice  du  second  foyer  P. 

La  considération  des  deux  foyers  F,  F'  et  des  directrices 
correspondantes  donnent  naissance  à  des  propriétés  analo- 
gues à  celles  que  nous  avons  démontrées  pour  Tellipse,  et 
nous  nous  bornerons  à  énoncer  les  suivantes  : 

1*  La  différence  MF'  —  MF  est  constante  et  égale  à  AA'. 

s«  La  tangente  à  rhyperbole^  au  point  M,  est  bissectrice  de 
r angle  FTIF, 

3*  le  rapport  des  distances  d'unpoint  de  Vhyperbole  au  foyer 

et  à  la  directrice  correspondante  y  est  constant  et  égal  à-. 


S&S.  TnuniMnBatloM  hoHi€ftSv»^H|a«  d«  lliyper- 

.  Si  Ton  prend  pour  formules  de  transformation  : 

ab  '      b\ 
à  rhyperbole  qui  a  pour  équation 

â'~^b'^'' 
correspond  la  courbe  qui  correspond  à  Féquation 

X'  +  Y'=6*, 
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c'esl-è-dire  le  cercle  U,  décrit  sur  Taxe  non  Iransverse. 
A  une  droite  3  ayant  pour  équation 

y  zz  mx  -h  n, 
correspond  une  droite  A  dont  l'équation  est 

en  posant 

M  nr  -  ,  N  ir  ma, 
h 

Ces  relations  conduisent,  entre  autres  conséquences,  aux 
propriétés  suivantes  : 
i®  8        parallèle  à  une  direction  fixe  ; 

A       passe  par  un  point  fixe  situé  sur  Taxe  des  y. 
2®  S        passe  par  un  point  fixe  situé  sur  oy\ 

A       reste  parallèle  à  une  direction  fixe. 
3*  S,B'    sont  des  droites  rectangulaires  ; 

A, A'  coupent  Taxe  des  y  en  deux  points  qui  sont  vus 
du  sommet  réel  de  Thyperbole  sous  un  angle 
droit. 

4®  â,B'    sont  des  droites  ayant  des  directions  conjuguées; 
A, A'  coupent  oy  en  deux  points  conjugués  harmoniques 
par  rapport  aux  sommets  imaginaires  de  la  courbe. 

50  lyl'  coupent  Taxe  des  y  en  deux  points  conjugués  har- 
moniques par  rapport  aux  sommets  imaginaires 
de  l'hyperbole  ; 

A, A'  sont  deux  droites  rectangulaires. 
6**  2,0'    sont  les  asymptotes  de  la  courbe  ; 

A,  A'  sont  les  parallèles  à  Taxe  trans verse,  menées  par 
les  sommets  imaginaires. 
On  peut  déduire  de  ces  lois  de  correspondance  des  pro- 
priétés diverses  de  Thyperbole;  on  peut  aussi,  au  moyen  de 
la  transformation  précédente,  résoudre,  avec  la  règle  et  le 
compas,  les  problèmes  qui  sont  relatifs  à  la  construction 
des  tangentes,  ou  à  la  recherche  des  points  communs  à  la 
courbe  et  à  une  droite  de  son  plan. 


EXERCICES 

1.  Tout  point  de  Vhyperbole  est  à  égale  dislance  du  foyer  et  de  la  direc- 
trice correspondante;  cette  dernière  distance  étant  comptée  parallèlement  à 
une  asymptote, 

H.  Soit  AB  une  corde  quelconque  de  t hyperbole;  par  les  points  A,B  on 
mène  des  parallèles  aux  asymptotes;  démontrer  que  la  seconde  diagonale  du 
parallélogramm?  ainsi  construit f  passe  par  le  centre  de  la  courbe. 

3.  On  considère  deux  tangentes  à  Vhyperbole;  soient  A,  B  et  A',B'  les 
points  oit  elles  rencontrent  les  asymptotes;  démontrer  que  la  droite  gui  joint 
les  points  de  contact  passe  par  les  milieux  des  segments  AA',BB'  intercepté* 
par  les  tangentes  considérées  sur  les  asymptotes. 

4.  Le  lieu  géométrique  des  extrémités  des  diamètres  imaginaires^  conju- 
gues des  diamètres  réels  d'une  hyperbole  donnée^  est  une  hyperbole. 

L'équation  de  la  première  hyperbole  étant  : 

(H)  H^-f.=  '; 

le  lieu  cherché  a  pour  équation  : 

Ce8  deux  hyperboles,  (H),  ^^H'),  ont  reçu  le  nom  d'hfjperboles conjuguées. 

On  remarque  qu'elles  ont  les  mêmes  asymptotes  ;  en  prenant  cesdroites 
pour  axes  de  coordonnées,  les  équations  de  deux  hyperboles  conjuguées 
sont  : 

XY  zr  m\ 

XY  zz  ~  m\ 

s.  On  mène  à  une  hyperbole  une  tangente  qui  rencontre  1"  les  asymp- 
totes aux  points X  et  B;  2"  l'axe  ox  en  C  et  Vaxe  oy  en  D  ;  si  Von  désigne 
par  M  le  point  de  contact ,  démontrer  que  les  cercles  décrits  sur  AB  et  svr 
MD,  comme  diamètre^  ont  leur  axe  radical  passant  par  le  point  C. 

6.  Démontrer  que  si  Von  considère  la  courbe  qui  a  pour  équation  y=:f{j:\ 
et  si  Von  désigne  par  S  la  surface  comprise  entre  deux  ordonnées,  la  courbe 
et  Vaxe  ox, 

S^  zi  y  s  m  0  zz  /*  {x)  sin  0 , 

Sg  désignant  la  dérivée  de  S  par  rapport  à  x. 

Déduire,  de  là,  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  Soit  H  une  hyperbole  rapportée  à  ses  asymptotes  ox,oy,et 
soient  M,  M',  deux  points  quelconques  deU;  la  surface  du  triangle  MOM' 
est  équivalente  à  celle  du  trapèze  curviligne  formé  par  Vaxe  MM',  une  des 
asymptotes  ox,  et  les  parallèles  à  oy  menées  par  les  points  M,  M'. 
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Nous  avons  montré  précédemment  (§  204)  que  dans  le  cas 
où  l'on  avait  3  —  o,  Féquation  du  second  degré  pouvait  être 
ramenée  à  la  forme  réduite  : 

(P)    y^  —  ^pxzno, 

les  axes  étant  rectangulaires.  Nous  nous  proposons  de  faire, 

d'après  cette  équation,  une  étude  particulière  des  courbes 

qu'elle  représente  et  que  nous  avons  appelées  des  paraboles. 

S&V.  Construction  de  la  parabole  point  par  point. 

Soit  A  un  point  de  la  courbe  ;  joignons  OA  et  menons  au  point 
0,  à  cette  droite  OA,  une  perpendiculaire  jusqu'à  ce  qu'elle 
rencontre  en  A'  la  parallèle  à  Taxe  menée  par  A.  Le  triangle 
rectangle  AOA'  donne  : 

m  =  AH  .  AK, 

ou, 

y*z=L  AH.  a;. 

Ainsi  A'H  est  égal  à  2/>  ;  le  lieu  du  point  A',  quand  A  se 
déplace  sur  la  parabole  P  est  donc  une  droite  A,  perpendicu- 
laire à  Taxe,  et  à  une  distance  du  sommet  égale  à  —  ap. 

Si  Ton  connaît,  en  même  temps  que  Taxe  et  que  la  tan- 
gente au  sommet  de  la  parabole,  le  paramètre  p,  ou  un  point 
de  la  courbe,  on  pourra  construire  la  droite  A  ;  puis,  avec 
réquerre,  obtenir,  par  une  construction  rapide,  autant  de 
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points  de  la  parabole  que  Ton  voudra,  comme  Tindique  la 

figure. 

y 


Fig.   i3(j. 

Dillérentes  fformes  de  l'éqaation  de  la 


Fig.  13:. 

I^ente.  L'équalion  générale  des  tangentes,  appliquée  à  (P); 
donne 

(T,)    yy' -p{xJtoc!), 
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c*est  une  première  forme  de  Téqualion  de  la  tangente  MT.  Si 
Ton  observe  que  (TJ  est  vérifié  par  y  —  o,  a;  n  —  a;',  on  voit 
que  la  sous-tangente  est  double  de  Vahcisse. 

De  cette  propriété  on  peut  déduire  une  construction  de  la 
tangente,  en  un  point  M  pris  sur  la  parabole.  Puisque  OQ  =  OT, 
si,  du  point  M,  on  abaisse  la  perpendiculaire  MR  sur  la  tan- 
gente au  sommet,  la  figure  MROT  est  un  parallélogramme. 
Pour  obtenir  MT,  il  suffit  donc  de  joindre  OM  et  d^achever  le 
parallélogramme  dont  OM  et  MR  sont  deux  côtés  ;  la  diago- 
nale MT  est  la  tangente  cherchée.  On  remarquera  que  cette 
construction  n'exige  que  l'emploi  de  Téquerre  et  de  la  règle. 

Cherchons,  maintenant,  d'autres  formes  de  l'équation  de  la 
tangente. 


La  relation 


(i)    y'r:z2px\ 


peut  s'écrire, 


X'       y' 


on  a  donc,  pour  représenter  un  point  M  de  la  parabole,  les 
formules 

y  -.  y  ,     ,    a;  -  ^. , 

formules  dans  lesquelles  le  paramètre  t  représente  le  coeffi- 
cient angulaire  de  la  droite  qui  va  du  sommet,  au  point  M.  Ces 
formules  donnent,  pour  la  tangente  en  M,  l'équation  suivante  : 

(T.)    y:=^.a:-f-|. 

Pour  obtenir  une  forme  trigonométrique,  on  peutremarquer 
que  la  relation  (i)  peut  s'écrire 

De  L.  Tome  IL  ^^ 
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OU. 


y' 


x'+[ 


,  Par  suite,  on  peut  poser 


y'        .       .       * 


=  sia  ?,  et =  cos  «. 


2  2 

Ces  formules  donnent  : 

x'  ='  cùtg*-,  et  y'  zz p  colg-, 

2  2  2 

On  est  ainsi  conduit  à  une  forme  trigonométrique  qui  rentre 

a        t 

dans  la  forme  (Tj),  en  posant  tg  -  n  — 

M  Je 

Enfin,  en  identifiant  Téquation  (T|)  avec  la  suivante: 

y  z=  mx  -[-  w, 

ou  encore,  en  exprimant  que  la  droite  que  cette  équation  re- 
présente rencontre  la  parabole  en  deux  points  coïncidents,  on 
trouve 

P 

On  a  ainsi  cette  troisième  forme  de  Téquation  de  la  l^- 
gente,  forme  souvent  employée, 

(T,)    y-mx-^-^. 

De  cette  équation,  on  déduit  immédiatement,  en  raisonnant 
comme  nous  l'avons  fait  précédemment  (§  285),  dans  un  cas 
analogue,  que  le  lien  des  points  d'où  Von  peut  mener  à  la  para- 
bole deux  tangentes  rectangulaires  est  la  droite  qui  a  pour 
équation 

P 
a;-h-  —  o. 

2 
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Celle  droite  est,  comme  nous  Tavons  vu,  la  directrice  de  la 
parabole. 

On  voit  aussi,  sans  difficulté,  par  Tune  ou  l'autre  des  équa- 
tions (T,),  (T,),  ou  (T,)que  la  podaire  du  foyer  est  la  tangente 
au  sommet, 

3S9.  Polaire.  L'équation  delà  polaire  du  point  [oc!, y') 
est 

yy''-p{x  +  x')zzo. 

Si  Ton  cherche  Tintersection  de  cette  polaire  avec  la  courbe, 
les  ordonnées  des  points  communs  sont  données  par  Téqua- 
tion. 

y*  —  lyy,  —  ipx'  n  o. 

La  somme  des  racines  étant  égale  à  ly'y.oxi  voit  que  :  la 
droite  qui  joint  le  pôle  au  milieu  de  la  corde  polaire  est  paral- 
lèle à  Vaxe, 

3BO.  ËqikaÉion  de  la  Normale.  Soient  x\  y'  les  coor- 
données d'un  point  de  la  parabole;  la  normale  en  ce  point  a 
pour  équation 

x  —  x'  __y  —  y' 
ou, 

Cette  relation  prouve,  incidemment,  que  la  sous-normale 
est  constante  et  égale  à  p. 
En  identifiant  (i)  avec  Téqualion  suivante 

y  :nmx-\-nj 

on  a  : 


m  zz  —  -,  n  r:  2/'  (  i  -f- 


x'\. 

pi' 


4S0 
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et;  par  suite, 


l/'i=— pm,  dzz.— 


M+pm 


m 


En  tenant  compte  de  régalitc 


on  trouve, 


—  n^pv^ 


pm 


L'équation  générale  des  normales  à  la  parabole  est  donc 

(N)    y:=-m{X'-p) — 

set .  Développée  de  la  parabole.  L'enveloppe  des  nor- 


Fig.   i38, 


maies  à  la  parabole  s'obtient  en  écrivant  que  r équation  précé- 
dente admet  deux  racines  égales  par  rapport  au  paramètre  m. 


LA  PARABOLE  4SI 

L'application  d'une  règle  connue  (Alg.,  §  4o6)  donne,  pour 
réquation  de  la  développée, 

Cette  courbe,  qui  est  une  parabole  cubique,  a  la  forme  in- 
diquée par  la  figure.  En  cherchant  son  intersection  avec  la 
parabole  donnée,  on  doit  résoudre  Téquatlon  : 

(i)    27p'a?r:4(iP  — />)'. 
Le  théorème  de  RoUe,  appliqué  à  cette  équation^  prouvé  que 

—  -,  nombre  qui  fait  partie  de  la  suite  de  RoUe,  vérifie  Té- 

quation  (i).  Celle-ci  admet  donc  deux  racines  égales  à  — -. 

Les  courbes  P  et  Q  ont  un  double  contact  imaginaire,  sur  la 
directrice.  On  trouve  ensuite  des  points  réels  M,M^  communs 
à  P  et  à  Q,  et  ayant  pour  abcisse  ip. 

3B9.  Cercle  de  Joaehimsthal.  L'équation  (N)  étant  du 
troisième  degré  en  triy  on  voit  que  du  point  A  du  plan, 
partent,  dans  le  sens  analytique  de  ce  mot,  trois  normales  à 
la  parabole.  Nous  allons  chercher  Péquation  du  cercle  qui 
passe  par  les  pieds  de  ces  normales. 

Soient  Xo,  Voy  les  coordonnées  du  point  A  ;  soient  aussi  x^  y, 
celles  du  pied  R  de  Tune  des  normales  issues  de  A.  En  expri- 
mant que  réquation  de  la  normale  au  point  {x,  y) 

— , 

-P        y 

est  vérifiée  par  les  coordonnées  de  A,  on  a 

x  —  Xo_yo  —  y 
P     ^     y      ' 
ou, 

(H)    ary  +  y  (p  — ajo)  —pyo  =  «• 

C'est  réquation  de  Thyperbole  équilatère  aux  pieds  des 
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normales.  Elle  a,  avec  la  parabole,  un  point  commun  situé  k 
rinfini  dans  la  direction  ox,  puisque  Tune  de  ses  asymploles 
est  parallèle  à  Taxe  de  la  parabole.  Les  trois  autres  points 
communs  sont  situés  sur  une  circonférence,  dont  nous  allons 
chercher  l'équation  (*). 
L'équation  (H)  peut  s'écrire  : 

^y^  +  y'  (p  —  ^o)'-py^y  =  o. 

Ou,  en  remplaçant  y*  par  ipx,  et  en  divisant  par  2p^ 

X  4-  X  [p  ^  Xo) —  o. 

2 

En  combinant  cette  équation  avec  celle  de  la  parabole,  on 
a,  finalement, 

(J)    a;'  +  y'-a;(p  +  a:o)-^i=o. 

dé 

On  voit  que  ce  cercle  passe  par  le  sommet  de  la  courbe  et 
on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  qui  n'est  d'ailleurs  que 
le  ^théorème  de  Joachimsthal,  appliqué  à  la  parabole  :  les 
pieds  des  trois  normales  issues  d'un  point  à  une  parabole  et  le 
sommet  de  celte  courbe  forment  un  quadrilatère  inscriptible, 

aea.  Pole  tangentlel  et  pôle  normal.  Soit  A'  un  point 
quelconque  du  plan  de  la  parabole,  menons  les  tangentes 
A'R,  A'S  et  construisons  les  normales  aux  points  R  et  S,  nor- 
males qui  se  coupent  au  point  A.  Nous  nous  proposons  de 
calculer  les  coordonnées  Xo,  Voy  de  A,  connaissant  les  coor- 
données a/,  y'^  de  A'. 

Le  cercle  A',  décrit  sur  AA'  comme  diamètre,  a  pour  équa- 
tion 

ou, 

1.  Voyez,  sur  ce  point  la  note  placée  à  la  fin  de  ce  livre  (§3). 


LA  PARABOLE 


483 


Le  cercle  A'  et  le  cercle  de  Joachimsthal  ont  pour  axe  radi- 
cal la  droite  RS;  d'après  (i)  et  (J),  RS  a  pour  équation 

(a)     x{a/^p)-hy  (^ -hi/j  -- XoOf  --  PoV'  =:  o . 

En  considérant  RS  comme  la  polaire  du  point  A',  son  équa- 
tion est 

En  identifiant  (2)  et  (3),  on  a 

yo^-sy'  _  p  —  x'  _  x^ -h y^y' 

et  ces  foraiules  donnent 


px 


I       9 


/t 


(P«)     aro=:/?  — a?'  +  ^, 

p 


^x!v' 

y^- — ;r. 
p 


Ces  relations,  comme  les  formules  analogues  que  nous 


Fig.  139. 

avons  établies  pour  Tellipse  (§  292),  permettent  de  ramener 
la  recherche  du  lieu  décrit  par  le  pôle  normal  A,  à  celle  du 
lieu  décrit  par  le  pôle  tangentiel  A'. 
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Par  exemple,  si  l'on  demande  le  lieu  décrit  par  le  ponU  de 
concours  de  deux  normales  rectangulaires,  on  remarqum 
que  le  point  A'  décrit  la  directrice  et  que  Ton  a,  par  suite, 

Les  formules  P»  donnent  alors  : 

En  éliminant  y',  et  en  considérant  Xo,  yo,  comme  des  coor- 
données courantes,  on  a  l'équation  du  lieu 


^ =:-(--?) 


Cette  équation  représente  une  parabole. 

SBift.  Centre  de  eoarbwre.  Si  Ton  suppose  que  les  deux 
points  R,  S  viennent  coïncider  en  M,  le  pôle  normal  a  pour 
position  limite  le  centre  de  courbure  w,  en  ce  point  M. 

Les  formules  P»,  quand  on  suppose  y'*  zz  ipafy  donnent 

(C)    a:o-p-+-3x',    (C)  yo  =  -^. 

L'égalité  (C)  prouve  que  si  l'on  considère  la  directrice  DD', 
comme  Ton  a 


P 


/. 


HKniaZ-h-.  et  KïzzoJo  — x'; 

2 


on  a,  par  suite, 

Kl  =  aHK. 

Ainsi  Mci)  est  double  de  MD  ;  cette  remarque  conduit  à 
une  construction  très  simple  du  centre  de  courbure  :  on 
trace  la  normale  au  point  considéré,  jusqu'à  sa  rencontre 
avec  la  directrice  et  Von  porte,  dans  Vautre  sens,  une  longueur 
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double    de   celle  qui  est  interceptée  sur   la  normale  par  la 
directrice  et  le  point  considéré. 


Fig.  1^). 

Si,  entre  les  égalités  (C),  (C),  et  la  relation  y'*  —  apa?',  nous 
éliminons  x'  et  y',  nous  obtenons 

l'jpy;  -  8  (a7o— p)'. 

Nous  retrouvons  ainsi,  en  considérant  Xo  et  y^  comme  des 
coordonnées  courantes,  Téquation  de  la  développée  de  la 
parabole,  et  ce  résultat  est  une  vérification  des  calculs  qui 
précèdent. 

3tt&.  OlamèÉres.  Considérons  la  droite,  qui  a  pour  équa- 
tion 

et  supposons  que,  m  restant  fixe,  X  soit  un  paramètre  variable. 
Les  abcisses  des  points  communs  à  cette  droite  et  à  la  para- 
bole sont  les  racines  de  Téquation 

{mx  4-  X)*  —  ^px. 

Par  suite  l'abcisse  X  de  1,  point  milieu  de  la  corde  consi- 
dérée, est  donnée  par  la  formule 

m 
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D'autre  part,  l'ordonnée  Y  du  point  I,  vérifie  Tégalité 

(2)    YrzwX-HX. 
Entre  les  équations  (i)  et  (2)  éliminons  X  et  nous  avons 


ou, 


iw*Xz=;>  — m(Y  — wX), 


m 


Cette  équation  représente  une  droite  parallèle  à  Taxe  ox 
ainsi  :  dans  la  parabole  tous  les  diamètres  sont  parallèles  à 
Vaxe  de  la  courbe. 

Nous  vérifions,  de  la  sorte,  par  le  calcul,  une  proposition 
déjà  établie  (§  182).  Il  est  facile  de  reconnaîlre  que,  récipro- 
quement, toute  droite  A,  parallèle  à  Vaxe  de  la  parabole^ 
partage  en  deux  parties  égales  les  cordes  parallèles  à  la  tan- 
gente à  la  courbe  y  au  point  qui  lui  est  commun  avec  A. 

36G.  Équation  de  la  parabole  rapportée  à  ane 
tangente  et  au  diamètre  eonjugué  de  cette  tangente* 


Fig.  i4i. 

Soient  x\  y*  les  coordonnées  du  point  0'  ;  transportons  les 
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axes,  parallèlement  à  eux-mêmes,  en  ce  point.  Les  formules  : 

donnent,  pour  l'équation  de  la  parabole  dans  le  système 
Yo'X 

r  — 2y'Y  — apXzio. 

Prenons  maintenant  pour  nouveaux  axes  de  coordonnées 
la  tangente  o'Y'  et  le  diamètre  o'X.  En  désignant  par  a  Tangle 
Y'oX,  nous  avons  : 

XrzX'  +  Vcosa,    et    YnY'sina. 
L'équation  transformée  est  donc 

Y'*sin'a  —  ay' Y'sin  a  —  2pX'—  2jt)Y''cosa  no, 
ou 

Y''z:.2p'X'; 
en  posant 


(i)      p'zz-^. 
sm  a 


et,  en  remarquant  que 


(2)    tgazr?^. 
P 


La  formule  (i)  prouve  que  l'on  a,  finalement, 

p'zzp'^2x\ 

369 .  Parabole  considérée  «somme  limite  d'une  co- 
nique À  centre.  Considérons,  par  exemple,  une  ellipse 
rapportée  à  ses  axes  ordinaires  et  transportons  les  axes, 
parallèlement  à  eux-mêmes,  au  sommet  A.  Les  formules  de 
transformation  sont  ; 

xzzX  —  a,      y  =:Y; 
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et  réquation  de  l'ellipse  devient 


(X  —  aT     Y  _ 


a' 


j.=.. 


ou, 


en  posant  : 


(S)     Y*  =  2pX  -h  gX% 


p  =  -,  et  «'  =  —-.. 
a  a 


Cette  équation,  que  Ton  peut  établir  directement,  par  une 
réduction  de  Téquation  générale,  représente  toutes  les  co- 
niques quand  on  prend  pour  origine  un  des  sommets  de  la 


Fig.  142. 

courbe  et,  pour  direction  des  axes  de  coordonnées,  les  direc- 
tions principales  de  la  coniciue. 
Imaginons  que  a  et  6  croissent  indéfiniment,  mais  sous 

cette  réserve  que  le  paramètre  —  reste  fixe  ou,  s'il  est  va- 
riable, qu'il  ait  une  limite  finie,  et  bien  déterminée.  En  remar- 
quant que  g  =  —  -,  nous  voyons  que  :  Lim  q  zz  o;  par 

conséquent,  les  ellipses  considérées  se  sont  déformées,  mais 
ont  pour  position  limite  la  courbe  qui  correspond  à  réqua- 
tion 

y*  —  2px  zz  i>, 
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p  étant  le  paramétre  fixe,  ou  la  limite  bien  déterminée  de  ce 
paramètre,  quand  on  le  suppose  variable. 

On  peut»  de  cette  remarque,  déduire  Textension  à  la  para- 
bole de  propriétés*  démontrées  pour  les  coniques  à  centre  ; 
on  peut  aussi  obtenir,  de  certaines  formules  relatives  à  ces 
coniques,  des  formules  correspondantes  pour  la  parabole. 

Nous  terminerons  cette  étude  de  la  parabole  par  la  dé- 
montration  de  deux  propriétés  importantes,  particulières  à 
cette  conique. 

SUS.  Théorème.  Le  centre  des  hauteurs  d'un  triangle 
circonscrit  à  la  parabole  est  toujours  situé  sur  la  directrice. 

Considérons  trois  tangentes  à  la  parabole,  ayant  respecti- 
vement,  pour  équation  : 

Les  coordonnées  du  point  A,,  point  de  concours  des  droites 
T,,  T„  sont,  d'après  ces  équations, 

•*»•  — i^  •  Y«|  —  ""•  — — ^— ^^^—  ^ 

a  m,  m,  2     7n^m^ 

L'équation  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  A,  sur  T, 
est  donc 

Si  nous  cherchons  l'intersection  de  (i)  avec  la  directrice,  il 
faut,  dans  cette  équation,  remplacer  x  par  — -;  nous  avons 

2 


alors 


^  »  —    ^  f,  ^  (''^i  ♦''t  +  ^t  ^'^1  -+-  f^t  ^^t  -H  0- 

2  m^  m,  TTti 
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Le  second  membre  de  celte  égalité  étant  mie  forme  symé- 
trique des  lettres  m.,  m,,  WI3,  nous  voyons  donc  que 
Y,  =r  Yj  zz  Y,  ;  ainsi,  les  trois  hauteurs  du  triangle  A^  A,Â3 
coupent  la  directrice  au  même  point. 

3G9.  Théorème.  Le  cercle  circonscrit  au  triangle  forme 
par  trois  tangentes  quelconques  de  la  parabole  passe  toujours 
par  le  foyer. 

Cette  propriété  est  la  conséquence  géométrique,  tout  à  fail 
immédiate,  des  propriétés  élémentaires  de  la  parabole.  Elle 
résulte,  par  exemple,  de  ce  fait  que  les  pieds  des  perpendi- 
culaires abaissées  du  foyer  sur  les  tangentes  étant  situés  en 
ligne  droite,  les  sommets  d'un  triangle  circonscrit  à  la  para- 
bole, et  le  foyer  de  cette  courbe,  sont  situés  sur  la  même 
circonférence  (réciproque  du  théorème  de  Simson). 


fIXERGIGES 

1.  On  considère  qtmtre  droites  Ai,  Aj,  As,  A4,  qui  se  coupent ,  deux  à  deux: 
soit  Ci  le  cercle  circonscrit  au  triangle  A9  As  A^,  et  soit  wi  son  centre. 

Démontrer  que  les  quatre  points  u}i,  wt,  0)3,  w^,  sont  situés  sur  wi  cercle 
passant  par  le  foyer  de  la  parabole  tangente  aux  droites  données, 

(Théorème  de  Miquel.) 

2.  Vérifier  que  le  foyer  F  de  la  parabole  est  aussi  un  foyer  de  la  décelop' 

pée. 

En  général,  le  foyer  d'une  courbe  est  aussi  un  foyer  de  la  développée. 
En  prenaut  pour  origioe  le  sommet  de  la  développée  A  de  la  parabole  et 
en  exprimant  que  les  deux  équations  : 

admettent  une  solution  double»  on  trouve 

2  • 

Les  deux  tangentes  imaginaires  issues  de  F  à  A,  ont  pour  équation  : 

Y-h.-(x  +  'i):.o.  V-,(x+f)=o. 
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elles  sont  donc  parallèles  aux  directioas  isotropes  du  plau. 
».  Démontrer  que  Vaire  d'un  segment  parabolique  est  les  -  du  triangle  for- 

mé  par  la  corde  k^  et  les  tangentes  aux  extrémités  de  cette  corde. 

On  prendra  la  parabole  rapportée  au  diamètre  conjugué  de  AB  et  à  la 
taugente  parallèle  aAB  et  on  écrit  (leç.  34,  ex.  5)  : 


Sill  ô 
d'où 

S  = -Xi/ Sine. 

4.  Théorème.  Si  une  corde  mobile  AB  détermine  avec  une  parabole  fixe 
un  segment  de  surface  constante,  la  projection  de  AB  sur  la  tangente  au 
sommet,  est  constante. 

«.  Démontrer  que  si  X,  Y  représentent  les  coordonnées  d'un  point  M  pris 
dans  le  plan  de  la  parabole  qui  correspond  à  Inéquation 

y*  —  2pxrzo. 

La  fonction  Y*  —  apX  représente  le  produit  par  2/>,  de  la  distance  du 
point  M  à  la  parabole,  distance  comptée  parallèlement  à  l'axe. 

6.  Démontrer  que  la  parabole,  lieu  des  points  d'oit  l'on  peut  meiier  à  une 
parabole  donnée}?,  deux  normales  rectangulaires ,  est  doublement  tangente  à 
la  parabole  cubique,  développée  de  P. 

1.  Théorème.  Le  diamètre  d'un  point  M,  rejicontrant  la  polaire  de  M  en 
A,  et  la  parabole  en  h,  on  a 

BM  rz  BA. 
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CONSTRUCTION    DES    CONIQUES 


3VO.  Dans  la  première  partie  de  ce  dernier  livre  de  la 
géométrie  plane,  nous  compléterons  les  principes  établis 
jusqu'ici  et  qui  permettent  de  tracer  la  forme  générale  des 
courbes  qui  correspondent  à  une  équation  cartésienne  donnée; 
nous  les  appliquerons  aussi  à  quelques  exemples.  Dans  la 
seconde  partie,  nous  étudierons  les  courbes  dont  l'équation 
est  donnée  en  coordonnées  polaires.  Enfin  une  dernière  leçon 
sera  consacrée  à  légitimer  ce  mot  de  coniques  dont  nous  nous 
sommes  servis  pour  désigner  les  courbes  du  second  degré  : 
nous  ferons  voir  que  ces  courbes  sont  bien  des  sections 
planes  du  cône  droit,  à  base  circulaire,  et  cette  étude  nous 
servira  de  transition  naturelle  pour  passer  à  la  géométrie 
analytique  à  trois  dimensions. 


1.  Pour  ne  pas  étendre,  outre  mesure,  la  rédaction  de  cette  leçon  tout  en 
y  faisant  entrer  les  principaux  problèmes  qu'elle  comporte,  certaines  dé- 
monstrations très  élémentaires  sont  seulement  indiquées.  Le  lecteur  sup- 
pléera facilement  tfUz  lacunes  que  nous  signalons  ici. 
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Nous  nous  occuperons,  d'abord,  de  la  construclion  des  co- 
niques. Le  problème  que  nous  allons  traiter  peut  se  définir 
dans  les  termes  suivants  :  étant  donnée  une  équation  du 
second  degré,  on  suppose  que  la  conique  qu'elle  représente, 
vérifie  un  certain  nombre  de  conditions  élémentaires,  telles 
sont  les  suivantes  :  passer  par  un  point  connu  ;  être  tangente 
à  une  droite  donnée,  etc.  ;et  ton  propose  de  déterminer  les 
éléments  principaux  de  la  courbe  :  le  centre,  les  foyers,  les 
axes,  etc. 

Dans  d^aulres  cas,  ces  conditions  élémentaires  sont  don- 
nées directement  et  en  nombre  suffisant  pour  déterminer  la 
conique. 

A  ce  propos,  nous  dirons  qu'une  condition  géométrique 
imposée  au  tracé  d'une  courbe  est  d'ordre  p,  lorsqu'elle  exige, 
pour  être  remplie,  que  les  coefficients  de  V équation  de  la  courbe 
vétnflent  p  (mais  non  p  +  i)  relations  distinctes. 

Lorsque  p  =  i,  on  dit  aussi  que  la  condition  proposée  est 
simple  ;  elle  est  double,  quand  j»  =  a,  elc.  On  vérifiera  facile- 
ment le  tableau  suivant  qui  énumère  quelques-unes  des  con- 
ditions que  Ton  rencontre  le  plus  ordinairement  dans  le 
tracé  des  coniques. 

La  conique 
Passe  par  un  point  ; 
Est  tangente  à  une  droite; 
A  une  direction  asymptotique  donnée; 
A  ses  directions  principales  données; 
Est  semblable  à  une  conique  donnée  ; 
etc 

La   conique 
A  pour  centre  un  point  donné  ; 

id.     foyer  id.; 

id.     sommet         id.; 
A  une  asymptote  donnée  ; 

id.  directrice       id.; 

id.  tangente  au  sommet  donnée  ; 
Est  homothélique  à  une  coniq ue  donnée; 

De  L.  Tome  U. 


CondiÉlon  simple* 


Condition  double. 


y.\ 
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Une  conique  à  centre  est  déterminée  par  des  conditions 
dont  le  nombre  est  égal  à  cinq  :  la  parabole  exige  seulement 
quatre  conditions. 

Nous  examinerons  d'abord  ce  dernier  cas. 

avi.  Problème  !•  Construire  une  parabole  connais- 
sant quatre  tangentes.  Soient  A,,  A,,  A,,  A^,  quatre  droites 
situées  dans  un  plan,  et  deux  à  deux  concourantes. 

On  peut  circonscrire  un  cercle  C,  au  triangle  A,  A,  A4  ;  on  ob- 
tient ainsi  quatre  circonférences  G,,  C,,  G,,  C4  (*)  qui,  pour  des 


Fig.  143. 

raisons  géométriques  faciles  à  vérifier,  vont  passer  par  le 
même  point  F.  Si  de  F  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les 
droites*  A,  on  obtient  quatre  points  situés  sur  la  même 
droite  6  (TA.  de  Simson). 

Le  point  F  est  le  foyer  de  la  parabole  cherchée  ;  0  est  la 
tangente  au  sommet.  En  abaissant  de  F  une  perpendiculaire 
sur  6,  on  obtient  Taxe  de  la  courbe.  Le  foyer  F,  et  le  som- 
met S,  sont  ainsi  déterminés. 

1 .  Ces  deux  dernières  lignes  ne  sont  pas  tracées  pour  laisser  plus  de 
clarté  à  la  figure. 
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K  Problème  II.  Construire  une  parabole ,  connaissant 
la  tangente  au  sommet  0,  et  deux  tangentes  T,  T'. 

La  droite  T  rencontre  ô  en  un  point  A,  et  ce  point  peut  être 
considéré  comme  la  projeclion  du  foyer,  sur  T.  De  cette  re- 
marque, appliquée  aux  droites  T  et  T',  on  déduit  le  foyer  F. 
En  projetant  F  sur  0,  on  obtient  le  sommet  S. 

893«  Problème  III.  Construire  une  parabole,  connaissant 
lu  tangente  au  sommet,  et  deux  points  situés  dans  la  même 
région. 

Nous  établirons  ici,  à  propos  de  ce  problème,  une  re- 
marque qui  nous  servira  d'ailleurs  dans  d'autres  occasions, 
et  que  nous  énoncerons  ainsi  : 

Iliéorème.  Lorsqu'une  transversale  rencontre  :  i^  la  para- 


a»' 


Fig.  1 54. 

bole  aux  points  M  et  N,  a®  la  tangente  au  sommet  en  U,  3*»  l'axe 
en  A  ;  on  a  iïÂ*  =:  RM  .  RN. 
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Celte  propriété  importante  peut  être  démontrée  très  sim- 
plement par  des  considérations  géométriques  ;  on  peut  aussi 
la  vérifier,  comme  il  suit. 

Soient  (a/,  y')  les  coordonnées  de  M,  (a?^  y")  celles  de  N  ; 
réquation  de  MN  est 

y'  —y" . 
on  a  donc, 

y'— y' 

D'autre  part,  les  relations  : 

y''  —  apo/  =  o,    y"'  —  i^px!'  =r  o, 
donnent,  par  combinaison, 

vY  (y'  -  yl = V  {^y"  -  y'^)- 

On  déduit  de  là, 

—  277 .  OA  =  y'y\ 


ou, 


4P  OA  z^  y'Y\ 


ou,  enfin, 


ÔA'izxVnOP.OO. 
Cette  relation  prouve  que  Ton  a  aussi  : 

KÂ*=:RM.RN. 

Celte  remarque  étant  faite,  en  «effectuant  la  construction 
qu'indique  la  figure,  on  obtient  Taxe  de  la  courbe,  et  la  solu- 
tion du  problème  proposé  se  trouve  ramenée  à  des  construc- 
tions connues. 
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On  remarquera  que  la  propriété  en  question  peut  être 
appliquée  à  un  diamètre  quelconque  et  à  la  tangente  h  l'ex- 
trémité de  ce  diamètre. 

39ift.  Problème  IV.  Construire  une  parabole  y  connaissant 
la  directrice  D,  et  deux  points  A,B. 

Le  foyer  se  détermine  en  décrivant  des  circonférences  ayant 
pour  centres  les  points  A  et  B  et  pour  rayons  les  distances  de 
ces  points  à  D  ('). 

89&*  Problème  W.  Construire  une  parabole^  connaissant 
la  directrice  D,  et  deux  tangentes  T  etT. 

Considérons  Tune  de  ces  tangentes,  T  par  exemple.  Elle 
rencontre  D  en  un  point  A  et  soit  T,  la  semi-droite  qui,  par- 
lant de  A,  fait  avec  D  un  angle  aigu  a.  En  faisant  tou'^ner 
celte  semi-tangente  autour  *de  A,  d'un  angle  a,  mais  dans  le 
sens  de  rotation  qui  Téloigne  de  la  partie  considérée  sur  la 
directrice,  on  a  une  droite  passant  par  le  foyer. 

La  tangente  T  donne,  en  appliquant  cette  construction,  une 
seconde  droite  passant  par  le  foyer.  Ce  point  se  trouve  donc 
bien  déterminé. 

SV©,  Problème  VI.  Construire  une  parabole,  connais- 
»ant  le  foyer  F,  et  deux  points  M,  N.  On  remarquera  que  la 
directrice  est  une  tangente  commune  aux  deux  circonférences 
décrites,  des  points  M  et  N  comme  centres,  avec  MF  et  NF  pour 
rayons. 

899.  Problème  VII.  Construire  une  parabole,  connais- 
mnt  le  foyer,  et  deux  tangeîites  T,  T'.  En  abaissant,  du  point 
donné,  des  perpendiculaires  sur  T  et  T,  la  droite  qui  joint  les 
pieds  de  ces  perpendiculaires  est  la  tangente  au  sommet. 

BHH.  Problème  VIII.  Construire  une  parabole,  connais- 
sant Taxe,  et  deux  points.  Soit  xx!  Taxe  donné  (fig.  «44),  et 
soient  M  et  N  les  points  par  lesquels  doit  passer  la  parabole 


1.  Ce  problème,  et  quelques-uns  de  ceux  qui  suivent,  exigeraient  une 
discussion  :  mais,  pour  le  motif  déjà  donné^  nous  la  passons  sous  silence 
eUe  lecteur  la  rétablira  sans  difficulté. 
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que  Ton  veut  construire.  Si  Ton  projette  les  points  M  et  N  sur 
xx'  et  si  0  est  le  sommet  inconnu  nous  avons  montré  C§  373) 
que  Ton  avait 

ÔÂ"  =  OP.  OQ. 

D'après  cela,  si  on  détermine  le  point  A',  conjugué  harmo- 
nique de  A,  par  rapport  aux  points  P,  Q,  on  peut  dire  que  0 

est  le  milieu  de  AA'. 

SK9,  Problème  IX.  Construire  une  parabole^  connais- 


•z*^ 


Fig.  145. 

sant  Taxe  xxfy  et  deux  tangentes  RA,  RB. 

Projetons  le  point  R  sur  xx\  nous  allons  démontrer  que 
Ton  a 

ÔH*  =  OA  .  OB. 
En  effet,  le  faisceau  des  tangentes  RA,  RB,  a  pour  équation  : 

{y'  —  ipx)  [yl  —  9.px^)  z=  {yy^  — px  —px^)*. 

En  faisant  y  =  0,  nous  obtenons  une  équation  du  second 
degré  en  a?, 
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équation  dont  les  racines  sont  OA  et  OB.  Nous  avons  donc 

OA.OBzrrcJ 


ou 


OA.OBziOH. 


Ainsi,  en  prenant  le  point  H',  conjugué  harmonique  de  II 
par  rapport  aux  points  A  et  B,  le  sommet  de  la  parabole  est 
situé  au  milieu  de  HH'. 


K   Problème  X.  Construire  une  parabole^  cannais- 
sant  quatre  points. 

Examinons  d'abord  le  cas  particulier  où  la  figure  formée 
par  les  quatre  points  donnés  A,  B,  G,  D,  est  un  trapèze. 


Fig.  i46. 

Imaginons  une  parabole  passant  par  ces  points  et  prenons 
pour  axes  de  coordonnées  le  diamètre  conjugué  des  cordes 
AB,  CD,  et  la  tangente  à  Texlrémité  de  ce  diamètre. 
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LMquation  de  la  parabole  est  alors 

et  la  droite  AC,  considérée  comme  polaire  du  point  M,  a  po<ir 

équation 

PY=p'(X-+-a). 

Les  droites  AC  et  BD  se  coupent  sur  OX,  on  un  point  K  ;  les 
droites  AD  et  BC,  elles  aussi,  se  croisent  sur  OX,  au  point  If. 

La  droite  MH,  pour  des  raisons  connues,  est  la  polaire  du 

« 

point  K  ;  elle  est  donc  parallèle  à  OY.  D'autre  part,  l'équation 
précédente  étant  vérifiée  pour  Y  =  o  et  pour  X  =  —  a ,  on  voîl 
que  OK  =  OH. 

Ainsi  le  point  0  est  le  milieu  de  KH  et,  si  l'on  prend 
or  =  01,  les  droites  TA,  VR  seront  les  tangentes  à  la  para- 
bole. 

On  peut  déterminer  de  même  les  tangentes  aux  points  C  et 
D,  et  ramener  ainsi  la  question  à  celle  qui  a  été  traitée  plus 
haut  (problème  I).  On  peut  aussi  déterminer  le  foyer,  et  par 
suite  la  tangente  au  sommet,  au  moyen  des  seules  tangentes 
l'A,  TB.  En  effet,  le  foyer  est  à  l'intersection  d'un  cercle  mené 
par  r  et  B,  tangentiellement  à  TA;  et  d'un  second  cercle 
mené  par  l'et  A,  tangentiellement  à  l'B. 

Considérons  maintenant  le  cas  général  et  supposons  que  les 
quatre  points  A,  B,  C,  D  soient  quelconques.  Joignons  AB  et 
CD,  ces  droites  se  rencontrent  en  un  point  0.  S'il  arrive  que 
les  points  A  et  B  soient  situés  du  même  côté  par  rapport  à  0, 
et  les  points  C  et  D  de  côtés  différents,  le  problème  est  évi- 
demment impossible.  Dans  le  cas  où  les  points  A  et  B,  d'une 
part,  G  et  D,  d'autre  part,  sont  situés  de  côtés  différents  par 
rapport  à  0,  en  prenant  les  droites  AC  et  BD,  ou  encore  AD 
et  BC,  on  obtiendra  un  système  de  deux  droites  concourantes 
et  telles  que  les  points  donnés  soient  situés  du  même  côté 
par  rapport  au  point  de  concours. 

Prenons  pour  axes  de  coordonnées  les  droites  OAB,  OCD 
et  posons  : 

OA  =  a,    0B  =  6;    OCzrc,    ODzic?.    (a,6,c,d>o). 
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L^équation  générale  des  coniques  coupant  les  axes  aux 
points  A,  B,  C,  D  est  (*)  (g  ai5), 


ab  abcd 


+&-^(-:+j)-»a-î)+'=- 


Pour  que  cette  équation  représente  une  parabole,  il  faut 
prendre  X  =  i ,  ou  X  =:  —  i .  Le  problème  comporte  deux  solu- 
tions et  Ton  peut  trouver  celles-ci  de  la  manière  suivante. 


Fig.147. 

D'après  Téquation  (1),  le  diamètre  qui  passe  par  0  a  pour 
équation, 

X  _^   y, 

La  construction  indiquée  par  la  figure  prouve  que  OM  est 
la  droite  qui  correspond  à  l'équation  (1). 


(^) 


(X  =  i). 


1.  Nous  remplaçons,  dans  l'équation  du  paragraphe  345,  le  paramètre  X 

par  .  Cette  légère  transformation  simplifie  un  peu  l'écriture. 

abcd 
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En  menant  par  le  point  B  une  parallèle  à  AC,  et  en  prenant 
RB'  =:  RB,  B'  est  un  point  de  la  parabole. 

On  est  donc  ramené  au  cas  particulier  que  nous  avons  dV 
bord  examiné. 

Si  l'on  observe  que,  dans  le  cas  où  les  droites  AB  et  CD  sont 
parallèles,  le  faisceau  de  ces  deux  droites  constitue  une  para- 
bole aplatie  passant  par  les  points  donnés,  on  comprend 
pourquoi  le  problème,  qui  est  du  second  degré  dans  le  cas 
général,  se  réduit  au  premier  degré,  dans  le  cas  particulier 
signalé. 

381 .  Problème  XI.  Construire  une  parabole  y  connais- 
sant deux  points  A,  B  et  deux  tangentes  T,  T. 

Supposons  le  problème  résolu.  Soit  P  la  parabole  cherchée 


Fig.  i48. 

qui  touche  les  droites  T,  T'  aux  points  D,  D'  ;  sî  Ton  joint  0 
au  milieu  H  de  DD',  la  droite  OZ  ainsi  obtenue  est  un  dia- 
mètre de  P.  Par  les  points  D,  D',  menons  des  parallèles  à  OZ 
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jusqu^à  leur  rencontre  avec  AB  ;  nous  avons,  par  une  pro- 
priété établie  plus  haut  (§  373), 


/i 


MC  =MA.MB,    et    M'C   =M'A.M'B. 

Supposons  que  les  droites  T  et  T'  ne  coupent  pas  le  seg- 
ment AB. 

En  décrivant  sur  AB  un  demi-cercle  et  en  lui  menant  des 
tangentes  par  les  points  M,M'  nous  pouvons  déterminer  les 
longueurs  MC,  M'C.  Remarquons  aussi  que  OZ  passe  par  le 
milieu  K  de  CC,  la  droite  OZ  se  trouve  donc  déterminée.  La 
suite  n'offre  plus  aucune  difficulté. 

Comme  l'on  peut  porter  MC  et  M'C  dans  un  sens  ou  dans 
Tautre,  on  a  quatre  points  qui,  combinés  deux  à  deux,  don- 
nent quatre  droites  OZ.  Le  problème  que  nous  venons  de 
traiter  a,  en  effet,  comme  celui  qui  suit,  quatre  solutions. 

889.  Problème  XT.  Construire  une  parabole^  connais- 
sant  (rois  points  A,  B,  C  et  une  tangente  T. 

Soient  (fig.  149)  A,  B,  C  les  trois  points  donnés  situés  dans 
la  même  région  par  rapport  à  T.  Le  théorème  déjà  rappelé 
donne  la  relation 

JyC"'  =  C'A.  C'B. 

En  décrivant  sur  AB  comme  diamètre  une  demi-circonfé- 
rence, et  en  lui  menant  par  le  point  C  une  tangente,  on 
aura  la  longueur  CC.  Le  point  C  se  trouve  ainsi  déterminé. 
On  obtient  de  même  les  points  A'  et  B',  et  la  direction  des 
diamètres  est  la  droite  A'B'C,  ainsi  construite.  On  doit  ob- 
server que  les  points  A'B'C,  déterminés  comme  il  vient  d'être 
dit,  sont  au  nombre  de  six.  Mais  ils  sont,  pour  des  raisons 
géométriques  faciles  à  donner,  trois  à  trois  en  ligne  droite; 
ils  forment  donc  un  quadrilatère  complet,  et  le  problème  en 
question  admet  quatre  solutions  en  prenant,  successivement, 
les  quatre  côtes  de  ce  quadrilatère  pour  la  direction  des  dia- 
mètres. 

Nous  allons  maintenant  examiner  quelques  problèmes  ana- 
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logues  à  ceux  que  nous  venons  de  traiter,  mais  en  supposant 
que  la  conique  considérée  admette  un  centre. 


Fig.  149. 

888.  Problème  XIII.  Construire  une  conique  connais- 
sant trois  points  A,  B,  G  ;  et  le  centre  0. 

Soit  I  le  milieu  de  BC  ;  la  droite  01  rencontre  AB  en  P,  etBC 
en  Q.  La  polaire  de  P  passe  par  le  point  Q,  et  si  Ton  désigne 
par  H,  l'extrémité  du  diamètre  conjugué  des  cordes  parallèles 
à  BC,  on  a 

m  =  OQ.OP. 

Par  le  point  H,  menons  une  parallèle  à  BC  et  traçons  par  le 
point  0  i«  une  droite  OM  passant  par  le  milieu  de  AB  ;  «•  une 
droite  ON  parallèle  à  AB  ;  OM  et  ON  représentent  deux  dia- 
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mètres  conjugués  et  si  OH'  représente  le  diamètre  corgugué 
de  OH,  nous  avons  (§  3i3) 

ôh'*=mh.nh. 

En  résumé,  nous  connaissons,  en  grandeur  et  en  direction, 
deux  diamètres  conjugués  de  la  conique,  et  nous  pouvons  con- 
sidérer le  problème  proposé  comme  complètement  résolu 
(8  3i4). 


Fig.  i5o. 


[,  Problème  HLMW.  Construire  une  conique  connais- 
sant  trois  tangentes  et  le  ceyitre  0. 

Soit  ABC  le  triangle  formé  par  les  trois  droites  données  ; 
si,  par  le  point  0,  on  trace  OM  parallèle  à  AC,  et  ON  parallèle 
à  AB,  la  droite  OA  partage  en  deux  parties  égales  la  droite 
MN.  Ou  peut  conclure  de  cette  remarque  que  la  droite  qui 
joint  les  points  de  contact  inconnus  de  AB  et  de  AC  avec  la 
conique  cherchée,  est  parallèle  à  MN  (§  261). 

En  appliquant  cette  remarque,  successivement,  aux  som* 
mels  A,  B,  Cj  on  voit  que  la  détermination  des  points  de  conta  cl 
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s*obtient  en  résolvant  ce  problème  élémentaire  :  inscrire^  éam 
un  triangle  donné,  un  triangle  dont  les  côtés  soient  parallèUt 
à  des  directions  données. 


Fig.  i5i. 

On  est  ainsi  ramené  au  problème  précédent. 

885.  Problème  %W.  Construire  une  conique  connaissant 
cinq  points  (A,  B,  C,  D,  E). 

On  peut  d'abord  construire  la  conique^  point  par  point,  en 
appliquant  le  théorème  de  Pascal.  Mais  nous  voulons  indiquer, 

A. 


Fig.  ]5j. 

particulièrement,  comment  on  peut  déterminer  le  centre  de 
la  courbe. 
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Soit  menée  par  le  point  A  une  parallèle  à  CD,  et  soit  M  le 
point  inconnu  où  elle  rencontre  F.  Le  théorème  de  Pascal 
prouve  que  la  droite  PQ  est  parallèle  aux  cordes  CD  etAM. 
Le  point  P  étant  connu,  on  voit  comment  on  peut  déterminer 
M,  et,  en  général,  le  point  de  rencontre  de  F  avec  une  trans- 
versale quelconque  menée  par  A.  Si  Ton  joint  les  milieux  I,  J, 
des  cordes  CD,  AM,  on  a  une  droite  qui  passe  par  le  centre. 
Cette  construction  repétée  une  seconde  fois  (au  point  B,  par 
exemple)  donnera  un  second  diamètre,  et  le  centre  se  trouvera 
ainsi  déterminé. 

Nous  indiquerons  encore  comment  on  trouve  la  tangente 
en  un  point  de  la  conique  déterminée  par  cinq  points. 


t 


^^-A 


\ 

E  T 

Fig.  1Ô3. 

Soit  A  un  point  d'une  conique  F,  dont  on  connaît  quatre 
autres  points  B,  C,  D,  E  ;  supposons  le  problème  résolu^  et 
soit  TT'  la  tangente  à  F,  au  point  A.  Si  Ton  considère  l'hexa- 
gone inscrit  dont  le  premier  côté  est  la  tangente  TT',  on 
voit,  par  application  du  théorème  de  Pascal,  que  la  tangente 
TT'  passe  par  le  point  de  rencontre  du  côté  CD  avec  la 
droite  connue  A  ;  par  suite  TT'  est  déterminée. 

88G.  Problème  X¥I.  Construire  une  conique^  F  con- 
naissant  cinq  tangentes. 

En  appliquant  le  théorème  de  Brianchon  au  pentagone 
ÀBCDE  et  en  considérant^  à  cet  effet,  la  tangente  CD  comme 
tine  droite  double,  constituant  Tensemble  de  deux  tangentes 

coïncidentes  issues  du  point  de  contact  de  CD  et  de  F,  on 
voit  que  ce  point  A'  est  déterminé,  comme  l'indique  la  figure. 
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On  peut  trouver  ainsi  les  cinq  points  de  contact,  et  il  est 
possible  de  déterminer  le  centre  de  F  comme  nous  rayons 
expliqué  tout  à  l'heure.  On  peut  aussi  observer  qu'après 


Fig.  154. 

avoir  trouvé  les  points  de  contact  A',  E'  le  centre  de  T  se 
trouve  sur  la  droite  CZ  qui  va,  du  point  C,  au  milieu  M  de 
A'E'. 

Enfin,  nous  signalons,  aux  exercices  4  et  5  de  cette  leçon, 
une  solution  des  problèmes  XV  et  XVI  basée  sur  la  considé- 
ration des  points  et  des  transversales  réciproques. 


EXERCICES 

f .  Construire  une  hyperbole  contiaissant  trois  points  Â,  B,  C,  et  une 
asymptote  A. 

Go  remarquera  que  la  pecoude  asymptote  est  la  transversale  réciproque  de 
A,  par  rapport  au  triougle  ABC. 

S.  On  considère  un  triangle  rectangle  AOB  ;  soit  M  urt  point  mobile  sur 
l'hypoténuse,  on  joint  CM  et  au  milieu  de  cette  droite  on  élève  une  perpen- 
diculaire (fui  rencontre  la  parallèle  menée  par  M  à  OB,  en  un  point  I  ; 
trouver  le  lieu  décrit  par  ce  point  I. 
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Eu  prenanl  OÂ  pour  axe  des  x,  et  OB  pour  axe  des  ^  ;  à  la  droite  AB 
qui  a  pour  équation  : 

•         •  • 

« 

—\ 1  =  0, 

P      Q 

on  fait  correspondre  une  hyperbole  H.  On  trouvera  que  cette  hyperbole 
coupe  ox  en  deux  points  qui  sont  les  projections,  sur  cette  droite,  des 
bissectrices  en  Ot  On  trouve  aussi  que  H  passe  par  le  milieu  de  OB  et  que 
la  paral](>le  menée  par  A  à  OBest  une  asymptote.  On  peut  alors  appliquer 
les  résaltats  de  l'exercice  précédent. 

8»  Construire  une  htjperbole  équilatère  H  connaissant  quatre  points 
A,  B,  C,  D. 

Les  cercles  des  neuf  points  des  triangles  ABC,  ABD,  BCD,  ACD  concou» 
rent  en  un  point  0  qui  est  le  centre  de  H.  Si  l'on  prend  le  milieu  «o  de  AB 
et  si  de  a>  comme  centre,  avec  coO  pour  rayon  on  décrit  un  cercle,  il  ren- 
contre AB  aux  points  T,  T^  ;  OT  et  OT'  sont  les  asymptotes. 

Cette  construction  est  en  défaut  quand  on  donne  pour  le  quatrième 
point  D,  le  centre  des  hauteurs  du  triangle  formé  par  les  trois  autres 
points  A,  B,  G.  Dans  ce  cas  les  quatre  cercles  des  neuf  points  coïncident 
et  l'on  s'explique  facilement  cette  indétermination  en  observant  que  toute 
hyperbole  équilatère  passant  par  trois  points  passe  aussi  par  le  centre 
des  hauteurs  du  triangle. 

4.  On  considère  un  triangle  ABC  et  un  point  fixe  M  ;  autour  de  M,  on 
fait  tourner  une  transversale  A  et  Von  prend  la  transversale  réciproque  A' 
[%  i8).  Déûiontrer  j*  que  Af  enveloppe  une  conique  |i,  a°  que  le  centre  0  de 
cette  conique,  le  point  G,  centre  de  gravité  du  triangle  ABC,  et  le  point  M 
sont  en  ligne  droite  :  3»  que  Von  a  aOG  =  GM. 

Déduire  de  cette  remarque  une  solution  du  problème  XVI  de  cette  leçon. 

5.  Soit  ABC  un  triangle  et  soit  M  un  point  dans  son  plan  ;  on  joint  AM, 
celte  droite  rencontre  BC  en  un  point  A'  et  Von  prend  le  point  k'f  symé- 
trique de  A',  par  rapport  au  milieu  de  BC. 

les  trois  droites  kk'^,  BB'',  CC"  ainsi  construites  concourent  en  un  point 
M'. 

Appelons  points  réelproqnes  les  points  M,  M',  qui  se  correspondent 
daprès  la  loi  géométrique  que  nous  venons  d'énoncer,  et  qui^  en  effett  sont 
tels  que  si  M'  correspond  à  M,  réciproquement  M  correspond  d  M'. 

Cette  définition  étant  donnée,  on  suppose  que  M  soit  mobile  sur  u?ie  droite 
A,  démontrer  i»  que  la  réciproque  M'  décrit  une  conique  A'  cirvonscrile  au 
triangle  de  référence  ABC.  2° que  les  tangentes  à  1' ,  rencontrent  les  côtés  du 
triangle  ABC  en  trois  points  qui  appartiennent  à  la  transversale  réciproque 
de  A,  S"  que  si  Von  considère  la  conique  y  qui  est  inscrite  au  triangle  ABC, 
ûux  points  A",  B^C^,  le  centre  (i>  de  y,  le  centre  de  gravité  G  de  AhC  et  le 
point  M  sont  trois  points  en  ligne  droite;  ^o  que  Von  a  :  awG  =  GM. 

Déduire  de  ces  propriétés  diverses  une  solution  du  problème  XV  de  cette 
leçon. 

La  solution  des  problèmes  XV  et  XVI  résulte  très  simplement  des  théo' 
De  L.  Tome  U.  '  34 
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rèmes  qae  nous  venons  d*énoncer  dans  cet  exercice  et  dans  rexerâee 
précédent. 

Si  l'on  a  cinq  tangentes  ;  on  peut  en  considérer  trois  qui  forment  un  triangle 
ABC  ;  il  reste  deux  droites  et  Ton  prend  leurs  transversales  réciproques  psr 
rapport  à  ABC.  Ces  transversales  se  coupent  en  un  point  M.  On  obtient 
autant  de  taogentes  que  l'on  veut  en  prenant  lo  des  transversales  passant 
par  M,  3®  leurs  transversales  réciproques.  Enfin  le  centre  s*obtient  eo 
joignant  le  point  M  au  centre  de  gravité  de  ABC  et  en  prolongeant  cette 
droite  d'une  longueur  moitié  moindre. 

Si  l'on  donne  cinq  points  :  on  prend  trois  d'entre  eux  pour  former  le 
triangle  de  référence  ABC.  Puis  on  considère  les  deux  autres  points  D,  £ 
et  Ton  prend  leurs  réciproques  D',E'.  En  prenant  un  point  M 'quelconque 
sur  DŒ',  le  point  réciproque  M  appartient  à  la  conique  considérée  F.  Les 
tangentes  à  F  aux  points  A,  B,  C  se  déterminent  immédiatement  en 
prenant  la  transversale  réciproque  de  D'E'  et  en  joignant  les  points  oà 
elle  rencontre  les  côtés  du  triangle  ABC,  aux  sommets  de  ce  triangle.  Con- 
naissant trois  tangentes  et  les  points  de  contact,  le  centre  se  tfouve 
déterminé  par  l'application  d'une  propriété  connue  (§  261). 
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CONSTRUCTION  DES  COURBES.  (Coordonnées 

Cartésiennes.) 

Nous  abordons  maintenant  le  problème  suivant  :  étant 
donnée j  en  coordonnées  cartésiennes ^V équation  d'une  courbe; 
indiquer^  par  un  tracée  la  forme  générale  de  cette  courbe 
et  ses  principales  singularités. 

Quelques  exemples  feroht  comprendre,  mieux  que  des 
aperçus  généraux,  comment  on  traite  ce  problème,  dans  les 
cas  simples  où  il  se  présente  ordinairement. 

L*équation  de  la  courbe  proposée  étant 

f{x,y)zzo, 

il  peut  arriver  :  i®  que  f  soit  une  forme  entière,  résoluble 
par  rapport  à  Tune  des  variables;  2°  que  f  soit  une  forme 
entière,  non  résoluble;  3°  enfin  que  /*  représente  une  forme 
irrationnelle  et  même  une  forme  transcendante.  Nous  exa- 
minerons successivement  ces  différentes  hypothèses. 

SSlf.  Premier  eas.  {Équation  résoluble.) 

On  considère  un  cercle  A  et  un  diamètre  fixe  OA  ;  sur  A 
on  prend  un  point  mobile  M  et  après  avoir  mené  par  G  une 
perpendiculaire  à  OA,  on  prend  :  MI  :=.  Ml'  iz  CM  ;  trouver  le 
lieu  U  décrit  par  les  points  I  et  V. 

Cherchons  d'abord  l'équation  polaire  de  U  ;  et  remarquons, 
à  cet  effet,  que  01  est  la  bissectrice  de  MOA» 

Nous  avons  donc 

01  =  /*  =  2OM  cos  w,    et    OM  zzd  cos  aw. 


G12 
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Ainsi  réquation  cherchée  est 

fzz  acf  cosa>cos  aw, 
ou,  en  coordonnées  carlésiennes, 

(A)    (x*  +  2/7  =  2rfx(a;*-y'). 

Celte  équation  développée,  et  ordonnée  par  rapport  i  ^*, 
peut  s'écrire  : 

(A,)    y*  -h  ^]tx (x  -h cf)  -h x^  (x—  îrf)  rr  o. 


On  a  d'abord, 


X  —  2d>  o, 


et  si  Ton  prend  AB  =z  OA,  la  courbe  est  située  toute  entière 
à  la  gauche  de  DD'. 
D'autre  part,  on  doit  avoir 


ou, 


4a;-|-d>  u. 


Fig.  i55. 


OA 


Si  Ton  prend  OC  =  -r-  la  courbe  U  est  située  a  la  droite 

4  ' 
de  EE'. 

D'après  la  construction  qui  donne  le  point  I>  on  peut  soup- 
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çonner  que  U  est  renfermée  entre  les  deux  droites  DE,  D'E'; 
et  Ton  vérifie,  en  effet,  que  Téqualion  peut  se  mettre  sous  la 
forme  : 

(A.)     (î/*  —  R«)  {x^-hix  -h  R)'  }  -4-  (a:'  -  ^Rx  -  R^  =  o. 
On  doit  donc  avoir 

2/*-R'<o, 

et  les  droites  DE,  D'E'  sont  doublement  tangentes  à  la  qnar- 
tique  que  nous  étudions,  aux  points  t  et  2,  obtenus  en  décri- 
vant un  demi- cercle  du  point  P,  comme  centre,  avec  PO  pour 
rayon. 

R 
Pour  toute  valeur  de  x,  comprise  entre et  0,  Téqua- 

tion  (À,)  admet  quatre  racines  réelles;  elle  n*en  a  plus  que 
deux,  pour  les  valeurs  de  x  qui  varient  entre  0  et  4R. 

L'origine  est  un  point  triple;  les  tangentes  en  ce  point 
sont  :  1®  les  bissectrices  GP^  OP';  s©  Taxe  Oy. 

La  rencontre  de  U  avec  A,  a  lieu  en  F,  OGFA  étant  le 
demi-hexagone  régulier  inscrit  dans  le  demi- cercle  OPA.  Ce 
résultat  se  vérifie  facilement,  en  supposant  que  le  point  M  est 
placé  en  G. 

Le  point  3,  point  de  contact  de  U  avec  EE',  se  trouve  placé 
précisément  sur  FG.  On  le  reconnaît,  d*abord,  en  faisant 

R 

xzz , 

dans  (A)  ;  on  le  voit  aussi  en  appliquant  la  remarque  géné- 
rale que  nous  allons  faire  pour  tracer  une  tangente  quel- 
conque à  la  courbe  U. 

A  cet  effet,  considérons  une  transformation  de  figures 
planes,  d'après  la  loi  suivante. 

Soient  Ô  un  point  fixe,  et  M  un  point  quelconque;  on  joint 
CM  et  par  M  on  mène  une  droite  M\t.  égale  à  OM  et  parallèle 


Mi 
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à  une  direction  fixe  ox.  Lorsque  le  point  M  décrit  une  figure 
^  ix  décrit  une  figure  correspondante  9.  Telle  est  la  trans- 
formation que  nous  imaginons,  et  Ton  voit  que  la  quartiqae 
que  nous  venons  de  construire  est,  dans  cet  ordre  d'idées, 
la  transformée  du  cercle  A. 


o  ">r 


Fig.  i56. 

Si  nous  prenons  sur  /  un  point  N  et  si  nous  construisons 

le  point  correspondant  v,  les  triangles  semblables  RMi^,  RNv, 
donnent  : 

RM_M|x 
RN  ■"  Nv' 


1 


ou, 


RM_OM 
RN  "^  ON  ' 


D'après  celte  remarque,  OR  est  donc  la  bissectrice  exté- 
rieure du  triangle  MON. 

Si  nous  observons  maintenant  que  OR  est  perpendiciilaire 
sur  la  bissectrice  extérieure  et  si  nous  supposons  que  les 
points  M,  N  viennent  se  confondre,  nous  voyons  que  la  tan- 
gente en  jx,  à  la  courbe  ®,  passe  par  le  point  qui  est  commun 
à  la  tangente  en  M  à  la  courbe  donnée  /*,  et  à  la  perpendicu- 
laire élevée  au  point  0  au  rayon  vecteur  OM. 

C'est  en  nous  appuyant  sur  cette  remarque  qu'après  avoir 
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élevé  O't,  perpendiculairement  à  OM,  nous  avons  conslruit 
les  tangentes  TI,  TI'  (fig.  i55)  (*). 


.  Deuxième  cas.  (Equation  non  résoluble.) 

MÉTHODE  PAR  RÉGIONS.  LoFsqu'une  équation  n'est  résoluble 
ni  par  rapport  à  x,  ni  par  rapport  à  y^  sa  discussion  offre, 
ordinairement,  quelque  difficulté.  Après  avoir  déterminé, 
quand  la  chose  est  possible,  ses  asymptotes,  ainsi  que  ses 
points  et  ses  tangentes  remarquables,  on  peut,  le  plus  souvent, 
concevoir  une  idée  asse^  exacte  de  la  forme  de  la  courbe  qui 
correspond  à  lequation  proposée,  en  appliquant  la  méthode 
par  régions  qui  repose  sur  un  principe  que  nous  allons  déve- 
lopper d'abord. 

Soit, 

(0    f(x,y)zzo, 

réquation  donnée  ;  supposons  que  nous  ayons 

L'équation  (i)  ne  peut  être  vérifiée  par  les  coordonnées 
x'.y\  d'un  point  M,  que  si  les  deux  produits  : 

ont  le  même  signe. 


I.  La  formule  : 

^       fy 

prouve  que  Von  peut  construire,  ayec  la  règle  et  le  compas,  la  tangente 
en  un  point  d'une  courbe,  lors((ue  celle-ci  correspond  à  une  équation  ra- 
tionnelle /(jp,y)  =  o.  Mais  il  est  toujours  sous-entendu,  quand  on  traite  le 
problème  de  la  construction  de  la  tangente,  que  Ton  cherche  une  solution 
simple  et  qui  dépende  de  considérations  particulières.  Chasles  a  indiqué 
[Aperçu  historique,  p.  221)  une  construction  des  tangentes  à  une  courbe 
d'un  degré  quelconque.  (V.  Ezc.  a,  de  cette  leçon.) 
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Cette  remarque  évidente  étant  faite,  construisons  les  ooor- 
bes  Vi.V^y...  Vh  ;  V„  V,, ...  V,- .  qui  ont  pour  équation,  res- 
pectivement, 

F,  =0,  P^zro, ...  Vh  =o;   Q,  =o,  Q,  =  o,  ...  Qi  ==  o, 

ces  courbes  U  et  V  formeront,  dans  le  plan  où  nous  voulons 
construire  f,  une  sorte  de  réseau  donnant  la  séparation  de 
ce  plan  en  régions.  Imaginons  alors  un  espace  E,  limité  par  ce 
réseau;  si  les  coordonnées  a/  eiy'y  d'un  point  pris  dans  cet 
espace,  donnent 

(3)    P\P\...P'a  .  0',Q',...0'.<o 

nous  pourrons  couvrir  l'espace  E  de  hachures,  pour  marquer 
que  la  courbe  n*a  aucun  bras  dans  cet  espace. 

Quand  on  a  ainsi  déterminé  un  des  espaces  où  ne  pénètre 
pas  la  courbe,  on  trouve  tous  les  espaces  E,  qui  jouissent 
de  la  même  propriété,  en  parcourant  le  plan,  après  avoir 
pris  pour  point  de  départ  un  point  de  E,  et,  en  notant,  comme 
espace  analogue  à  E,  tous  ceux  que  Ton  obtient  après  avoir 
coupé  les  lignes  du  réseau  un  nombre  pair  de  fois. 

En  effet,  la  fonction 

P.P.  ...  Pa.Q.Oi  ...  Qh, 

change  de  signe  toutes  les  fois  que  Ton  franchit  une  des 
lignes  du  réseau  ;  elle  passe  ainsi  successivement  du  positif 
au  négatif,  ou  inversement;  par  conséquent,  tous  les  espaces 
E  sont  tels  que  l'inégalité  (3)  soit  vérifiée  par  les  coor- 
données d*un  point  quelconque  de  ces  régions  ;  aucun  bras 
de  la  courbe  ne  peut  exister  dans  leur  intérieur. 

On  remarquera  que  cette  démonstration  repose  sur  la 
continuité  des  fonctions  P  et  Q  ;  par  suite,  des  points  ùoléi 
peuvent  exister  dans  les  régions  E. 

On  doit  aussi  observer  que  la  démonstration  précédente 
subsiste,  quand  les  facteurs  P  et  Q  sont  affectés  d'expo- 
sants impairs;  mais  si  Tun  deux  a  un  exposant  pair,  la 
courbe  qui  lui  correspond  ne  doit  pas  fiaiir^  partie  du  réseau. 


coNsmuoriON  des  courbes  su 

r  exemple.  Nous  oUons  appliquer  celle  mé- 
Ihode  à  deux  équations  et  nous  choisirons,  comme  première 
application,  \e  folium  de  Descaries,  dont  nous  avons  déjà  parlé 
(§69). 
L'équation  de  celle  courbe  est  (en  supposant  azzi), 

(F)    x'-\-y*^3xy  =  o. 

Cette  équation  met  en  évidence  une  première  séparation 
du  plan  en  régions  au  moyen  des  axes  el  de  la  seconde 


bissectrice  AA'.  Mais  on  obtient  une  autre  séparation  en 
remarquant  que  l'on  a 

{x-\-y'—^xy{x-i-y+t)^x!'-i~y'—3xy. 
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et  Ton  peut  adjoindre  aux  droites  déjà  signalées,  la  droite 
BB'  qui  a  pour  équation 

cette  droite  BB',  comme  on  le  vérifie  sans  peine,  est  Tasymp- 

tote  réelle  du  Folium. 

La  première   bissectrice  est  un  axe  de   symétrie  de  h 

courbe,  et  les  coordonnées  du  sommet  sont  égales.  Tune  et 

3 
l'autre,  à  - . 

2 

L*origine  est  un  nœud  ;  les  tangentes  en  ce  point  sont  les 
axes  de  coordonnées. 

La  tangente  parallèle  à  oy  s'obtient  en  considérant  les 
deux  équations  simultanées  : 

(0    f{x,y)-x''hy''-^xy=io, 

(^)    \ry{^^y)  =  y'—^=^' 

On  déduit  de  ces  équations,  d'abord  : 

(3)    a:*-ay=:o; 

puis, 

x*  +  y*  —  a?  —  2y  =  o, 

et, 

xy  -=.  2. 

Le  point  C  est  donc,  comnfe  l'indique  la  figure,  à  ^inte^ 
section  du  cercle  A  et  de  Thyperbole  équilatère  H. 

On  voit  de  même  que  le  point  C,  point  où  la  tangente 
au  folium  est  parallèle  à  Ox,  est  situé  sur  cette  même  hyper- 
bole H  et  sur  le  cercle  A^  La  détermination  des  points  C 
et  C  n'est  pas  un  problème  quadratique,  il  ne  peut  se  ré- 
soudre par  le  seul  moyen  de  la  règle  et  du  compas.  On 
trouve,  en  effet,  en  résolvant  les  équations  (2)  et  (3)  que 
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Tabcisse  de  C  esl  égale  à  ^^"4"  ;  cette  valeur  n'est  pas  sus- 
ceptible d'une  construclion  quadratique. 

Parmi  les  points  remarquables  du  folium  il  faut  citer,  tout 
particulièrement,  ceux  pour  lesquels  la  tangente  est  paral- 
lèle à  Taxe  de  la  courbe.  Nous  allons  montrer  que  la  déter- 
mination de  ces  points  peut  se  faire  parla  règle  et  le  compas. 

Considérons,  à  cet  effet,  les  équations  simultanées  : 


OU, 


et, 


(4)    ir'f  y^  —  ^xy^o. 


(.5)    a;'  -4- y*  —  r  —  y  —  o. 


Celle-ci  nous  apprend  déjà  que  les  points  cherchés  sont 
situés  sur  le  cercle  A''. 

Combinons  maintenant  les  équations  (4)  et  (5)^  de  façon  à 
obtenir  Téquation  qui  représente  le  faisceau  des  droites  qui 
joignent  Torigine  aux  points  communs  à  ù^^  et  au  folium. 
Nous  obtenons  le  résultat  suivant  : 

{x^y){  X*  +  f)  =  ^xy  {X* H-  y'), 

ou, 

y*   -  ly^'x  —  nLX^y  -|-  .y*  —  «. 

En  posant  :  yzztXy  Tinconnue  t,  coefficient  angulaire  des 
droites  cherchées,  est  donnée  par  Téquation  réciproque  : 

(6)       <*— -2^'—  2i-f-l  1=0. 

Cette  équation  présente  deux  variations,  la  transformée  en 
—  t  n'en  a  aucune  ;  elle  a  donc  deux  racines  positives,  tout 
au  plus.  D'ailleurs,  en  substituant  successivement  :  0, 1,1, 
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et  3  ;  on  trouve  qu*il  y  a  une  racine  /'  comprise  entre  o  et  i, 
et  une  autre  racine  t\  entre  a  et  3  ;  ces  deux  racines  sont 
inverses  l'une  de  l'autre,  comme  le  prouve  Téquation  (6). 

Le  calcul  ordinaire  des  équations  réciproques,  appliqué  à 
réquation  (6),  donne  : 


—         4 


2/'=  i4-v/3  — v^iî, 

et  ces  valeurs  sont  suceptibles  d'être  construites  avec  la 
règle  et  le  compas. 

Le  Folium  rentrant  dans  Tespèce  des  courbes  dites  unicvr- 
salesy  que  nous  étudierons  plus  loin,  on  peut,  comme  nous 
le  montrerons  alors,  construire  ces  courbes,  point  par  point, 
avec  la  règle  et  le  compas,  d'une  infinité  de  façons  ('). 

La  méthode  par  régions  que  nous  venons  d'appliquer  aa 
Folium  est  une  de  celles  qui  donnent,  très  rapidement,  une 
indication  précieuse  pour  le  tracé  de  la  courbe.  Elle  peut 
même  s'appliquer,  avec  avantage,  dans  le  cas  des  équations 
résolubles  comme  le  prouve  Texemple  suivant. 

890.  Devxiéme  exemple.  On  considère  une  ellipse  £, 
rapportée  à  ses  axes  ;  soit  M  un  point  pris  dans  son  plan  ;  la 
polaire  de  M  rencontre  les  axes  en  des  pointsVy  Q  ;  si,  par  cftt 
points,  on  mène  des  parallèles  aux  axes^  on  obtient  wn  point 
R.  Onpj'oppse  de  trouver  le  lieu  de  M,  sachant  que  la  droite  MR 

passe  par  un  point  fixe  F  ;  (a,3). 

Soient  Xo,  Pot  les  coordonnées  de  M,  la  polaire  PQ  a  pour 
équation  : 

xxo  .  yt/o^ 
a*  '^'F'-'' 


1.  Voyez,  aux  exercices  de  cette  leçon,  une  génération  du  Folium,  par 
des  droites  et  des  cercles. 
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En  exprimant  que  celle  équation  est  vérifiée  par  :  x  z;  a  , 
y  =  6  ;  puis  en  rendant  x„,  y„,  coordonnées  courantes,  on  a 
réqualion  du  lieu  ; 

(1)    x(x~a){y'-b')zzy[y-i){x'-a'). 

La  courbe  qui  correspond  à  celte  équation  est  une  cubique  ; 
les  axes  de  l'ellipse,  les  tangentes  en  ses  sommets,  et  les  pa- 
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rallèles  à  ces  droites  menées  par  F,  séparent  le  plan  en 
régions,  comme  l'indique  la  figure.  • 
Si  par  le  point  F  on  mène  à  l'ellipse  les  tangentes  FA,  FB, 
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••  Appliqtier  les  formules  précédentes  à  une  hyperbole  équilatére  rapporite 
à  ses  asymptotes. 

Ijbl  transformée  do  l'hyperbole  équilatére  est  nne  eubiqae  à  centre  for* 
niée  d'une  branche  serpentine  et  de  deux  branches  hyperboliques.  Soo 
équation  est 

Y(X*"-V)=:2m*X. 

Les  axes  de  coordonnées,  et  les  bissectrices,  donnent  une  séparation  da 
pJan  en  régions  dont  la  considération  facilite  le  tracé  de  la  courbe. 

1.  Chercher  dans  V exercice  traité  plus  haut  (§  Sgo)  le  lieu  décrit  par  le 
point  R. 

Ce  lieu  est  le  même  que  celui  gui  a  été  trouvé  pour  M .  Expliquer  géomé- 
triquement ce  résultat. 

Vérifier  que  le  lieu  du  point  M,  ou  du  point  R^peut  être  représenté,  indif- 
féremment, par  Vune  ou  Vautre  des  équations  suivantes  : 

ir(ic  — a)  (Py  — 6*)  =  y(y— g)(xr  — a*) 
{y*  -  &•)  {xc  -  a')  =  {x'  -  a*)  (gy  -  6*). 

Déterminer  les  différentes  formes  de  la  courue  quand  le  point  fixe  («  ,6) 
occupe  des  positions  diverses  dans  le  plan  de  Vellipse, 

H.  Vérifier  que  le  folium  de  Descartes  est  de  la  quatrième  classe  ;  en  dé' 
du  re  que  V équation  qui  donne  les  coefficients  angulaires  des  tangentes  pa- 
rallèles à  l'axe  du  folium  est  nécessairement  réciproque  et  que,  par  swte, 
la  détermination  de  ces  tangentes  est  un  problème  quadratique. 
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CONSTRUCTION  D£S  COURBES  (Coordonnées 

cartésiennes)  {suite). 


S91.  Lorsque  Téqualion  d'une  courbe  ne  renferme  que 
des  coefficients  numériques,  la  forme  de  cetle  courbe  est 
bien  déterminée.  Il  n'en  est  plus  de  même,  pour  les  équa- 
tions à  coefficients  algébriques.  Non  seulement  la  courbe  se 
déforme  quand  on  donne  aux  paramètres  qui  entrent  dans 
son  équation  des  valeurs  différentes,  mais  son  aspect  géné- 
ral peut  être,  suivant  ces  valeurs,  complètement  modifié. 
Des  asymptotes  qui  étaient  réelles,  peuvent  devenir  imagi- 
naires, ou  être  rejetées  à  Tinfini  ;  des  points  multiples  qui 
formaient  des  nœuds,  peuvent  devenir  des  points  de  re- 
broussement  ou  des  points  isolés,  etc.;  Téquation  peut  même, 
dans  certains  cas,  se  décomposer  en  facteurs  rationnels. 

11  y  a  donc  à  faire,  pour  les  équations  algébriques,  une 
étude  particulière;  étude  parfois  délicate,  et  qui  a  pour  but 
de  rechercher  les  formes  différentes  que  peut  affecter  la 
sinuosité  de  la  courbe  qui  correspond  à  Téquation  donnée, 
quand  on  suppose  variables  les  paramètres  qui  entrent  dans 
celle-ci. 

309.  ConstracUon  d'une  courbe  alf^ébrlque.  Pre-* 
nons,  comme  exemple,  l'équation  trouvée  précédemment 
(§  285), 
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si  Ton  considère  le  rectangle  MNPQ  dont  les  côtés  correspon- 
dent aux  équations  : 

yzz±b, 


x-=z 


a. 
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et  le  cercle  A  circonscrit  à  ce  rectangle,  on  voit  que  la  courbe 
est  complètement  extérieure  à  ce  cercle.  En  effet,  Téquation 
(i)  peut  s'écrire  sous  la  forme  ; 

(i)      (X-  +  y')  {x^  +  y*  -  a^-b*)  =  {or  +  b^)  {a*  fl  +  ô*  J) , 

et  cette  équation  rend  manifeste  l'observation  que  nous  venons 
de  faire. 

On  vérifie  aussi,  facilement,  que  les  sommets  C,  C»  D>  D'; 
de  la  quartique  U,  qui  correspond  à  (1),  sont  les  sommets  du 
losange  obtenu  en  menant  à  A  les  tangentes  aux  points 
M,  N,  P,  Q. 


CONSTRUCTION  DES  COURBES  52^ 

On  a  ainsi  une  idée  générale  de  la  courbe  U  qui  a  la  forme 
d'un  ovale  enveloppant  le  cercle  A,  et  ayant  pour  sommets 
les  points  que  nous  venons  d'indiquer. 

Mais,  dans  cet  exemple,  comme  dans  beaucoup  d'autres,  le 
point  délicat  est  Tétude  de  la  sinuosité  de  la  courbe  et  Ton 
peut,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  rechercher  les  formes 
diverses  affectées  par  la  sinuosité  qui  doit  être  tracée  entre 
C  et  D. 

Les  points  qui  sont  communs  à  U  et  à  HU'  sont  réels  ou 
imaginaires,  suivant  que  Ton  a  : 

a*>2b\    ou    a*<,2b\ 

Dans  la  première  hypothèse,  (celle  qui  correspond  à  la 
figure),  il  y  a,  en 'dehors  du  point  C,  un  point  commun  à  U 
et  à  HH',  c'est  le  point  R  qui  a  pour  ordonnée  y', 

En  désignant  par  9  l'angle  que  fait  avec  ox  la  direction  in- 
connue OR,  on  a 

X  QQ  b 

On  tire,  de  celte  relation, 

b  =ccos(p. 

Le  point  R  s'obtient  donc,  comme  l'indique  la  figure,  en 
traçant,  du  point  B  comme  centre,  avec  a  pour  rayon,  un 
arc  de  cercle,  ce  qui  donne  le  point  F  ;  sur  OF  comme  dia- 
mètre, on  décrit  un  demi-cercle,  et,  du  point  0  comme 
centre,  avec  le  rayon  OB,  on  trace  l'arc  BK.  La  droite  OK 
prolongée  donne  le  point  R. 

En  supposant  que  a*  ^  26*,  on  a  des  ovales  n'offrant  plus 
la  même  apparence  et  complètement  renfermés  dans  le  rec- 
tangle IHI'H'. 
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Pour  compléter  les  renseignemente  utiles  au  tracé  de  l, 
il  resterait  à  déterminer  les  tangentes  parallèles  à  Otf.  Bn 
posant  OF  =  c,  on  trouve  que  la  tangente  double  SS'  a  pour 
équation  : 

a  (a*+  h*) 
X  -=.  r 

On  peut  construire  cette  droite  de  bien  des  façons  et  nous 
laissons  au  lecteur  le  soin  de  rechercher  une  construction 

simple  > 

Dans  le  cas  où  ai=&,  le  lieu  considéré  est  un  cercle.  En 
se  reportant  {§  285)  à  la  définition  géométrique  de  celte 
courbe,  on  se  rendra  facilement  compte  de  celle  particula- 
rité. 

La  quartique  considérée  correspond  à  la  définition  générale 

suivante  : 

1»  Elle  passe  doublement  par  les  ombilics  du  plan  ; 

2*»  Elle  a  un  centre  ; 

3**  Ce  centre  est  un  point  double  isolé, 

398.  Construction  d*nne  courbe  tsorrespondant  A 
une  équation  Irrationnelle.  Proposons-nous  le  lieu  géo- 
mélrique  suivant  : 

On  considère  un  cercle  A  et  y  sur  ce  cercle^  un  point  fixe  A; 
soit  BB'  la  tangente  à  A,  au  point  A',  diamétralement  opposé 
à  A.  Par  ce  dernier  points  on  mène  une  transversale  ACD, 
qui  rencontre  A  en  C,  et  BB'  en  D  ;  dû  point  C,  comme  centre 
avec  CD  pour  rayon^  on  décrit  un  demi-cercle  qui  rencontre 
la  perpendiculaire  abaissée  de  C  sur  AA'  aux  points  1,1'; 
trouver  le  lieu  décrit  par  ces  points  I,  V. 

En  désignant  par  a langle  que  fait  avec  AA'  la  transversale 
mobile,  on  a,  en  posant  AA'  ^  d^ 

rn  — ^£îfl]? 

cosa  * 
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et,  par  suite, 


d 

y  zz d  cos*  a, 

a 

,  .                   dsîn'a 
xzzd%\ïiOL  CCS  a  H . 

cos  a 


On  a  donc 


COS  a  —  it 


et. 


sin  «  =  di 


L'équation  du  lieu,  sous  une  forme  irrationnelle,  est  donc 


±(H\/i 


(l)      x=  


Cette  équation  prouve  que  la  courbe  est  située  tout  en- 
tière entre  les  deux  tangentes  parallèles  BB',  3^'  ;  à  toute 

valeur  de  y,  comprise  entre  ■+-  -  et ,  correspondent 

quatre  valeurs  de  Xy  deux  à  deux  égales  et  de  signes  con* 
Iraires. 
En  écrivant  Téquation  (i)  sous  la  forme  : 

d 


M  ^=.— t;-^±v^H)r- 


-,-« 
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on  voit  que  Téquation 


qui  peut  s'écrire 


(t-'ï=<^+i) 


4 


donne  les  ordonnées  de  deux  points  doubles  de  la  courbe. 

L'un,  celui  qui  correspond  à  la  racine  positive,  est  unpoinl 
isolé;  Tautre,  le  point  P,  est  réel  et  il  se  construit  comme 
le  montre  la  figure. 


-^^ 


Fig.  i6o. 


Les  points  de  rencontre  de  Ox  avec  la  courbe  se  déter- 
minent au  moyen  de  deux  cercles  qui  sont  décrits  des  points 
H  et  H',  comme  centres,  avec  AH  zz  AH'  pour  rayon. 

En  résumé,  la  courbe  a  Taspect  général  qu'indique  la 
figure. 

SOift.  Remarque.  Supposons  quePéquation  d*une  courbe 
soit  irrationnelle,  et  qu'elle  renferme  notamment  les  expres- 
sions v/Û,  et  v^V  ;  on  dit  alors,  ordinairement,  que  les  con- 
ditions U  >  o,  V  >  0,  sont  nécessaires  pour  que  Ton  puisse 
trouver  des  solutions  réelles  à  l'équation  considérée.  Mais  il 
y  a,  dans  cette  façon  de  raisonner,  une  pétition  de  principe 
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qu'il  importe  de  signaler  ;  v/Û,  et  y/v  pouvant  être  imagi- 
naires, sans  que  l'expression  f  (\/u,  y/v)  le  soit  nécessai- 
rement. 

Nous  ne  faisons  que  signaler  ici  cette  exception  et  Ton 
trouvera  dans  l'exercice  proposé  plus  loin  (Ex.  24),  un  exemple 
de  cette  singularité. 

Nous  allons  montrer,  maintenant,  comment  on  étudie, 
autour  d'un  de  ses  points,  une  courbe  correspondant  à  une 
équation  irrationnelle.  Mais,  à  ce  propos,  nous  établirons 
d'abord  un  principe  algébrique,  très  utile  dans  les  discussions 
de  ce  genre,  et  auquel  nous  avons  fait  allusion  précédem- 
ment (lec.  i5  ;  ex.  2.) 

30S.  Théorème.  On  a  : 


V  1  +  aoj-f. pa?'  +  ...  -I- >^'^s:  1  +  Ao;  +  Ba?«+ ...  +Maf -f  taf, 

A,  B, ...  M  étant  des  coefficients]  dépendant  de  la  valeur 
attribuée  aux  lettres  a,  6,  .,.  \;ett  désignant  une  fonction  de 
a?  qui  s'annule,  en  même  temps  que  es, 

1"  Démonstration,  Prenons  d'abord  le  cas  le  plus  simple  et 
considérons  l'égalité 


3/zz  l/^i  +  aa?. 
On  peut  toujours  poser 

r -1-1  )• — --f-ea?^ , 

\p  /    rf 

mais  il  faut  montrer  que  Ton  a 

Lim  e  n  o ,       (pour  a?  z:  0). 
On  a,  d'abord, 

(i  +  oa?/— 1—- ir  — -(-— 1^— ...  — -(-— iV--(~''+M-^ 
^  ~     ^  p         p\p       y  1,2         p\p       I    \p  I  '» 


! 


X 


p 

e.  zz 
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o 

Pour  xzzo,  cette  expression  se  présente  sous  la  forme  -. 

Appliquons-lui  la   règle  de  l'Hôpital  et  cherchons,  pour 
X  zr  ô,  la  vraie  valeur  de  Texpression  : 

-  a  (i+aa?)'' ( i  |  ol*x... ( 1  )..( — r+t  )— r- — 

P  '  P      P\P        I  P\P       /      \P  I    v^— i 


^^m^^^^im^^m 


r  —  1 

rx 


Pour  0?  =:  o,  on  trouve  encore  -,  et,  par  une  application  nou- 
velle de  la  règle  de  PHôpital,  on  a  : 

;-a-)-"+-^'"W(î-)--iG-)-a— )  ^ 


e_zz 


r{r — i)x 

et  ainsi  de  suite  ;  on  arrive,  finalement,  à  chercher  la  vraie 
valeur  de  l'expression  : 


1 .  2.  ...  r 


pour  xzzo.  Cette  valeur  est  zéro  :  on  a  donc    lim  £  =  o, 
poura;  =  o. 

Revenons  maintenant  au  cas  général  et  considérons  l'ex- 
pression 


yzz\  ^  +aa;  +  ga;'  +  ...  +  Xa< 


Posons  : 
nous  avons  alors 
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et  nous  pouvons  appliquer,  à  cette  forme  algébrique,  Tiden- 
tité  (2).  Nous  obtenons  ainsi  : 

(L)  ^i(i-i)(aTPa:  +  ...4->^^-*r^' 

4-  ...  -+-s'af 

Si  nous  groupons  tous  les  termes  en  :  x^,x\...  a?*""*'  x^  ; 
la  partie  complémentaire  sera  formée  par  des  termes  en 

x'^+'x*'"^*,  etc..  ;  auxquels  il  faut  encore  adjoindre  s'a?'*.  En 

mettant  x^  en  facteur  commun  dans  cette  seconde  partie,  nous 
avons  donc  : 

(L')    y  =  1  -h Aa?  +  Bo?"  + ...  +  Mo?''  -h  sa:*', 

es'  annulant  avec  x  puisque  e' jouit  de  cette  propriété. 

a«  Démonstration.  On  peut  encore  établir  le  principe  précé- 
dent par  le  calcul  suivant,  calcul  auquel  nous  avons  fait 
allusion  précédemi^ent  (p.  ^o3),  et  qui  offre  Tavantage  de  ne 
pas  s'appuyer  sur  la  règle  de  THôpital. 

En  appliquant  à  l'expression  i+aa?  la  règle  d'extraction  de 
la  racine  d'indice  p  (Alg.,  §  7i.)>  on  trouve  : 

(1)     i  +  air=:(i  +  a,  a?-f-a2a?'-f-...  +  ar  iif  )P  H-af +  *  U, 

U  désignant  une  fonction  entière,  et  les  coefficients  aj,a,, ...  ar 
se  calculant^  comme  le  prouve  la  règle  citée,  parles  formules 

On  peut  toujours  poser  : 


(a)    ^  1  +  our  s:  1  +  «jO;  -h  ol^x*  4-  ...  H-  Or a?»"  -+- ic^  V, 
et  nous  nous  proposons  de  démontrer  que 

Lim  V  =  o,  (pour  x  zz  0). 
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L'identité  (a)  donne,  d'abord, 

(3)     1  -f-  «a;  s:  (i  -f- «lO?  +  «t^*  +  ...  +  «r  ar  )'* 

en  comparant  (a)  et  (3),  nous  avons  : 

pV  (i  -f- a,a?+  ...  +  a^a;'")^"'*-!-  ...  =a:U. 

Dans  le  premier  membre  les  termes  sont  en  nombre  fini,  et, 
à  l'exception  du  premier,  le  terme  pV,  s'annulent  tous  pour 
a:  =  0  ;  d'ailleurs,  U  est  une  fonction  entière  de  a?  ;  on  a  donc 

Lim  V  =  0,  pour  xzzo.    , 

89G.  Remarque.  Dans  la  formule  (L')»  les  trois  pre- 
miers coefficients  A,  B,  C,  ceux  dont  on  a  le  plus  ordinaire- 
ment besoin  dans  la  pratique,  sont  d'après  (L),  donnés  par 
les  formules  : 


;>  _        p 


>-"■(?-')]■ 


3911,  Applieation.  On  propose  de  discuter,    auiour  de 
Vorigine^  la  forme  de  la  courbe  qui  correspond  à  V équation  : 


(i)    y=:/i-+-aa? — Vi-f-ôr». 

La  variable  y  a  une  valeur  bien  déterminée,  quel  que  soit  x. 
Pour  xzzo,  on  trouve  yzzo;  un  bras  de  la  courbe  passe 
donc  par  l'origine,  et  nous  nous  proposons  d'étudier  sa  si- 
tuation. 

D'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  nous  pouvons  poser  : 

et, 

5  5  \5         /     2 
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Nous  avons  donc 

Nous  distinguerons  trois  cas  suivant  que  Ton  suppose  : 

a      6  ^  a      6  a-      6 

Dans  la  première  comme  dans  la  deuxième  hypothèse,  la 
droite  A  qui  correspond  à  Téquation 

est  tangente  à  la  courbe,  à  Porigine,  et  la  courbe  considérée 
est  située  au-dessus  ou  au-dessous  de  sa  tangente  suivant  le 
signe  de  la  quantité  u, 

"  2.)  9  ' 

Nous  examinerons,  tout  à  Fheure,  le  cas  particulier  où  u 
est  nul.  Mais,  auparavant,  nous  ferons  encore  remarquer  que 

a      6 
si  -  —  -,  réquation  (i')  prouve  que  l'axe  des  x  est  tangente  a  la 

courbe  et  que  celle-ci  est  placée  au-dessus  de  ox,  ou  au-des- 
sous de  celte  droite,  suivant  que  u  est  positif  ou  négatif.  Pour 
que  cette  dernière  conclusion  soit  rigoureuse,  il  faut  pourtant 

a      6 
observer  que  Ton  ne  peut  pas  avoir,  simultanément,  -  =  -  et 

u  =  o. 
Enfin,  si  Ton  suppose  w=io,  en  prenant  dans  les  dévelop- 

pements  de  (i  H-  aa?)'  et  de  (i  +  ix)  *  un  terme  de  plus,  on 
voit  que  la  différence  Y  — y  change  de  signe  avec  a?  ;  la 
droite  A  traverse  la  courbe,  c'est  une  tangente  inflexionnelle. 
80S.  Coorbes  transcendantes.  On  désigne  ainsi  celles 
qui  correspondent  à  des  équations  renfermant  les  trans- 
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cendantesy  ^^  sin  x^  tg  a;,  etc....  Les  principes  qae  nous 
avoQS  indiqués  pour  la  construction  des  courbes,  notamment 
ceux  qui  sont  relatifs  à  la  tangente  (§  97)  et  aux  asymptotes 
(§  147),  s'appliquent,  en  général,  aux  courbes  transcendantes. 
Ces.  courbes  offrent  assez  souvent  des  parlicularités  que  nous 
n'avons  pas  rencontrées  dans  les  courbes  algébriques.  Telles 
sont,  pour  citer  les  plus  saillantes,  i*  le  point  d'arrêt,  a*  le 
point  anguleux,  3®  un  seul  bras  asymptote  à  une  droite 
(point  d'arrêt  à  Tinfini),  4®  une  infinité  de  points  sur  une 
droite,  etc.. 


Fig.  161. 

Soit,  par  exemple,  Téqualion 

,  .  .      sina? 

(1)    y=:aa?  +  feH — -7-. 

En  cherchant  1®  la  limite  de-,  2'  celle  de  y^cx,    (pour 

X 

0?  rz  00)  ;  on  voit  que  la  droite  A  qui  correspond  à  Téquation 

(A)    \zzax  hb, 
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est  une  asymptote  de  la  courbe.  On  reconnaît  aussi,  comme 
nous  Tavons  déjà  vu  (p.  199),  que  Taxe  oyest  une  seconde 
asymptote,  parce  que,  pour  a?  =  o,  on  a 


/sin  x\ 


_     sm  a:  ,   ^    , 

Lim  — r-  =  Lim  -^ r:  00,  (pour  x  =:o). 

X  X  ^^  ' 

Les  points  de  rencontre  de  la  courbe  avec  A  ont  pour 
abcisses,  w,  ax,  3tc,  ...  ;  —  %,  —  21:,  etc.. .  W  courbe  qui  cor- 
respond à  réquation  (1)  a  donc  la  forme  indiquée  par  la 
figure  ;  elle  se  compose  de  deux  branches  U  et  V  coupant 
Tasymplote  A,  en  un  nombre  infini  depointsA,,A„...;B4,B„ ... 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  la  construction  des 
courbes  ;  mais  nous  donnerons  quelques  théorèmes  généraux 
qui  permettent,  à  l'occasion,  de  reconnaître  que  la  courbe 
qui  correspond  à  une  équation  donnée  est  une  strophoïde^ 
une  cissolde,  ou  une  lemniscate. 

8BO.  Xhéor^me.  Lorsqu'une  cubique  passe  par  les  ombi- 
lics du  plan,  si  elle  admet  un  nœud  avec  des  tangentes  rec- 
tangulaireSy  cette  courbe  est  une  strophoîde  {droite  ou  oblique). 

L'équation  de  la  cubique  proposée,  en  prenant  pour  axes 
les  tangentes  au  nœud,  peut  s'écrire 

(S)    (x*  +  y*)  {mx  +  ny)  =  xy, 

et  il  faut  démontrer  que  la  courbe  correspondante  est  une 
strophoîde. 

A  cet  effet,  reportons-nous  à  la  génération  que  nous  avons 
donnée  de  la  strophoîde  (§  23). 

Si  nous  prenons  pour  axe  les  droites  OP,  OQ  (fig.  i4)  et  si, 
dans  ce  système^  nous  appelons  x  et  y  les  coordonnées  du 
point  I  ;  les  notations  qu'indique  la  figure  étant  maintenues, 
nous  obtenons  : 


(i)    x^z^  sin  (  —  (I)  j, 
(2)    y  =  pcos  ^^  — i. 
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Nous  avons  aussi,   d'après  le  triangle  OAI  qui  est  égal 
àOCD, 

Sin(a  —  (ù) 

Les  égalités  (i)  et  (a)  donnent,  d'abord, 

(4)    '1X1/  r=  p*  sin  (a  —  aw), 

puis  en  les  multipliant,  respectivement,  par  cos  -  et  sin  -, 

(5)    a;  cos  -  +  y  sin  -  z:  p  sin  (a  —  w). 

Une  combinaison  évidente  des  relations   (3),  (4),  et  (5), 
donne 

(S')    %}^xy  =:  (x- -+- y*)  [y  cos  -  +  y  sin  -  j . 
Cette  remarque  étant  faite,  nous  voyons  qu'en  posant 

jc  a 

COS  -  sin  - 

a  2 


=  m,       — r—  =  n  ; 


ormules  qui  donnent 

les  équations  (S)  et  (S')  sont  identiques.  Les  valeurs  deUei 
de  a  sont  réelles,  bien  déterminées,  et  la  proposition  énoncée 
se  trouve  ainsi  établie. 

La  strophoïde  est  droite,  ou  oblique,  suivant  que  («i— n) 
est  égal  à  zéro,  ou  diffèrent  de  zéro. 

4100.  Théorème.  Lorsqu'une  cubique  passe  par  les  ombi- 
lics du  plan,  si  elle  admet  un  point  de  rebroussement,  cette 
courbe  est  une  cissoîde  {droite  ou  oblique). 
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D'après  l'hypothèse  que  nous  venons  de  faire,  en  prenant 
pour  axe  des  x  la  tangente  de  rebroussement  et  pour  axe 
des  y  une  perpendiculaire  à  cette  droite,  au  point  de  rebrous- 
sement, réqualion  de  la  cubique  proposée  est 

(G)    [x^  -h  y*)  {mx  -hny)  =  y\ 

En  adoptant  la  génération  précédemment  indiquée  (§  20) 
pour  la  cissoïde,  et  en  prenant  :  1°  pour  axe  des  a?,  la  droite  AB 
(fig.  10),  20  pour  axe  des  y,  une  perpendiculaire  à  AB,  au 
point  A  ;  nous  avons  : 

sin*a) 
a?r:pcosw,    y^psino),    et    p  — a -, :• 

^  COS  (a  —  w) 

L'équation  cartésienne  de  la  cissoïde  est  donc 
(C  )    (x*  +  y")  (x  cosoL  +  y  sin  a)  1=  dy\ 

On  peut  identifier  les  équations  (G)  et  (G'),  et  la  propriété 
énoncée  se  trouve  ainsi  démontrée. 

4101.  Théorème.  Lorsqu'une  quartique  U  passe  double- 
ment par  les  ombilics  du  plan,  si  elle  a,  en  outre,  un  nœud 
à  tangentes  rectangulaires  et  si  ce  point  est  le  centre  de  cette 
courbe,  celle-ci  est  une  lemniscate  de  BernoullL 

Prenons  pour  la  génération  de  la  lemniscate,  point  par 
point,  celle  que  nous  avons  indiquée  plus  haut  (§  29),  et 
cherchons  l'équation  de  la  courbe  rapportée  aux  tangentes  au 

point  double  (fig.  V5  5) . 
Les   notations  du   paragraphe  cité  étant  conservées  ;  on 

trouve  : 

—  pcos  (< 


XZHÇi  COS  l  (0 


et,  par  suite, 


y  =  psin^a)-+-^) 
ixy  —  p*  sin  (  2(0  -f-  -  )  =  p' 


COS  2(0« 


SiO 
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D'uulre  part,  ou  a 


et,  par  conséquent, 


p*  ZZ  2C*  COS  20) 


(L)    àc'xy  =  {x'  +  y')\ 

D'ailleurs^  Thypothèse  que  nous  avons  faite  sur  la  quar- 
tique  U  prouve  que  Téquation  de  celle-ci,  en  prenant  pour 
axes  les  tangentes  au  nœud,  est 

(L')    m'xy  =  {x'  +  y*). 

Les  deux  équations  (L),  (L'),  peuvent  être  idenlifiées  ;  la 
proposition  est  donc  démontrée. 

4L019.  Enfin  voici,  pour  compléter  cette  leçon,  quelques 
dénominations  (*)  qu*il  est  bon  de  connaître  et  qui  peuvent 
être  utilement  employées  pour  exprimer  les  formes  diverses, 
les  plus  communes,  affectées  par  les  branches  des  diffé- 
rentes courbes. 


Branche  serpeuUae.  • 


Fig.  i6j. 


Branche  couchotdale 


Fig.  i63. 


Branche  stropholdale 


Fig.  164. 


Branche  ciesoldale. 


Fig.  i65. 


I .  La  t>lupart  de  ces  espressioDs  sont  dues  à  Newton. 
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Branche  hyperbolique.  . 


Preuiicre  espèce. 
(Inscrite.) 


Deuxième   espèce 
(Mixte.) 


Troinièmc  espèce. 
(Circonscrite.) 


Branche  parabolique  pure 


Simplement.  • 


Branche  parabolique  infléchie. 


Doublement. . 


Fig.  j66. 


Fig.  167. 


Fig.  i68. 


Branche  mixte 


•      •      •      •  • 


De  L.  Tome  11. 


Fig.  169. 
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Premier  genre.  . 


Branche  hyperbolique 
aplatie. 


DeiuUèuie  genre . 

Rg-  170. 


Ovale 

Fîg.  171- 


Folium. 


Fig.  172. 


EXERCICES  (^) 

1.  On  considère  deux  axes  rectangulaires ^  ox,  oy;  et  sur  ces  droites  deiu 
points  mobiles  P  et  Q,  tels  que  Von  ait:  OP  +  OQ  =  A;  démontrer  que  le 
lieu  décrit  par  la  projection  du  point  0  sur  PQ  est  une  strophoïde, 

ft.  Deux  points  mobiles  ^  et  Qy  sur  deux  axes  rectangulaires  ox,  oy,  sont 
tels  que  l'on  ait  ;  GF*  =  a .  OQ;  démontrer  que  le  lieu  décrit  par  la  projec 
tion  du  point  0  sur  PQ,  est  une  cissotde. 

S.  Une  droite  PQ  détermine  avec  deux  axes  fixes,  rectangulaires^  un 
triangle  OPQ  de  surface  constante;  démontrer  que  le  lieu  décrit  par  la  pro- 
jection du  point  0  sur  PQ  est  une  lemniscate, 

4k.  On  donne  deux  droites  rectangulaires  ox,  oy,  et  un  point  fixe  A;  pûf 
les  points  O  et  K  on  fait  passer  une  infinité  de  cercles;  soit  A  l'un  d'entre 
eux  et  soient  P  et  Q  les  points  communs  à  à  et  aux  axes»  Démontrer  que  U 
lieu  des  projections  de  0  sur  PQ  est  une  slrophoïde. 


1 .  La  plupart  de  ces  exercices  ont  été  choisis  de  façon  à  faite  connaître  cJnelques^Bes  des 
formes  les  plus  importantes  des  courlies  du  troisième  ordre.  Le<  formes  dÏTcrses  des  cabiqnes 
et  les  variétés  qu'elles  comportent  ont  été  distinguées  par  ISfiwroif,  puis  per  PLikasa.  Lear 
nombre  est  très  considérable.  Plîîgkbr,  dont  la  classification  parait  complète,  a  trouTé 
2<>0  formes  diverses  de  cubiques. 
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9.  On  considère  un  cercle  A  et  sur  ce  cercle  un  point  fixe  0.  Soit  BC  une 
corde  fixe  parallèle  au  diamètre  qui  passe  par  le  point  0.  Par  O  on  mène 
une  transversale  mobile  qui  rencontre  BC  en  D  e/  le  cercle  A  en  A;  puis^par 
A,  on  mène  une  parallèle  et,  par  D,  une  perpendiculaire  à  BC.  Ces  droites 
se  coupent  en  un  point  I  dont  on  demande  le  lieu  géométrique. 

Uorigine  étant  0,  Taxe  ox  étant  parallèle  à  BC,  et  les  axes  étant  rectan- 
gulaires, on  trouve  : 

,  ,  .    dd'x 

(0     2/  =  3r 


«» 


d'  désigne  le  diamètre  du  cercle  et  d  la  distance  de  0  à  la  corde  BC. 

La  cubique  (i)  a  pour  centre  l'origine  ;  elle  a  la  forme  d'une  branche 
serpentine. 

••  On  imagine  des  coniques  circonscntes  à  un  rectangle  et  on  leur  mène 
des  tangentes  parallèles  à  une  direction  fixe  A;  trouver  le  lieu  des  points  de 
contact. 

L'origine  étant  au  centre  du  rectangle,  les  axut^  étant  parallèles  à  bc^ 
ciNtés,  on  trouve  :  • 

X  {y*  —  b')  —  viy  {x*  —  a*)  —  o. 

m  est  le  cocfticieut  angulaire  de  A,  2a  et  j6  désignent  les  longueurs  des 
côtés  du  rectangle.  La  cubique  est  formée  d'une  branche  serpentine  passant 
par  rorigine  (jui  est  le  centre  de  la  courbe.  EUq  passe  parles  sommets  du 
rectangle  et,  en  ces  points,  la  tangente  est  parallèle  à  A.  Les  asymptotes 
(§  ]55)  correspondent  aux  équations  : 

b 
Ou  distinguera  le  cas  où  m  =  -  et  ou  pourra  généraliser  cet  exercice  en 

remplaçant  le  rectangle  par  un   quadrilatère    quelconque.  Eu  désignant 
|i«ri 

P:=o,     Q  =  o,     R=:o,     S  =  o; 
les  équations  des  côtés  du  quadrilatère,  l'équatiou  du  lieu,  a  la  forme  : 

9.  On  considère  des  coniques  inscrites  à  l'angle  droit  yox  et  qui  sont 
telles  :  i^  que  le  diamètre  conjugué  dés  cordes  parallèles  à  ox  coupe  oy  en 
un  point  fixe  B,  (OB  =  6);  o?  que  le  diamètre  conjugué  des  cordes  parallèles 
à  oy  coupe  ox  en  un  point  fixe  A,  (OA  =  a);  trouver  le  lieu  des  extrémités 
des  diamètres  conjugués  de  la  direction  AB. 


544  TRENTE-HUITIÈME  LEÇOX 

Od  trouve  réqualton 

\a^  b)   \a^b        )  ^  ab  \        a      b) 

La  courbe  correspondante  est  formé  de  deux  branches  mixtes  se  coo- 
pant  à  Torigine. 
L'asymptote  A  a  pour  équation 

X       y 

-  +  r  —  2  —  o. 

a       b 

La  courbe  a  une  inflexion  à  Tinfini  et  les  points  de  cette  courbe  qui 
sont  situés  entre  A  et  la  parallèle  AB  proviennent  des  hyperboles  du 
réseau  des  coniques  considérées. 

8.  On  considère  une  corde  ÂB  d'une  parabole  rapportée  à  ses  axes,  et 
Von  suppose  que  les  tangentes  aux  extrémités  de  cette  corde  rencontrent  la 
tangente  au  sommet  en  des  points  distants  Vun  de  Vautre,  d^une  longueur 
constante  et  égale  à  l.  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  pôle  normal  de  cette 
corde* 

Ou  trouve  pour  l'équation  du  lieu  : 

8  /  p\  /  r\' 

*       27P  \        ^       -ip)  \        ^         pj 

La  combe  est  formée  d'une  branche  parabolique  avec  un  folium  ;  saren* 
contre  avec  la  parabole  donnée  a  lieu  sur  la  droite  qui  correspond  à 
l'équation  : 

X  zz3p  -h  — . 

p 

9.  Autour  du  sommet  0  d*une  parabole  P,  on  fait  tourner  un  angle  droit 
AOB;  trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  de  rencontre  de  la  corde  AB,  avec 
la  bissectrice  de  l'angle  AOB. 

La  courbe  est  une  cubique  ayant  la  forme  d'une  branche  strcphoîdale  ; 
elle  correspond  à  l'équation 

.s*  —  ^«  ^P  —  ^ 

y  ^n  X  — — . 

iO.  On  considère  deux  coniques  U,  V  homothétiques,  tangentes  à  ox  à 
[origine,  et  des  coniques  doublement  tangentes  à  chacune  d'elles.  Par  un  point 
P  de  ox,  on  leur  mène  des  tangentes.  Lieu  des  points  de  contact  (DP  =  d). 

(Concours  académique  de  Poitiers  —  1877) 

Soient  S  —  o,  S'  =  o,  les  équations  des  deux  coniques  U,  V.  L'équation 
générale  des  coniques  doublement  tangentes  àU  et  à  V  est 

Q'  ^-  2[/.  (S  +  '^^')  +  l*'P'  =  o. 


EXERCICES  545 

Dans  cette  équation  X  est  une  des  racines  de  Inéquation  en  X  qui  corres- 
pond aux  coniques  proposées  ;  \k  est  un  parallèle  variable  et  l'on  suppose 
que  Ton  a 

PQsiS— XS', 

En  prenant  pour  axe  des  y  le  diamètre  des  coniques  U  et  V  qui  est  con- 
jugué de  ox,  on  a 

S  =  a;* -f- Aj/' -+-  2cy 
S'  s:  oj*  -f-  Ay'  -h  ic'y. 

L*équation  en  X  donne  une  racine  simple,  X'  =  i  ;  et  une  racine  double, 
l'o  Hypothèse  (X=  i).  L'équation  du  lieu  est  : 

(x*  +  ky*)  {  ada:  -+-  (c  -+-  c')  y }  =  2  (d*x'  —  ccV). 

\^  cas.  A>o.  Cette  cubique  admet  deux  formes  différentes  ;  si  ox  laisse 
les  ellipses  S,  S',  du  même  côté,  on  a  une  cubique  ayant  la  forme  d'une 
branche  stropholdale. 

Si,  au  contraire,  les  deux  ellipses  sont  placées  de  cotés  différents,  par 
rapport  à  ox  on  a  une  cubique  formée  d'une  branche  coochoïdale  ;  l'orU 
gine  étant  an  point  double  isolé. 

2"  cas.  A  <  o.  Les  trois  asymptotes  sont  réelles.  Il  y  a  trois  branches 
hyperboliques,  dont  l'une  présente  un  nœud  quand  on  snppose  ce'  >  o. 

a«HYPOTHÈSR  f  X  =  -J.  On  trouve  une  cooique  qu  est  homothétique  aux 

proposées. 

il.  On  considère  une  parabole  P  et  un  diamètre  A  de  cette  courbe;  soit  A 
un  point  mobile  sur  P  ;  la  normale  à  P,  en  A,  rencontre  A  au  point  B  ;  trouver 
lé  lieu  décrit  par  le  milieu  de  AB. 

L'équation  du  lieu,  les  axes  de  coordonnées  étant  ceux  de  la  parabole, 
est 

^p  {^y  —  ^) 

h  désignant  la  distance  de  Taxe  à  A.  La  cubique  qui  correspond  à  cette 
équation  est  formée  de  deux  branches  mixtes  dont  Tensemble  constitue 
cette  forme  à  laquelle  on  a  donné,  quelquefois,  le  nom  de  trident. 

lit.  Appelons  pnlssanee  d'un  point  M  par  rapport  à  un  triangle  ABC, 
le  produit  des  perpendiculaires  abaissées  de  M  sur  ses  côtés;  on  demande 
le  lieu  des  points  d^égale  puissance. 

Ce  lieu  est  une  cubique  U  qui  affecte  différentes  formes  suivant  la  valeur 
choisie  pour  la  puissance. 
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Les  trois  eûtes  du  triangle  sotit  des  asymptotes  de  U  ;  et  les  médianes  de 
ce  triangle  sont  les  diamètres  des  cordes  parallèles  à  ses  coté««  On  espUqae 
facilement  ce  fait  remarqualile  par  des  considérations  géométriques. 

IS.  On  donne  deux  droites  rectangulaires  ox,  oy;  sur  ox  deux  points 
fixes  A,  A', 

OA  =  OA'  =  af; 

par  ces  points  X,  A'  on  fait  passer  un  cercle  Â  et  F  on  mène  à  ce  cercle  Ui 
tangentes  AR,  A'R;  enfin  on  joint  le  poinfR  à  un  point  fixe  P  (oc,  ^).  Trouter 
le  lieu  des  points  communs  à  ^  et  à  PR. 

Le  lieu  est  la  cubique  U  qui  correspond  à  Téquation 

{x*  +  y*  —  a")  (ay  —  go;)  =  2a*y  {x  —  a). 
L'asympltite  a  pour  équation 

La  eourbe  a  la  forme  d*une  branche  serpentine.  Elle  présente  une 
inflexion  à  l'infini  et,  par  conséquent,  prend  la  forme  conchoîdale,  quand 
le  point  P  est  situé  sur  la  lemniscate  qui  correspond  h  réquàtiôn 

p*  =  an*  008  aw. 

t4.  On  considère  deux  diamètres  conjugués  fixes  OA,  OB,  d^une  ellipse  V : 
par  les  extrémités  A,  B  on  mène  deux  cordes  parallèles  AA',  BB';  trouver  h 
lieu  décrit  par  le  point  de  concours  des  droites  BB'  et  OA'. 

Le  lieu  est  une  cubique  formée  d'une  branche  stropholdale  ;  en  posant 
oX^af,  oB  =  6',  et  fin  prenant  oA  et  oB,  pour  axes  de  coordonnées,  elle 
a  pour  équation 

b'*x'_y{y—.br 
fï'*  "    2b'  — y  ' 

iS.  On  considère  deu,r  droites  rertangulaif^es  ox^  oy:  et,  sur  ox  deui 
points  fixes  A,  A', 

()A  =  OA'=:«; 

par  les  points  A,  A'  on  fait  passer  des  coniques  T ,  homothétiques  à  une  co- 
nique fixe  ayant  pour  équation 

x'  +  iB'xy-hAY'i'.,.  =0. 
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Du  point  O,  on  ahùme  des  normùUt  sur  r,  trouver  le  lieu  décrit  par  le 
pied  de  ces  normales. 

On  trouve  pour  le  lieu  cherché,  Téquation 


2B  V  H-  («  —  A')  ajy'  4-  cf  —  a*x=:o. 


En  posant 


-=B--(^T. 


on  reconnaît  qu'à  cette  équation  correspondent  trois  formes  de  cubiques 
suivant  le  »îgne  de  u, 

i^"  Si  u  est  positif t  la  courbe  est  formée  d'une  branche  serpentine  ; 

2^  Si  u  est  négatif,  on  trouve  une  branche  serpentine  et  deux  branches 
hyperboliques  inscrites  ; 

3<»  Enfin,  si  Von  a  u^o,  la  courbe  est  constituée  par  deux  branches 
hyperboliques  inscrites  et  une  branche  hyperbolique  aplatie,  du  second 
genre. 

4€.  Construire  les  cubigties  qiU  correspondent  aux  équations  suivantes  : 

î/'  4-  a?*  —  y»  -h  a?  rr  0.         (Branche  serpentine) 

Une  branche  hyperbolique  Inscrite. 

1^1  —  circonscrite. 

—  aplatie  du  premier 

genre. 

(y— t)*(5iy-|-i— aî)=:A"(i— a?)  \hzzi  L'axe  des  X  et  une  hyperbole. 

Deux  branches  hyperboliques  ins- 
,    crites. 

^      'Une  branche  hyperbolique  aplatie 
du  second  genre. 

A  «^0  Branche  parabolique  avec  un  folium. 

A  ^  0  Branche  parabolique  avec  un  point 
Ay*  ir  2  (a?  —  <  )'  (A  —  ix)     {  double  isolé. 

Ans  Branche  parabolique  avec  un  rebrous- 
sèment  de  première  espèce. 

Deux  branches  mixtes  asymptotes  à  la  droite 
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f  9.  Construire  les  qvartiques  qui  cortespondint  aux  équations  mivanies  : 

to  a;*-+-y*  —  x^ — ay*zzi?. 

5®  y*  —  a:* -h  a/y' :r  o. 

>  x^  4-  ofy'  —  iSafy  -h  gy*  zz  o. 

4**  a;* -4- y*  —  x*yz=.o. 

5°  y*  -h  niy*  +  25a;*  —  a;*  zr  o. 

6"  y^-hx'  —  x  =  o, 

7°  a?*  — /ferV-hy'zro. 

1*  La  courbe  a  la  forme  d'une  ovale  ;  on  étudiera  avec  soin  sa  sinuosilé; 
elle  est  renfermée  entre  les  tangentes  parallèles  à  oy  dont  les  points  de 

contact  ont  pour  ordonnée -et  entre  les  tangentes  parallèles  à  ox  dont  les 

3 
points  de  contact  ont  pour  abcisse  ?.  Il  y  a  une  inflexion  ans  points  de 

rencontre  de  la  courbe  avec  les  axes  ; 

a<*  La  courbe  est  formée  de  deux  branches  hyperboliques  inscrites  dans 
Vangle  formé  par  les  droites  qui  correspondent  aux  équations  : 

y  +  a:-+--=:o,     y  —  xh-zzo; 
a  a 

S"*  La  forme  de  la  courbe  est  celle  d'un    double  folium  présentant  à 
rôrigine  un  point  d  embrassement  ; 
4*'  C'est  encore  un  double  folium,  l'origine  est  un  point  triple  ; 

5*  Cette  quartique  est  formée  de  deux  branches  hyperboliques  asymp- 
totes aux  bissectrices  des  axes  ; 

6*>  On  trouve  un  ovale  et  une  branche  parabolique  pure  ; 

7<>  La  courbe  est  composée  de  quatre  branches  hyperboliques  de  première 
espèce.  —  Pour  préciser  leur  tracé  on  déterminera  le  cercle  qui  a  son  cen- 
tre à  l'origine  et  qui  est  tangent  à  ces  quatre  branches. 

18.  On  donne  une  ellipse  fixe  T,  soit  0  le  centre  de  V  et  soit  MM'  une 
corde  pnndpale  mobile  perpendiculaire  au  grand  axe.  Par  les  points  M,  M' 
on  fait  passer  une  parabole  P  ayant  son  sommet  en  0,  et  l'on  trace  une  tan- 
gente commune  A  ,  aux  courbes  Tel  P;  trouver  le  lieu  des  points  de  contact 
de  ?  et  de  à. 

Le  lieu  cherché  est  la  quartique  qui  correspond  à  l'équation 

a?y  =  ay-+-46V. 

19.  Construire  la  courbe  qui  correspondu  V équation 

y»  —  2xV  -h  a:*  ir  o. 
Cette  courbe  est  formée  d'un  folium  à  bras  paraboliques  et  l'origine  est  un 
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poiDt  double  présentant  cette  particularité  qae>  des  deux  branches  qui 
passent  par  ce  point,  et  qui  sont  mutuellement  tangentes,  une  d'elles  pré- 
sente une  inflexion. 

SO.  Construire  la  quartique  qui  correspond  à  Véquation 

Pour  fiiciliter  la  discussion»  on  résout  cette  équation  par  rapport  ft  x', 
M.  On  demande  de  construire  la  courbe  U  qui  correspond  à  Inéquation 

1 


y'^ 


0/  (a?  -H  a)  (a:  -f  ô)(.c  -h  «  -h  6;  -f  y 


et  de  distinguer  les  différentes  formes  que  peut  affecter*  U. 
On  observe  d'abord  que  Ton  a 

x(a:+a)(x  +  6j(a:+a+6)4.îA3:ja?*-4-a;(a^-iâ)+^' 

Trois  cas  doivent  être  distingués  suivant  que  la  quantité  (  y  -j —  I 

est  positive,  nulle  ou  négative. 

i<*  Dans  le  premier  cas,  on  étudiera  la  sinuosité  de  la  courbe  en  remar- 
quant que  l'équation  y'  =  o,  revient  à  celle-ci  : 

1111 

-  -f- 4- -i- —  o 

Dont  les  trois  racines  sont  : 

a*  Si  Ton  a  y  —   —     1*  courbe  est  formée  de  deux  cubiques  symé- 

4 
triques  par  rapport  à  ox.  L'une  de  ces  cubiques  est  formée  de  deux  branches 
hyperboliques  simples  et  d'une  troisième   brauche  hyperbolique,  aplatie, 
du  premier  genre. 

3'*  Enfin  si  y  est  plus  petit  que-y-,  on  trouvera  encore  à  distinguer  deâ 
formes  diverses  de  courbes  suivant  que 


ïH- 


m 
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est  pûilUf,  nul,  ou  négatif. 
Ht.  On  considère  la  stnusoide,  courbe  qui  correspond  à  V équation 

y  zz  8in  X. 

On  propote  de  transformer  cette  équation  au  moyen  des  formules 

y  iz  Y,    a?X  =:  t, 

et  de  déduire,  de  la  fbrme  connue  de  la  sinusoïde,  celle  de  la  courbe  inm^ 
formée^  U. 

A  chaque  spire  de  la  sinusoïde  correspond  une  spire  de  U,  en  considé- 
rant les  spires  de  la  sinusoïde  qui  s'éloignent  de  plus  en  plus  on  a,  dans 
U,  des  spires  correspondantes  qui  se  rapprochent  de  plus  en  plus  ùe 
l'axe  oy. 

On  remarque  aussi  que  la  construction  très  simple  de  la  tangente  en  iin 
point  de  la  sinusoïde  entratne  la  connaissance  de  la  tangentd,  au  point 
correspondant  de  U.  (Lee,  16  ;  ex»  1,) 

•8.  Studier^  dans  le  voisinage  de  foriginCt  la  ùourbe  qui  a  pour  équation 


m^ 


M.  Construire  la  courbe  qui  correspond  à  l'équation 

y  =  y/af  —  1  —  yja^ —  i 
et  vérifier  qu'elle  a  quatre  points  doubles  isolés  ayant  pour  coordonnées 


.=±v/|  y=±v/ï. 
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iftOS.  Définition  du  c^enre.  Nous  avons  dit  (Leç.  16,  ex. 
2),  mais  nous  rappelons  ici,  que  le  genre  (')  d'une  courbe  est 
le  nombre  qui  exprime  la  différence  entre  le  nombre  maxi« 
mum  de  points  doubles  qu'elle  peut  avoir,  son  ordre  étant 
donné,  et  le  nombre  de  ces  points  doubles  qu'elle  possède 
effectivement. 

JÈOA.  Tliéorènie.  Lorsqu'une  courbe  F  du  degré  p  est  du 
genre  zèrOy  tes  coordonnées  de  Vun  quelconque  de  ses  points 
peuvent  s'exprimer  par  les  formules 

-ii         -  ^ 

IJ,  V,  W  désignant  des  fonctions  entières^  par  rapport  à  un 
paramétre  variable  t,  et  tout  au  plus  du  degré  p.  Ces  courbes 
sont  dites  nnicnrsales. 

La  courbe  proposée  F  admet  -  (p—  1)  {p  -  2)  points  doubles 

A  ;  prenons,  sur  F,  (p  —  3)  autres  points  A. 
Le  nombre  total  des  points  A  et  B  est  donc 

-  (P  —  0  (P  —  î*)  '^-  P  —  •'^' 
2 


1.  Les  Anglais  emploient  le  terme  préférable  dtficieney  (V.  Salmon, 
higher  plane  curves;  troisième  édition,  p.  3o).  Lu  démonstration  du  théo- 
rème suivant  est  tirée  du  livre  cité  ;  nous  ravins  seulement  développée 
pour  en  rendre  la  lecture  plus  courante. 
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OU, 


^(P  —  l)(p--    2)-+-(jE>—  2)-    1, 


OU,  encore, 


(i)    -(p4.  i)(p  — 2)  —  1. 


D'ailleurs  (Leç.  i5,  ex.  i)  une  courbe  de  Tordre  7n,  a, 
dans  son  équation  générale,  un  nombre  de  paramètres  arbi- 
traires égal  à 

m  (m  +  3) 

D*après  cette  remarque,  et  diaprés  (i),  par  les  points  A,  B, 
et  par  un  point  arbitraire  du  plan,  on  peut  faire  passer  une 
courbe  ^  de  Tordre  />  — -  2  ;  et  on  n'en  peut  faire  passer 
qu'une. 

Cherchons  combien  les  courbes  F  et  ^  possèdent  de  points 
communs,  en  dehors  des  points  A  et  B,  que  nous  supposons 
fixes. 

La  courbe  F  est  du  degré  />,  *  est  du  degré  (p  —  2)  ;  elles 
ont  donc,  tout  au  plus,  p  (p—  2)  points  communs. 

Mais  il  y  a  -  (p  —  1)  (/>  —  2)  points  A,  et  chacun  de  ces  points 

étant  double,  on  peut  dire  que  F  et  *  ont  (p  —  i)  (p  —  2)  points 
communs  confondus  avec  ces  points  A.  Ajoutons-y  les  (p  —  3} 
points  B  et  nous  trouvons,  pour  les  points  fixes,  un  nombre 
total  de  points  communs  dont  le  nombre  est 

ou, 

P  (P  —  2)  —  1 . 

Ainsi,  les  courbes  F  et  *  ne  peuvent  avoir,  en  dehors  des 
points  fixes  A  et  B,  qu'un  seul  point  commun  H. 

Les  courbes  $  forment  un  réseau  ;  mais  si  Ton  observe  que 
par  un  point  donné  passe  une  seule  courbe  de  ce  réseau,  on 
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voit  que  l'équation  générale  de  ces  courbes  admet  des  coef- 
Gcients  variables,  dans  lesquels  n^entre  qu*une  variable  /,  au 
premier  degré.  Les  coordonnées  a;o,yo,  du  point  M,  vérifient 
donc  les  deux  équations  : 

(F)      f{x,y)-o, 

L'équation  f:=.  o  est  du  degré  p  ;  si  on  élimine  y  entre  ces 
deux  équations,  le  résultant  est  du  degré  p  par  rapport  aux 

coefficients  de  ç  ;  ce  résultant  U  (a?)  =  Aa?'*  -i- ...  =  o,  est  donc 
du  degré  p,  par  rapport  à  t.  Mais  toutes  les  racines  de  cette 
équation  sont  connues  et  Ton  peut  écrire 

_    \\{x) 

s  (a;)  représentant  le  produit 

(x  — a/Cx— a')'...    (x  —  6)(x-6')...;    ' 

expression  dans  laquelle  a,  a',...  ;  désignent  les  abcisses  des 
points  A:  6,6',...  ;  celles  des  points  B.  L'identité  précédente 
prouve  que  x^  est  donné  par  la  formule 

_        R  (o) 

Xo^  — 


A.SCo) 

Dans  celte  égalité,  R(o)  et  A  sont,  en  général,  du  degré  p, 
par  rapport  k  /,  et,  dans  tous  les  cas,  ne  sont  pas  d'un  degré 
supérieur  ;  S  (o)  est  une  constante  indépendante  de  t. 

iftO&.  Théorème.  Lorsque  les  coordonnées  x,y,  dun  point 
M  vérifient  constamment  les  relations 

X  _y  __£ 

U  ~  V  "  W 

U,  V,  W  désignant  des  fonctions  entières  det  du  degré  p^  du 
moins  pour  celle  qui  est  de  V ordre  le  plus  élevé  ;  si  U,  V  et  W 
ne  sont  pas  divisibles,  simultanément,  par  un  facteur  commun  y 
fonction  de  t;  on  peut  dire  que  le  lieu  décrit  par  M  est  une 
courbe  F,  du  degré  /?. 
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Prenons  en  effet  une  droite  quelconque  A,  dans  le  plan  de 
F  et  soit 

ax  +  *y  *+"  ^'^  ^  **> 

rëqualion  de  celte  droite.  Pour  déterminer  les  points  com- 
muns à  F  et  à  A,  nous  devons,  d'abord,  résoudre  réqoatîon 
en  ^: 

aU  +  ôV  -f  cW  =  o, 

laquelle  est  du  degré  p  et  n*est  pas  décomposable,  quels  que 
soient  a,  6,  c,  en  facteurs  rationnels,  si,  comme  nous  le  sup- 
posons, U,  V,  W  n'admettent  pas  de  diviseur  commun.  Elle  a 
donc ^  racines  ^,  ^«  •••  /p>  à  chacune  desquelles  correspond  un 

point  commun  à  F  et  à  A.  Cette  remarque  établit  que  Tordre 
de  F  est  égal  à  p. 

MM.  Théorème.  Si  une  courbe  unicursale  çorrespofid 
aux  formules  suivantes: 

le  coeflkieni  angulaire  m^  de  la  tangente  au  point  M  qui  cor- 
respond à  la  valeur  t,  du  paramètre  variable,  est  donné  par 
l'égalité 


i        f^  —  ^f 


Ou  a,  en  effet. 


et,  d'autre  part, 


1/' 

X 

t 
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En  divisant  ces  deux  égalités,  membre  k  membre,  la  for- 
mule annoncée  se  trouve  établie.' 

"ftOV.  Tliéortèiiie.  La  classe  d'une  unicursale  du  degré  p 
est  égale  à  (ayj  —  a),  tout  au  plus. 

Cherchons  combien  Ton  peut  mener  de  tangentes,  paral- 
lèles à  une  direction  donnée,  à  une  unicursale  de  Tordre  p. 

L'égalité  (B)  est,  tout  au  plus,  du  degré  np  —  2,  par  rapport 
à  /.  Prenons,  par  exemple,  le  numérateur  ^'^  —  tj/'?  :  celte 
expression  est,  en  apparence,  du  degré  ap—  1  ;  mais  il  faut 
observer  que  dans  9'^^  et  ^V»  P^^^  ^^^  raisons  évidentes,  le 
terme  du  degré  le  plus  élevé  disparait  nécessairement.  Cette 

remarque  s^applique  au  dénominateur  f'^ — ^f.  Ainsi  le 
nombre  des  tangentes  parallèles  à  une  direction  quelconque 
est  tout  au  plus  égal  à  ap  —  2  ;  ce  dernier  nombre  exprime 
dope  la  classe  de  la  courbe,  à  moins  que  cette  classe  ne  soi  t 
inférieure  k  ap  —  2. 


I.  Oorollaire.  Les  cubiques  à  point  double  sonty  tout 
au  pluSy  de  la  quatrième  classe. 

'MM.  Théorème.  Les  coniqties  sont  des  unicur sales. 

Ces  courbes  sont  du  genre  zéro,  elles  sont  donc  unicur- 
sales.  Mais  nous  voulons  le  vérifier  directement  et  montrer 
comment  on  peut  exprimer  les  coordonnées  d*ua  point  de 
la  courbe,  en  fonction  d'un  paramètre  variable  t. 

L'équation  d'une  conique  peut  toujours,  par  la  méthode 
de  décomposition  en  carrés,  se  mettre  sous  l'une  ou  l'autre 
des  formes  suivantes  : 

F-f.Q*=:A*,      (ElUpse.) 
P"  —  Q"  =  \Vy      (Hyperbole.) 
P*=:mQ;  (Parabole.) 

P,  Q,  désignant  des  formes  linéaires  d'à;  et  A'yi  et  h^  H>  m, 
représentant  des  constantes  réelles. 
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En  posant  : 


i>=.h  '' 


r-i-r 


Q^A^î 


C-i 


(dans  le  premier  cas). 


i'H-i* 


P-4-0 


rr —  n  j- ^^l  \  {dans  le  deuxième  cas), 

t*  )  (daus  le  Iroisiême  cas)  ; 

Texpression  des  coordonnées  Xy  y,  d'un  point  mobile  sur  une 
conique,  en  fonction,  d'un  paramètre  variable  /,  sera  obtenue 
en  résolvant  les  équations  précédentes  par  rapport  à  x 
et  à  y. 

411 0.  Remarque  relative  aux  cubiques  anievrsales. 

Lorsqu'une  cubique  admet  un  point  double  M  (a ,  3)  ;  elle  est 
unicursale.  La  réciproque  est  vraie;  car,  si  la  cubique  déter- 
minée par  les  formules  (A),  (§4o6),  n'avait  aucun  point 
double,  elle  serait  de  la  sixième  classe. 

En  effet,  la  conique  qui  représente  la  dernière  polaire  d*uii 
point  P  {Xo,yo>Zo)y  pasfe  par  les  points  de  contact  des  tan- 
gentes issues  de  P  à  la  cubique  (§  i23).  Elle  passe  aussi  par 
les  points  multiples  de  la  courbe,  car  Téquation 

est  vérifiée,  quand  il  existe  une  solution  commune  aux  équa- 
tions 

/-;=«,  r,=o,  r,=o. 

L'abaissement  de  la  classe,  de  6  à  4^  no  peut  donc  se 
faire  que  si  la  cubique  présente  un   point  double. 

Cette  propriété  est  susceptible  d'une  généralisation  sur 
laquelle  nous  n'insisterons  pas  ;  nous  voulons  seulement 


LES  UNICUKSALES  357 

faire  observer  comment  on  calcule  la  fonction  du  -paramètre 
variable  /,  les  coordonnées  d'un  point  mobile  sur  une  cubique 
unicursale. 

Transportons  les  axes,  parallèlement  à  eux-mêmes,  au 
point  double  ;  la  constante  et  les  termes  du  premier  degré 
disparaissent,  et  Téquation  de  la  cubique  prend  la  forme 


En  posant 


o,  (XY)  -  <p.  (X,Y)  =  0. 


Y  =  ^X, 


on  a 


?3  0,0' 


el, 


T3(i,0' 


411 1.  Détermination  des  Asymptotes.  Pour  bien  pré- 
ciser cette  détermination/ nous  devons  faire  remarquer  que 
les  formules  les  plus  générales  qui  puissent  définir  une 
courbe  unicursale  F  sont  : 

P  et  Q,  d'une  part;  K  et  S,  d'autre  part;  étant  des  polynômes 
entiers  en  /,  premiers  entre  eux.  Les  formules  que  nous 
avons  employées  plus  haut  rentrent  dans  celles-ci,  quand  on 

P    R 

réduit  les  fractions  7^ ,  t  >  au  plus  petit  dénominateur  com- 

mun  D,  et  Perdre  de  Tunicursale  F  est  alors  le  degré  le  plus 
élevé  des  trois  fonctions  : 

P^.     R§,etD. 

Db  L.  Tomb  II.  3; 
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Un  point  peat  s'éloigner  à  Tinfini,  sur  F,  dans  Tune  oa 
l'autre  des  hypothèses  suivantes  : 
lo  X  devient  infini,  y  restant  fini, 
2»  y  devient  infini,  x  restant  fini, 
3*  y  et  j;  deviennent,  simultanément,  infinis. 

Désignons  par  A  le  plus  grand  conunun  diviseur  des  po* 
lynômes  Q  et  S,  et  posons  : 

Q=:0'A,     S  =  S'A; 

nous  avons,  alors, 

D  =  S'Q'A. 

Les  points  qui  s'éloignent  à  Finfini,  dans  la  direction  ox, 
sont  ceux  qui  correspondent  aux  valeurs  de  %  qui  sont  racines 
réelles  de  Téquation  Q'  =  o.  De  même,  les  racines  réelles  de 
réquation  S' zz ordonnent  les  asymptotes  parallèles  à  oy. 
Enfin,  une  valeur  de  /,  (^  =/')  annulant  A,  donne  une  direc- 
tion asymptotique  qui,  en  général,  n'est  parallèle,  ni  à  ox» 
ni  à  oy  ;  et,  pour  la  déterminer,  il  sufBt  de  remarquer  que 
l'on  a 

y  _W 
x"  PS* 

y 

On  cherche  la  valeur  de  —  ,  pour  Izzl';  puis,  en  désignant 

X 

cette  valeur  par  |a,  on  détermine  la  valeur  dey  —  \uc, pour 

L'expression  y  —  [up  se  présente,  ordinairement,  sous  la 
forme  d'un  rapport  de  deux  fonctions  entières  de  <,  qui  s'an- 
liulent  évidemment  pour  i  =zt';  et,  pour  avoir  la  valeur  de 
y  —  \>x,  on  doit,  d'abord,  diviser  haut  et  bas  les  deux  termes 
du  rapport  par  {/  —  /'). 

Ajoutons  enfin  que,  dans  certains  cas,  un  point  de  la  courbe 
peut  s'éloigner  à  Tinfini  quand  /  prend  une  valeur  infinie.  On 
devra  donc  examiner  avec  attention  ces  différentes  hypo^ 
thèses  pour  lesquelles  un  point  d'une  unicursale  s^éloigne 
indéfiniment. 
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4im9.  DMermloaUon  des  pointe  multiples.  Pour  que 
le  mobile  qui  décrit  Tunicursale  et  dont  les  coordonnées  se 
calculent  au  moyen  des  formules  : 

j£ ^ f^ 

formules  dans  lesquelles  t  désigne  une  variable  indépendante 
prenant  toutes  les  valeurs  possibles  entre  —  »  et  +  »,  il  est 
nécessaire  et  suffisant  que  pour  des  valeurs  différentes  de  t 
et  de  0,  on  puisse  avoir  : 

/(O)    ?(e)    4.(6)* 

Ces  équalions  débarrassées  de  la  solution  évidente  t  =:  6, 
donnent  les  valeurs  cherchées. 
41 3.  DéterminaMon  des  pointe  d'inflexion.  Soit  : 

ax  -f-  ày.  +  C2  n  0, 

réquation  de  la  tangente  inflexionnelle  A  ;  celte  droile  A 
doit  avoir,  avec  Tunicursale  considérée,  des  points  communs 
parmi  lesquels  trois  coïncident  avec  un  certain  point  M.  Si 
M  est  un  point  simple,  A  est  une  tangente  inflexionnelle. 
L^équation 

a  donc  une  racine  triple.  Cette  équation,  d'une  part  ;  les  sui- 
vantes, d'autre  part, 

ar  {1}  -h  b^"  (0  -h  cV  (0  =  «, 

déterminent  les  points  d'inflexion  et  les  tangentes  inflexion- 
nelles.  On  peut  remarquer  que  les  valeurs  de  t  qui  corres- 
pondent aux  points  d'inflexion  sont  racines  de  l'équation 

r  (0      ?  (0      *  (0 

r(o   ?'(o    ^'(0  =0* 
i  r  w    f  (0   V  (0. 
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4114.  Application  à  un  exemple.  Proposons-nous  de 
construire  la  cubique  U  qui  correspond  aux  équations 

(A)    0;=^,—^,    y^-^^z-^' 

Les  valeurs  remarquables  de  t,  c'esl-à-dire  celles  qui  an- 
nulent, soit  le  numérateur,  soit  le  dénominateur,  de  x  ou  de 
y,  sont  : 

1  

1**  Asymptotes.  L'examen  des  formu!es  (A)  prouve  qu'un 
point  de  U  ne  peut  s'éloigner  à  Tinfini  que  pour  t  =  i.  On  a, 
d'ailleurs, 

é 

y  _2f  —  1 
a;  ""      «* 

Pour  tzzif  on  trouve  que  le  coefficient  angulaire  de  l'a- 
symptole  est  égal  à  i.  Cherchons  la  limite  de  y  —  x,  pour 
^  -  1.  Nous  avons. 

i'  —  'it-h  i  /  —  t 

y  —  xiz 


^''—1  i^-ht-i-i' 

Ainsi,  pour  trzi, y  —  x  a  pour  valeur  zéro;  Tasymplole 
réelle  de  U  est  la  première  bissectrice. 
i""  Points  d'inflexion.  Soit 

ax-h  by  -—  i  iz  o, 

réquation  d'une  tangente  inflexionnelle  à  U.  On  doit  avoir  : 

at*  +  6  (2/  —  i)  —  /'  -h  1  z=  o, 

2at  -f-  26  —  3^*  —  o, 

a  —  3^  13  o. 

En  éliminant  a  el  b  entre  ces  trois  équations  on  trouve 

2f»  —  3^'  —  2  =:  0. 
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Celte  équation  admet  pour  /  unô  seule  racine  réelle,  com- 

prise  entre  -  et  a. 

a 

3®  Points  limites.  Cherchons  les  points  où  la  tangente  est 

parallèle  :  soit  à  ox,  soit  à  mj. 

Le  coefficient  angulaire  y',  d'une  langenle,  est  égal  à 

4/'  —  3/'  -h  2. 

t  {l'  -{-  a)      • 

Il  y  a  une  tangente  parallèle  hoy;  i"  pour  /  n  o  ;  2°  pour 

t-=i  V —  2  ;  et  une  tangente  parallèle  kox;  1**  pour  t:r±  », 

2**  pour  une  valeur  de  t  comprise  entre  y —  2  et  o. 
4**  Point  double.  Cherchons  à  résoudre  les  équations 

e         e"      2/—  i     20  —  i 


/'  —  1     e'  —  1     /"'  —  1      6'  —  1 

La  première  donne,  après  simplification, 

D'autre  part,  en  considérant  l'équation 

2/  —  i      2O  —  1 

on  a,  après  avoir  divisé  par  ^  —  0, 

(2)    2/  ô  r:  /  4-  0. 
Les  équations  (i)  et  (2)  donnent  : 

/e  =:  —  2,   et  /  -f-  0  =  —  4. 
Ainsi,  t  et  0  sont  racines  de  l'équation  : 

T*  +  4*^  —  2  n:  o. 

Le  point  double  correspond  donc  à  la  valeur  — 2— y/^, 
ou  à  la  valeur  —  2  -hy^fi,  attribuée  à  t. 
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En  résumant  ces  résultats  divers,  le  tracé  de  la  courbe  U 
qui  est  une  cubique  à  nœud,  est  conforme,  dans  son  aspect 
général,  à  celui  qu'indique  la  figure  ci-dessous. 


Fig.  173. 


EXERCICES 


i .  Répandre  à  Vohjeciion  suivante  : 

On  considère  Funicursale  U  qui  correspond  aux  formulés  : 

(A)     a:=m.    y^ïM 

-KO  -HO 

on  change  de  variable f  en  posant  : 

/  =  F  (6) 

F  étant  du  degré  K,  par  rapport  à  8.  Les  formules  (k)  qui  étaient  du 
degré  Pt  par  rapport  à  t,  deviennent  du  degré  Kp,  par  tnipport  à  ^.  Le  roi- 
sonnement  qui  a  été  fait  (§  ^oS)  pour  établir  le  degré  de  Vunicursale  indi- 
querait donc  une  courbe  du  degré  p,  et  aussi  une  courbe  du  degré  Kp;  ce 
qui  implique  contradiction? 

Od  montrera  qu'en  faisant  varier  6,  on  tracera  K  fois  la  courbe  U. 
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•.  Une  conique  y  étant  considérée  comme  unicursale  et  corresponrlant 
azur  formuler  : 

_  g  +  6/  +  c/'         _  g^  +  h't  4-  c't* 

déterminer  ses  foyei's. 

i'»  méthode.  On  forme  la  quantité 


^\« 


(a;  _  a;')'  4-  (y  -  y') 

et  on  exprime  que  c'est  un  carré  parfait.  On  obtient  deux  relations  entre 
x^  et  y'  et  leur  résolution  conduit  à  une  équation  du  quatrième  degré. 
Mais  on  peut  toujours  résoudre  cette  équation  parce  que,  comme  nous 
l'avons  montré,  le  problème  en  question  est  quadratique. 

2^  méthode.  On  prend  l'équation 

y  zz  mx  +  n , 

et  on  exprime  que  la  droite  qui  lui  correspond  est  tangente  à  y.  On  con- 
sidère alors  un  foyer  comme  un  point  tel  que  les  coefficients  angulaires 
des  tangentes  issues  de  ce  point  sont  -f*  '  et  —  ?. 

Application.  Soit 

t  /•• 

On  trouve  : 
!•  foyers  réelST, 

iT,  —  o 

y,^ — 

2*»  foyers  imaginaires, 

3.  On  donne  une  courbe  U,  dont  Céguation^  rapportée  aux  axes  rectan- 
guknrei  oar,  oy,\est  : 


«. 

^^" 

0 

y. 

— 

— 

1 

2 
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Soit  m  un  point  mobile  sur  V;  on  joint  OM  et,  à  cette  droite,  au  point  m, 
on  élève  une  perpendiculaire  gui  rencontre  ox  en  A.  On  fait  tourner  lu 
droite  mk,  autour  de  m,  dans  le  sens  direct  jusgu^à  ce  q Welle  vienne  se 
ralMittre  sur  om;  soit  M  la  nouvelle  position  du  point  X. 

1**  Trouver  l'équation  de  la  courbe  V,  lieu  des  points  M. 

â**  Appliquer  les  formules  de  transformation  au  cas  particulier  o»  U  et/ 
une  droite, 

S"*  La  transformée  d'une  droite  étant  une  hyperbole,  dont  les  asymptotes 
se  déterminent  facilement,  déduire  de  cette  remarque  une  construction 
simple  de  la  tangente  au  point  M,  à  la  courbe  transformée  V. 

4'  Examiner  le  cas  particulier  oit  U  est  une  hyperbole  éqmlatére,  ayant 
pour  asymptotes  ox  et  oy,  et  montrer  que  la  transformée  est  une  guar tique 
unicursale. 

5»  Démontrer^  d'une  façon  générale,  que  si  U  est  une  courbe  unicursale, 
la  transformée  V  est  aussi  une  unicursale, 

!•  En  désignant  par  x,y  les  coordonnées  de  m;  par  X,Y  celles  de  M; 
on  a  : 

rA^  X'  XY 

(A)   X  =  TT-r-r,,    y  = 


et, 


-l-Y'    •'  ~X  + Y' 


(B)  x-=xi.y,  Y=yJ^Lty.\ 


X 


2®  A  la  droite  A  qui  a  pour  équation 

-  H 1  IZ  o, 

P       Q 
correspond  une  hyperbole  H',  dont  l'équation  est 


X 


C- +-:)=»-- 


30  L'équation  précédente  pouvant  s'écrire  sous  la  forme  î 

les  asymptotes  sont  mises  ainsi  en  évidence. 

A  la  tangente  A  en  m,  à  U,  correspond  une  hyperbole  H,  Ungeote  à  Y, 
au  point  M.  La  Ungente  à  V,  en  ce  point,  est  donc  confondue  avec  la 
tangente  à  H  ;  droite  que  l'on  construit  en  menant  par  M  une  droite  par- 
tagée en  deux  parties  égales  par  ce  point  et  par  les  asymptotes  de  H. 
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î®  En  pr^^nnnt  réqnatîon  : 

xy  =  m\ 

on  trouve,  pour  la  transformée, 

(i)    X'Y=:m*(X+Y)'. 

En  posant  : 

w  (X  +  Y)  n  /XY 

on  voit  que  la  quartique  (i)  est  unicnrsale. 

5*»  Cette  dernière  proposition   est    la  conséquence    évidente   des    for- 
mules (B). 

4.  Construire  fes  unicursales  qui  correspondent  aux  formules  : 


l 


* 


X  ZZ  ,  l   X  zz 


1  —  /  \         1  —  r 


1"  ;  .  «" 


^  "■  1  -I-  /  f  î'  —  1  —  ^» 

La  première  courbe  est  une  quartique  formée  de  trois  branches  hyper- 
boliques dont  l'une  est  aplatie  et  du  premier  genre.  Elle  présente  un  point 

3 
dMnflexion  à  Torigine  et  un  point  limite  pour  /  = . 

L'autre  est  une  cubique,  ayant  un  point  double  isolé,  à  rinfinî,  dans  la 
direction  de  la  seconde  bissectrice  ;  elle  a  la  forme  d'une  branche  serpen- 
tine tangente  &  Torigine  à  Taxe  des  y  et  ayant  pour  asymptote  la  droite 
qui  correspond  à  l'équation  j/  —  ax  =  o. 

Les  équations  cartésiennes  de  ces  courbes  sont,  respectivement, 

S.  Construire  la  courbe  qui  correspond  aux  formules  : 

(École  Polytechnique.  1878,) 

Cette  cubique  est  formée  de  trois  branches  hyperboliques  dont  Tune  est 
une  branche  aplatie  du  second  genre.  Son  équation  cartésienne  est  : 

^  (y  +  a:)*  +  2  (y  —  ^)  =  0- 
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Elle  admet  quatre  points  limites,  points  pour  lesquels  les  tangentes  sont 
parallèles  &  ot  et  les  points  de  contact  correspondent  aux  racines  de 
l'équation 

2/*  -_  5^«  -h  1  zz  o. 

Les  asymptotes  sont  :  i*  Taxe  des  y,  a*  deux  parallèles  à  la  seconde 
bissectrice  et  coupant  les  axes  a  une  distance  -f-  3,  on  •  s,  de  l'origine. 

•.  Expliqtier  comment  on  peut  reconnaitre  que,  dans  une  unieursaie,  un 
point  M|  dont  les  coordonnées  {x* ,  y')  correspondent  à  fa  valeur  V  du 
paramètre  variable^  est  un  centre  delà  courbe. 

Vérifier:  \°  que  le  point  (o,  —  i)  est  un  centre  de  la  cubique  unicurtale 
qui  est  définie  par  les  formules  : 

t  \  —t 

a*  Que  le  point  (o,  + 1)  ^«^^  ^  cen  re  de  la  courbe  qui  correspond  aux 
équations  : 

t  i  +  t 

H .  Démontrer  que  si  une  courbe  est  définie  par  les  formules  : 

Vaire  S  du  trapèze  curviligne  formé  par  un  arc  de  la  courbe,  l'are  des  t, 
et  les  deux  ordonnées  qui  correspondent  aux  extrémités  de  Carc  considéré, 
vérifie  la  formule  : 

-L.s;  =  <p(or(0. 

sinO 

8.  Trouver  Vaire  dun  segment  hyperbolique. 
On  prend  Tèquation  de  l'hyperbole  sons  la  forme 


et  on  pose 


En  appliquant  le  principe  de  l'exercice  précèdent  on  trouve 


QUARANTIÈME  ET  QUARANTE  ET  UNIÈME  LEÇONS 


LES     COORDONNÉES    POLAIRES 


(formulas    aÉNÉRALEs) 


iil&.  Équation  delà  droite.  Considérons  une  droite  A^ 
et  soit  ox  Taxe  polaire.  Si  nous  désignons  par  h  la  distance 
de  Torigine  à  A,  le  triangle  OMH  nous  donne  la  relation 

A  izp  cos  (a  —  (I)). 


Fig.  174. 

C'est  l'équation  polaire  de  la  droite.  On  remarque  qu'elle 
peut  s'écrire  sous  la  forme  : 


wcosw  -+-t)  sinwiz  -. 

P 


Réciproquementy  toute  équation  de  cette  forme  représente 
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une  droHe,  En  effet,  en  la  transformant  en  coordonnées  car- 
tésiennes on  a  : 

Il  faut  pourtant  observer  que  les  droites  passant  parTori- 
gine  ont,  dans  le  système  polaire,  pour  équation  : 

u);=«,    ou    tgwzzK. 

4I1G.  Dictes  passant  par  deiix  pointe.  Soient  p^,  lu,  ; 
Pi*  <>>i  ;  l68  coordonnées  des  points  donnés.  L'équation  de  celle 
droite,  en  supposant  i»^^  —  m^^o,  est 


*  .  -  z::  w  cos  0) -f- r  sîn  w, 

et  Ton  a,  par  conséquent. 


—  zr  tt  cos  (I),  -|-v  sîn  wi , 
Pi 


—  =r  ucos(i),4-vsinb),. 
P« 


Ces  trois  égalités  donnent^  entre  les  coordonnées  courantes 
(p,  w)  d'un  point  de  la  droite  proposée,  la  relation 


(D) 


-^    cos  w     sin  (i) 


—     cos  Cl),       Sin  iù^ 


pi 


1 

Pi 


'-    cos  <i).    sm  w, 


zz.  o. 


ifl  V.  Équation  g^énéraie  des  tanf^entes.  Soit  /*(p,(i>j =0 
réquation  d'une  courbe  U,  en  coordonnées  polaires.  Prenons 
sur  U  un  point  M|,  (p,,  co,)  et  joignons  M,  à  un  second  point 
M,  (p„  (û,)  voisin  de  M„  sur  la  courbe.  La  droite  M|M,  a  pour 
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équation  (D),  et  celle-ci  peut  ^'écrire  sous  la  forme  : 


P 
1 


COSCi) 


COSb), 


sin  (i) 


Slll  b)j 


1 

Pi 


1 

P« 


coswj  —  co^w,    sinw,  —  sino), 


IZ  0. 


(Di  (l>i 


(i)i  —  fa). 


a>4  —  (ùi 


1 

En  supposant  que  o),  varie  et  tende  vers  u),,  cette  relation 
devient,  à  la  limite, 


cos  0)      ism  fa) 


pi 


cos  fa)j      m  fa), 


(^y  - 


SlUfa)}      cos  fa), 


—  0. 


En  développant  ce  détermii.  nt  on  a,  finalement, 


—  )  sin  (fa) — fa),). 
•       .       ..  P«^ 

Dans  cette  équation,  (  —  )  désigne  les  dérivées  de  la  fonc- 
tion -  quand  on  y  a  remplacé  les  coordonnées   courantes 

p,  fa),  par  les  coordonnées  particulières  p,,o)i,  du  point  con- 
sidéré. 

4118.  Éqaatioii  de  Tasymptote.  Lorsque  le  point 
(p„  fa),)  s'éloigne  à  Tinfini,  dans*  une  direction  déterminée, 
on  a  : 


lim  p,  =:  »,  et  lim  fa)|  —  x 
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L^équation  de  l'asymptote  est  donc 

-  =  {-  )  sin  (oi  — a). 
P      \p«/ 

Dans  cette  relation,  (  —  )  désigne  la  dérivée  de  *  quand 

on  y  remplace  :  -,  par  o  ;  et  (i>,par  a.  Nous  reviendrons,  tout 

P 

à  l'heure  (§  4^7)  sur  la  discussion  que  comporte  cette  équation. 

411 B.  Équation  des  coniques.  Nous  avons  déjà  montré 
(§  339)9  ^e  l'équation  polaire  de  Tellipse  était 


P 
(C)     -  =  1  —  e  cos  0). 

P 


Nous  rappelons  que  l'origine  choisie  est  le  foyer  de  gauche 
et  que  la  direction  positive  de  Taxe  polaire  est  celle  du  mobile 
qui  se  dirige^  du  foyer  pris  pour  origine,  vers  le  second  foyer. 

L'équation  précédente  peut  représenter  les  trois  genres  de 
coniques  ;  c'est  ce  que  nous  allons  établir. 


Fig.  175. 

Considérons  d'abord  une  hyperbole  ;  prenons  pour  origine 
le  point  F,  foyer  de  droite  ;  et  pour  direction  négative  de  Taxe 
polaire  celle  du  mobile  allant,  du  foyer  considéré,  à  l'autre 
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foyer  F'.  Soit  A  la  directrice  qui  correspond  au  foyer  F;  ayant 
pris  un  point  M  sur  Thyperbole  on  a  : 

,  ,     MF  c 

e  désignant  l'excentricité. 

D'autre  part,  on  a^  par  une  propriété  connue. 


et,  par  suite. 


0H  =  ^, 

C 


a*     b* 

FH  =  c =  -. 

c      c 


La  relation  (i)  peut  donc  être  écrite  : 

b'  ,  ^l' 

}-  p  COS  ù) 


d*où  Ton  tire 


?  = 


6; 

CL 


C 
i COS  0) 

a 


ou,  enfin^ 


'       1  —  e  COS  w 


il  est  facile  de  vérifier  qu'en  faisant  varier  code o  à  ax, 
celte  équation  donne  les  deux  branches  H,  H' de  l'hyperbole. 

Prenons  en  effet  un  point  M'  sur  la  seconde  branche  H'. 
Nous  avons,  encore, 

M'F  M'F  c 


F77w=^>     "^^ 


Mtcoso)' 

c 
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Le  point  M'  correspond  à  une  valeur  w'  de  w,  valeur  com- 
prise enlrj  o  et  a,  22  désignant  Tangie  formé  par  les  deux 
semi-asymptotes  qui  comprennent  une  branche  de  Tliyper- 
bole.  Si  nous  désignons  par  p',  la  coordonnée  p  du  point  M', 
p'  est  une  valeur  négative  et  nous  devons  poser  M'F  =z  —  p'. 
La  relation  précédente  s^écrit  donc  : 


0U1 


p 

_ 

c 

-p 

'cosco' 

C 

a' 

?' 

p 

1  — 

ecoso)' 

» 

On  retrouve  ainsi  Téquation  précédemment  obtenue.  Çn 
poursuivant  cette  discussion,  on  voit  que  :  le  bras  1  est  en- 
gendré par  la  variation  de  eu  entre  o  et  a  ;  les  bras  2  et  3  quand 
tù  prend  les  valeurs  comprises  entre  a  et  2-  —  a  ;  enfin  le 
bras  4  quand  on  fait  varier  w  entre  2-  —  a  et  2-. 

En  prenant  le  foyer  delà  parabole  pour  origine  et  pour  di- 
rection négative  de  Taxe  polaire  celle  du  mobile  qui  se  dirige 
du  foyer  vers  le  sommet  de  la  courbe,  Téquation  de  la  courbe 
est 

P 

-  IZ  1  —  COSO). 

P 

Il  suffit,  pour  robtenir,  d'exprimer  que  tout  point  de  la 
courbe  est  situé  à  égale  distance  du  foyer  et  de  la  directrice. 

En  résumé,  les  conventions  relatives  à  l'origine  et  à  la 
direction  positive,  ou  négative,  de  Taxe  polaire  étant  celles 
qui  ont  été  formulées  plus  haut,  on  peut  dire  que  VéqucUion 

P 

—  =  1  —  e  cos  w 

P 

représente,  dans  ce  système  (Taxes,  V équation  générale  des 
coniques. 
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490.  Éqnayon  géiiérale  des  tensenies  ans:  eo« 
aiqves.  Cherchons,  d*après  (C),  réquation  générale  des  tan- 
gentes aux  coniques.  Nous  avons,  d'abord, 


l  - 1  —  esm  (0. 


P. 

L'équation  (T)  est,  alors, 

p 

"  =  (i  — ccos(i),)cos((o  —  wj-f-esinw,  sin(w  — co,), 


ou, 


—  z=cos(w — a)|) — e  \  cosw,  cos(a) — w,) — csin  a)4sin((i) — <»>,)}, 
P 


ou,  enfin, 


(T)    —  =cos(a) — (0,)— -ccosw. 

P 


4191.  IncUaaison  du  rayon  veeteor  sar  la  tMHirbe. 

Imaginons  qu'un  point  M  soit  mobile  sur  une  courbe  V  et 
occupe,  sur  cette  courbe,  une  position  M'  voisine  de  M.  Nous 
dirons  que  le  mouvement  du  mobile  considéré  est  direct  si 
la  semi-droite  OM ,  tournant  autour  du  point  0  de  Tangle 
MOM',  vient  se  placer  sur  OM',  après  avoir  pivoté  dans  le  sens 
direct  ;  ou,  si  Ton  préfère,  dans  le  sens  négatif  des  coordon- 
nées (t>. 

Si  l'on  joint  un  point  M  de  U  au  point  voisin  M\  défini 
comme  il  vient  d'être  dit,  la  limite  des  positions  des  semi- 
droites  MM',  quand  M'  vient  se  confondre  avec  M,  est  une 

semi-droite  A ,  bien  déterminée  et  que  nous  allons  consi-    . 
dérer. 

Nous  appellerons  inclinaison  du  rayon  vecteur  OM  sur  la 
courbe  U,  l'angle  que  fait  la  semi-droite  MO,  avec  la  semi- 
tangente  A. 

Il  résulte  de  ces  explications  que  cet  angle,  ou  celui  qui  lui 
est  opposé  par  le  sommet,  est  bien  déterminé;  il  n'a  qu'une 
valeur,  que  nous  désignerons  par  V. 

Db  L.  Tomb  n.  38 
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4Lft9.  Formule  donnant  tg  V.  Cette  formule  peut  s'éta- 
blir directement,  mais  elle  est  aussi,  comme  nous  allons  le 
montrer,  la  conséquence  immédiate  de  Féqaation  (T). 

En  faisant  o)  =  o,  dans  cette  formule,  nous  avons  : 


tu, 


OT  :=  —  cos  0),  —  (  —  )  sin  w, , 
pi  \pi/ 

(0     7~,==cosw4  -h— sinw,. 


D'autre  part,  le  triangle  OMT  donne  j 

p.  _    OT 


sin  (V  +  (I),)      sin  V 


ou. 


(2)    ^  =  cos  <i),  -4-  cotg  V  sin  Wj. 

La  comparaison  des  résultats  (1)  et  (a)  conduit  à  la  formule 
cherchée  : 

(A)    tgV=ff. 

493.  Remarque.  Le  plus  souvent,  dans  le  système  des 
coordonnées  polaires^  Téquation  de  la  courbe  est  donnée  sous 
ta  forme  : 
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La  formule  (À)  que  nous  venons  de  trouver  peut  aussi 


s'écrire  : 


cotg  V 


=  -'■(- ri) 


OU, 


cotg  V 1=  - 


& 


On  a  donc. 


co.gV  =  -fii). 


Cette  nouvelle  forme  est  commode  dans  un  grand  nombre 
de  cas,  et  la  remarque  que  nous  voulions  faire  peut  se  résu- 
mer ainsi  i  la  colangente  de  Vangle  V  est  égale,  et  de  signe 

contraire j  à  la  dérivée  logarithmique  de  la  fonction  *-• 

P 

^94L.  Équation  de  la  normale.  Soit  MN  la  normale 
(fig.  176);  on  a  ON  =  Pj  cos  V.  L'équation  de  MN  est  donc 

p,  cosV=  pcos(V  +  (i)4  —  Cl)); 
ou, 

~  cos  V  =  cos  V  cos  (u),  —  (1))  —  sln  V  sin  ((Oj  —  w), 
P 

ou  encore, 

14         ,  .       tgV 

-  zz  —  cos  ((1)1  '-Cl))  —  -2—  8in  (ci)|  —  Cl))* 

P      Pi  Pi 

En  appliquant  la  formule  précédente^  il  Vient 

(N)     -  =  -  cos  (eu — Cl),)  4-  -7  sin  (w  —  ti),)* 
P      Pi  Pi 
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•  4^&.  Sôuis-taoKento  et  sons-oormale.  La  perpendi- 
lairc  élevée  au  rayon  vecteur  OM,  au  point  0,  reiicontrela 
tangente  en  A  et  la  normale  en  B.  Dans  le  système  des  coor- 
données polaires,  OA  s'appelle  la  sous-langente  ;  OB  est  la  sous- 
normale. 


Flg.  177. 

La  sous-tangente  est  positive  lorsqu'elle  est  placée  à  la 
droite  de  l'observateur  qui,  du  point  0,  regarde  l'extrémité  M 
du  rayon,  vecteur.  Au  contraire,  la  sous-normale  est  positive 
quand  elle  est  placée  à  la  gauche  de  cet  observateur. 

Les  triangles  OMA,  0MB  donnent  : 

OAi=p,  tgV,    OB  =  p,  cotgV; 
En  désignant  la  sous-normale  par  S^,  la  sous-tangenie  par 
Sp  on  a  donc  :    .  .     . 

''   (^) 

et, 

Pi 

iftSS.  Application  auK  spirales.  —  1°  Spirale  d*Ar* 

chlméde.  Celte  courbe  correspond  à  l'équation  : 

(A)    p  =  ofù. 
C'est  une  équation  transcendante  et  nous  devons  expliquer 
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d*aborâ  comment  on  peut  imaginer  une  constrùction^'pôint  par 
point,  de  cette  courbe. 

Dans  un  cercle  de  rayon  R,  on  fait  un  angle  au  .centre  égal 
à  Cl)  et  l'on  considère  Tare  intercepté  par  les  côtés  de  cet 
angle.  Soit  û  la  longueur  de  cet  arc. 

Pour  obtenir  le  point  correspondant  de  la  spirale,  on  fait 
tourner,  autour  de  rdrigine,  la  semi-droite  ox  d'un  angle  w, 
dans  le  sens  positif  ;  et,  sur  cette  droite,  à  partir  du  point  0, 
on  prend  une  longueur  qui  est  une  quatrième  proportion- 
nelle aux  lignes  a,  Q,  R. 


Fig.  178. 

Dans  les  courbes  polaires  transcendantes,  pour  obtenir 
toute  la  courbe^  on  doit  faire  varier  id  de  —  00  à  -f-  œ. 

La  spirale  d'Archimède  a  la  forme  indiquée  par  la  figure 
ci-dessus  ;  elle  jouit  de  cette  propriété  que  la  sous-normale 
est  constante.  On  a,  en  effet,  S„  =:  a. 

^'^  SIpirale  lon^arithmiqoe.  Cette  courbe  correspond  à 
réquation 

(B)     p  =  Ka*^ . 

.  On  a,  dans  cet  exemple, . 


V^La-^ 
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on  pôût  donc  dire  que  dans  la  spirale  logarithmique  tous  les, 
rayons  vecteurs  qui  partent  du  pôle  coupent  la  courbe  sous  U 
même  angle. 


Fig.  179- 


Lorsque  cet  angle  est  égal  à  90*,  on  a  La  r=  o,  ou  a  =  «  ; 
et,  par  suite  p  =  K.  Le  cercle  est  donc  un  cas  particulier  des 
spirales  logarithmiques. 

a«  Spirale  hyperbolique.  L'équation  de  la  spirale  hy- 
perbolique est 


(C)     P=:-, 


ou, 


1   ^0) 

P      a 
On  a  donc 

et  Ton  voit  ainsi  que  cette  spirale  jouit  de  la  propriété  d'avoir 
une  sous-tangente  constante.  L'axe  polaire  est  une  direction 
asymptotique;  la  courbe  qui  a  la  forme  indiquée  par  la 
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figure  (180)  admet  une  asymptote  parallèle  à  l'axe  polaire  et 
correspondant  à  Téquation 


*  _  sin  <») 
p         a 


Fig.  180. 

^<*  Spirales  sinosoldales.  Ces  courbes  ont  pour  équa- 
tion 

(D)    mp"*  =:  à^  sin  mw 

Cette  égalité  représente,  pour  des  valeurs  particulières 
de  m,  des  courbes  que  nous  avons  déjà  rencontrées. 

Ainsi,  on  vérifie  facilement  que  si  m  =  -,  la  courbe  (D)  est 

une  cardioîde  dont  le  cercle  générateur  a  un  rayon  égal  à  a. 

En  supposant  m  =  a,  on  obtient  une  lemniscate^  dont  les 
foyers  sont  situés  à  Tintersection  de  la  première  bissectrice 
et  du  cercle,  concentrique  à  Torigine,  qui  a  un  rayon  égal  à  a. 

Les  courbes  qui  correspondent  à  Téquation  D  jouissent 
d'une  propriété  remarquable ,  qui  permet  de  construire  très 
simplement  la  tangente  en  un  point  pris  sur  Tune  d*elles. 

Nous  avons,  en  effet, 


et,  par  suite. 


mpw-i  p'  —  a^  cos  ww 


^  =  tgV=  tgmw. 

P 
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Cette  formule  donne 

V  =  wo)  4-  Kx. 

L^angle  V,  étant  Tangle  de  deux  semi-droites,  est  toujours 
inférieur  à  i:,  et  Ton  a,  finalement, 

V  =  mtù. 

On  déduit  de  là,  entre  autres  conséquences,  que  :  déins  la 
cardioîdey  une  corde  passant  par  le  point  double  et  les  ian- 
génies  aux  extrémités  de  cette  corde  forment  un  triangle  rec- 
tangle. 

4»V.  AsymptoÉes.  —  {Détermination  et  discussion.) 
Nous  avons  trouvé  plus  haut  que  Tasymptote  qui  corres- 
pond à  une  direction  asymptotique  a,  avait  pour  équation 

(A)     i  = 


i=(p^ysin(«-«); 


mais  il  nous  reste  à  montrer  comment  on  détermine  les 
asymptotes,  quand  Téquation  précédente  devient  une  identité. 
On  peut  toujours  supposer  que  la  courbe  considérée  cor- 
respond à  une  équation  polaire  ayant  une  forme  entière,  par 
rapport  à  p-  Soit 

réquation  proposée.  Elle  peut  s^écrire  encore  sous  la  forme  : 

p  p 

et  Ton  a,  par  suite,     . 

''^(;)V-^/-+(^)'*+pf+...=.. 

Supposons  d*abord  que  nous  n*ayons  pas,  simultanément, 

ç'  (a)  =z  0,  et  f{x)  zz  o. 
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Si  nous  faisons  :  (o^a,  etp=:Qo,  dans  la  relation  précé- 
dente, nous  avons 


ç'  (a)  -  (iV  nx)  -  o. 


.    Pc 

t 

L'équation  de  Tasymptote  est  donc,  en  supposant /*(a);zfo, 

-=^-^sin(w  -a), 
ou, 

(A')     -  /-(a)  —  9'  (a)  sin  (w  —  a)  =  o. 

P 

Dans  le  cas  où  Ton  a 

/^(a)  =  o,  et(p'(a)?fo, 

.  réquation  de  Fasymptote  est  co  =  a. 

Cette  asymptote  est  une  parallèle,  menée  par  Torigine,  à 
la  direction  asymptotique  considérée. 
Si  l'on  suppose  : 

/^(a)?do,  et(p'(a)  =  o; 

Tasymptote  est  rejetée  à  l'infini. 

Enfin,  il  nous  reste  à  examiner  le  cas  que  nous  avons  ré- 
servé, celui  où  nous  supposons,  simuUanémenti 

/•(a)=:o,     (?'(a)  =  o. 

^98.  Asymptotes  parallèles.  Lorsqu'une  courbe  a  des 
asymptotes  parallèles,  il  peut  arriver  que  l'équation  (A)  soit 
identique.  Les  asymptotes  se  déterminent  alors  comme  nous 
allons  l'expliquer. 

Posons  : 

-  zz  iJL  sin  (w  —  a) 

p- 

et  cherchons  à  déterminer  ja. 


582  QUARANTIÈME  ET  QUARANTE  ET  UNIÈME  LEÇONS 

Â  cet  effet,  changeons  de  variable  et  soit 

L'équation  de  la  courbe  est  alors ,  par  application  de  la 
formule  de  Taylor, 

1    •  ^ 

--j  /^(a)^Ûr(a)^.... 


Ti^  ♦(«)-»-•••  1=0- 


En  tenant  compte  des  hypothèses  que  nous  avons  faites, 
et  en  divisant  par  Q*,  cette  relation  peut  s'écrire 

(.)     î>)_^^(«)  +  _L,^(a)  +  ...  =  o. 
1.2        pU  pu 

,    Dans  la  partie  qui  n'est  pas  écrite,  les  termes  renferment 
des  facteurs  de  la  forme 


-e/'^W' 


H  étant  une  fonction  de  a,  et  p,  q^  r,  désignant  des  nombres 
entiers^  positifs  ou  nuls,  mais  ayant  une  somme  supérieure 
à  zéro. 

Cette  remarque  étant  faite ,  observons  que  Téqualion  de 
l'asymptote  cherchée  peut  s'écrire 


pU 


Par  conséquent ,  si ,  comme  nous  le  supposons,  {ji  a  pour 

1 
limite  une  valeur  finie, -tt  a  pareillement  pour  limite  une 

valeur  finie,  qui  est  la  même  que  celle  de  |x. 
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En  appelant  m  celle  limite,  réquation  (i)  prouve  que  Ton  a 

o"  (a) 

j» 

Cette  égalité  donne  par  m  des  valeurs  réelles  ou  ima- 
ginaires, finies  ou  infinies,  si  Ton  n*a  pas,  simultanément  : 

(3)     /(a)=o,/-'(a)  =  o,    *  (a)  =  o. 

1 
Nous  avons  supposé  que  la  limite  de  -^  était    finie.   Dans 

rhypothèse  contraire,  on  cherchera  la  limite  de  pQ  et  Ton 
trouvera,  pour  la  déterminer,  l'équation  (2),  après  y  avoir 

changé  m  en  — .  Nous  pouvons  donc  dire  que  (2)  donne  tou- 

jours,  la  valeur  de  w,  exception  faite  du  cas  où  l'on  suppose 
que  les  relations  (3)  sont  vérifiées. 

Dans  ce  cas  singulier,  on  aura  encore  recours  à  réqua- 
tion (1)  et,  après  l'avoir  simplifiée,  on  obtiendra,  pour  déter- 
miner m  y  une  équation  du  troisième  degré;  et  ainsi  de 
suite. 

ii90.  Cercles  et  pfriiits  asymptotes.  On  rencontre 
dans  la  construction  de  certaines  spirales  des  cercles  et  des 

points  asymptotes.  On  dit  qu'un  cercle  (ou  un  point)  A,  est 
asymptote  à  une  spirale  U,  lorsque  cette  courbe  est  cons- 
tituée, en  partie  au  moins,  par  une  infinité  de  spires  qui 
s'enroulent  autour  de  A,  sans  jamais  l'atteindre,  mais  en 
s*approchant  de  lui  d'une  quantité  qui  tend  vers  zéro. 

Nous  avons  trouvé  dans  la  spirale  logarithmique,  et  dans 
la  spirale  hyperbolique,  des  exemples  de  points  asymptotes. 

Dans  la  spirale  qui  a  pour  équation 

G) 

P  =  : 


3(«) —  1 


en  faisant  varier  w  de  o  à  —  od  on  a  une  première  partie  de 
la  courbe  formée  d'un  nombre  infini  de  spires  intérieures  au 
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cercle  A.  La  courbe  est  asymptote  à  ce  cercle  qui  a  pour  centre 
l'origine  et  dont  le  rayon  est  égal  à  t.  La  courbe  est  com- 
plétée :  1°  par  un  bras  partant  de  rorigine,  situé  dans  le  troi- 
sième angle,  et  asymptote  à  la  droite  A',  qui  correspond  à 
réquation 


0     -z=9  sin(w— a), 

P 


%  étant  Tangle  au  centre  qui,  dans  un  cercle  de  rayon  i,  cor 
respond  à  un  arc  de  longueur  -  ; 

a""  Par  une  seconde  spire,  dont  Tun  des  bras  est  asymptote 
à  A',  et  qui  s'enroule  extérieurement  à  A,  en  étant  asymp- 
tote à  ce  cercle. 

Finalement,  la  spirale  proposée  a  la  forme  générale  qu'in- 
dique la  figure  ci-dessous. 


Fig.   181. 

4t30.  Concavité.   Soit  U,  la   courbe  qui  correspond  à 
réquation 

/•(p,w)r:o. 
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Soit  M  un  point  de  U  ;  la  tangente  A  en  ce  point  a  pour 
équation 

1       1  /*\' 

-  =  -  cos  (w  —  Wj)  -h  I  -  )  sin  (ci)  —  ^ù^). 

9      Pi  \Pi/ 

Soient  p  et  (o,  les  coordonnées  d*un  point  B  pris  sur  U  dans 
le  voisinage  de  M  et  considérons  la  quantité  u,  fonction  de  (o 
et  définie  par  Tégalité. 


^■"ÔÂ^'ÔB* 


Nous  avons 


u  =.  —  cos((i>  — (0,)-+-  (  — )  sin(w  — (I),) , 

.pi  \Pi/  P 


•  •  •  ; 


par  suite. 


tt'  = sin (w— (1)1)4- 1"~|  cos(w  —  Wi)--(-| 

Pi  VPi/  Ap) 


ei,  finalement, 

u"  =z[ cos(w  — (1)1)  —  (  — )  sin  (w  —  (*)|)  — ■  (-)  . 

Pi  \Pi/  \P/ 

Désignons  par  u  la  valeur  de  w",  pour  w  =.  Wj,  et  posons, 
par  conséquent, 

(A)  ^  =  ---(j)'- 

P4  \Pi  / 

Si  nous  supposons  u  positif,  u"  est  une  fonction  de  ce  qui 
est  positif  quand  (o  prend  des  valeurs  plus  grandes  ou  plus 
petites  que  &>,,  mais  voisines  de  (a^. 

La  fonction  u'  est  croissante,  et  pour  co  ^  (o,,  u'  s'annule: 
donc  u^  a  une  valeur  négative,  avant  le  passage  de  (o  par  o),  ; 
et  positive  après  ce  passage.  Conformément  à  cette  remarque, 
nous  pouvons  donc  dire  que  u  décroit  avant  le  passage,  et 
qu'il  croit  après  le  passage.  D'ailleurs,  pour  o)  =  u),,  u  prend 
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la  valeur  zéro.  En  résumé,  avant  et  après  le  passage,  le 
rayon  vecteur  de  la  courbe  est  plus  grand  que  celui  de  la 
tangente;  la  courbe  a  donc,  dans  le  voisinage  de  M,  la  forme 
indiquée  par  la  figure. 


Fig.  ]8a. 

Au  contraire,  en  supposant  u  négatif  on  trouve  que,  avant 
comme  après  le  passage,  le  rayon  vecteur  de  la  courbe,  dans 
le  voisinage  de  M,  est  plus  petit  que  le  rayon  vecteur  corres- 
pondant de  la  tangente  ;  la  courbe  tourne  alors  sa  concavité 
vers  le  pôle. 

4L31 .  Points  d*iuflex:lon.  11  nous  reste  à  examiner  le 

cas  particulier  où  Ton  a  u  =  o. 

Le  raisonnement  que  nous  avons  fait  prouve  que,  si  u  s*an- 
nule,  en  changeant  de  signe,  la  courbe  tourne  d'abord  sa 
concavité  vers  le  pôle;  puis,  après  le  passage,  sa  convexité, 
ou  inversement.  Dans  l'un  et  l'autre  cas,  la  tangente  traverse 
la  courbe;  le  point  considéré  est  un  point  d'inflexion. 

4LBft.  Points  multiples*  Lorsque  l'équation  polaire  d'une 
courbe  est,  sous  la  forme  explicite:  pr:/*  (<«>),  les  points 
multiples  peuvent  se  déterminer  en  cherchant  quelles  sont 
les  valeurs  de  w  qui,  différant  d'un  multiple  de  aie,  donnent 
pour  p  des  valeurs  égales  ;  ou,  dans  d'autres  cas,  quelles 
sont  les  va^leurs  de  w,  dont  la  différence  est  égale  à  (afc -}-  iji:, 
et  qui  donnent  à  p  des  valeurs  égales  et  de  signes  con* 
traires. 

^83.  Points  limites.  Nous  nommerons  ainsi  ceUx  pour 
lesquels  la  tangente  est  parallèle,  ou  perpendiculaire >  à 
l'axe  polaire. 
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Pour  les  premiers,  on  a,  V  ayant  son  sens  ordinaire  (§  422). 
V-i-wziw,    ,ou     V-|-«i)3z  21c;    elc... 
ei,  par  conséquent, 

tgV  =  -tg(o=^; 

•p    ■ 

Pour  les  autres,  on  a  : 

V-|-(i)i=-,    ou    V4-wi=3-,    etc.. 
2  2 


et,  par  suite, 


p 
tgV=:cotg(o  z=- . 

P 


^134.  Symétrie  par  rapport  aux  axes.  Les  équations 
polaires  de  certaines  courbes  permettent  de  reconnaître  im- 
médiatement qu'elles  admettent  certaines  droites,  passant 
par  Torigine,  comme  axes  de  symétrie.  Cette  observation 
facilite  le  tracé  de  la  courbe,  et  la  symétrie  par  rapport  à 
Taxe  polaire  ox,  et  aussi  celle  qui  est  relative  à  Taxe  per- 
pendiculaire oy,  se  constatent  facilement  en  appliquant  les 
remarques  suivantes  : 

1"  Une  courbe  e-t  symétrique  par  rapport  à  ox  quand  son 
équation  ne  change  pas  :  soit  qu'on  substitue  à  «0,  21c — «d  ; 
soit  qu^on  remplace,  simultanément  :  p,  par  — p;  et  co, 
par  ic — (i). 

2*  Une  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  oy  quand  son 
équation  ne  change  pas  lorsqu'on  remplace  w  par  x  —  w; 
ou,  simultanément,  p  par  —  p,  et  w  paT  2x  —  w. 

On  peut  d*ailleurs  généraliser  cette  règle  en  l'appliquant, 
soit  aux  bissectrices  des  axes,  soit  à  la  droite  qui  corres- 
pond à  réquation  d)  =  a. 

43&.  Transformations  «Nsntraies*  Dans  ces  transfor- 
mations, la  figure  de  référence  est  constituée  par  un  seul 
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point  fixe  0,  qui  est  le  pôle;  deux  points  correspondants 
m  j  M  sont  toujours  situés  en  ligoe  droite  avec  le  pôle  et  si 

Ton  pose 

om^u,    OM  =  », 

on  donne,  pour  définir  la  transformation,  une  relation  entre 
les  rayons  vecteurs  u,  v. 
Par  exemple,  si  Ton  a 

k  désignant  une  constante,  les  figures  transformées  sont  ho- 
mothé  tiques. 

Les  deux  transformations  les  plus  simples  que  Ton  puisse 
imaginer,  après  la  transformation  homothétique,  sont  celles 
qui  correspondent  aux  formules  : 

Gomme  deux  figures  symétriques  par  rapport  à  un  point 
sont  égales,  on  peut  choisir  le  signe  de  v  et  prendre  les  for- 
mules précédentes  sous  la  forme  : 

(A)    u  —  vzzk,        (B)    W)  =  k\ 

A  la  première,  correspondent  les  courbes  que  nou»  avons 
nommées  conchoïdes  (§  24)  ;  Fautre  formule  donne  la  trans- 
formation  dite  par  rayons  vecteurs  réciproques. 

4W0.  Tnftnsfonnatioii  pmr  myons  veetewrs  réd- 
proqnes.  On  sait  que,  dans  cette  transformation,  les  demi- 
tangentes  aux  points  correspondants  de  deux  courbes  trans- 
formées, font  des  angles  supplémentaires  avec  le  rayon 
vecteur.  Nous  nous  proposons  de  reconnaître  analytiquement 
cette  propriété  remarquable. 

Soit 

l'équation  de  la  courbe  U  ;  les  formules  de  transformation 
sont  : 

(3)^  w  =  û,     uv^h\ 
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et,  à  la  courbe  U,  correspond  une  transformée  V  ayant  pour 
équation 


f 


{»- 


Les  angles  a  et  p  que  nous  voulons  considérer  vérifient  les 
égalités  (§  4»2)  : 


'à(7'°)  ■ 


En  tenant  compte  des  formules  (2),  cette  dernière  égalité 
peut  être  écrite 

<(m,co) 

on  a  donc, 

Igazr-tgg, 

.par  suite,  les  angles  a  ,^,  qui  sont  compris  entre  0  et  i:,  sont 
supplémentaires.. 

.  La  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques  jouit 
de  quelques  autres  propriétés  fondamentales  qui  se  recon- 
naissent immédiatement  par  l'analyse.  Ainsi,  à  la  droite  qui  a 
pour  équation, 

uz= , 

A  cos  (0  +  B  sin  (I) 

correspond  la  courbe  dont  l'équation  est 

t»  z=  ft*  (A  cos  (I)  +  B  sin  w), 

c'est-à-dire  que  :  à  une  droite,  correspond  un  cercle  passant 
par  le  pôle. 

De  L.  Tomb  II.  ^9 
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De  même,  à  un  cercle  U,  dont  l'équation  est 

tt*  -h  tt  (A  cos  (I)  H-  B  sin  (o)  4-  C  :=  o 
correspond  une  courbe  V  ayant  pour  équation  : 
**  4-  k*v  (A  cos  «  -h  B  sin  w)  -h  Ct^  —  o. 

Cette  courbe  V  est  un  cercle  ;  ainsi,  à  un  cercle  correspond 
un  cercle. 


EXERCICES 


i.  Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  si^  de  Vun  d'entre  eux  on  mène  les 
deux  lan(f entes  à  une  ellipse,  la  bissectrice  de  l'angle  formé  par  ces  deux 
droites  passe  par  un  point  fixe. 

Le  lieu  cherché  est  une  strophoïde. 

S.  Démontrer: 

1**  Que  la  splrmle  d'Areblmède  est  la  seule  courbe  qui  jouisse  de  la 
propriété  d'avoir  une  sous^normale  constante  ; 

2°  Que  toute  courbe  qui  coupe  le»  rayons  vecteurs  issus  d'un  point  fixe 
sous  un  angle  constant,  est  une  spirale  logarilhmlqae  ; 

3*"  QuHl  n'existe  pas  d'autre  courbe  que  la  splrnle  hjperboliqtte, 
ayant  une  sous^tangente  de  grandeur  constante. 

S.  Démontrer  que  si  Von  désigne  par  p  la  longueur  d'un  rayon  vecteur 
quelconque,  partant  du  centre  de  V ellipse,  et  par  V  f  angle  sous  lequel  il 
coupe  l'ellipse,  on  a 

En  déduire  les  théorèmes  d'Apollonius. 

4L.  Autow*  du  foyer  F  d'une  conique  V  on  fait  tourner  detix  semi-dfvites 
faisant  un  angle  constant  jy  ;  elles  rencontrent  V  en  deux  points  X,h: 
trouver  :  i"  le  lieu  décrit  par  le  pôle  I  de  AB  ;  a"  Penveloppe  des  cordes  AB. 

On  peut  appliquer  à  cet  exercice  Téquation  : 

P 

-  IZ  cos  (o)  —  w,)  —  e  COS  0), 

p 
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et  l'on  trouve  que  le  lieu  du  point  I  est  une  conique  qui  a  le  même  foyer 
et  la  même  directrice  que  la  proposée,  et  qui  correspond  à  l'équaUon 

P' 

—  —  1  —  c'  cos  (ù  ; 

P 

en  posant  : 

P  ,  e  . 

COS  V  cos  V* 

Pour  trouver  l'enveloppe  des  cordes  AB,  le  calcul  peut  être  dirigé  de  la 
uière  suivante. 

En  désignant  par  pi,wi  ;  pi,w,  ;  les  coordonnées  polaires  des  points 
A  et  B,  l'équation  de  AB  est  : 

sin  (a>,  ~-  fa)^)      sin  (o)  —  o,)      sin  (wj  —  w) 

-  I j :z:  0. 

P  Pi  Pi 

En  tenant  compte  des  relations  : 

P  P 

—  —  1  —  e  cos  (i)| ,     -  —  1  —  e  cos  w^  ; 

Pi  Pi 


et,  en  posant, 


A  —  , 


2 

on  trouve  que  l'équation  de  AB  est 
P 

-  sin  2  V  —  2  sin  V  cos  (w  —  X)  -f-  e  cos  w  sin  2  V  :ii  o. 

P 

L'équation  de  l'enveloppe  est 

^// 

—  zi  i  —  e"  cos  u), 
P 

en  posant 

/)''—/>  COS  V,     e'':i:ecosV. 

5.  On  donne  tin  cercle  A  et  sur  sa  circonférence  un  jtoinl  fixe  O.  Par  O, 
on  mène  une  corde  mobile  ()A  etf  dans  le  segment  de  cercle  ainsi  oblenUy  on 
inscrit  un  cercle  A'  tangente  à  Varc  OA,  en  son  milieu.  A  A',  on  mène  une 
tangente  perpendiculaire  à  OA  ;  trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  I,  commun 
à  ces  deux  droites. 
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Les  coordonnées  polaires  donnenl  immédiatement  Téq nation  : 

p  1=  —  -f-  R  cos  w sin  0), 

2  2 

la  courbe  correspondante  est  un  limaçon. 

6.  On  considère  un  point  fixe  0,  qui  est  le  pôle  de  la  irans/ortnalion  que 
nous  allons  définir  : 

Soit  m  un  point  quelconque,  dans  un  plan  donné;  joignons  Om  et,  au 
point  m,  élevoni  à  Om  une  perpendiculaire  que  nous  désignerons  par  ji. 
Lorsque  le  point  m  décrit  une  courbe  /",  (jl  enveloppe  une  courbe  eort^espon- 
daute  9. 

On  propose  de  trouver  l'équation  de  ç,  dans  le  système  des  coordonnées 
polaires,  Véquation  de  f  étant  .*  p  =  /"  (co).  Cette  courbe  9  .est  la  première 
podaire  négative  de  f. 

Démontrer  qu'il  n'y  a  que  la  parabole  qui  ait  pour  podaire  une  droite,  le 
pôle  étant  nécessairement  le  foyer  de  la  conique, 
t.  On  considère  l'égalité 

Auv  -f-B(u-f  v)4-C=:o; 

cette  formule  de  transformation  donne  les  courbes  conchoïdes  quand  on 
suppose  Xz=:o,  et  conduit  à  la  transformation  par  polaires  réciproques 
qiuind  on  a  B  =  o.  On  propose  d'étudier  la  transformation  qui  correspond 
à  l'hypothèse  C  =  o. 

On  remarquera  que  la  formule  de  transformation  peut  se  mettre  soos 
la  forme  : 

1        1  2 

U       V  "~p' 

et  Ton  considérera  un  cercle,  de  centre  0,  et  de  rayon  p,  (0  étant  le  pdle). 

8.  Une  courbe  U,  de  forme  invariable,  roule  sur  une  droite  ox,  en  tes- 
tant tangente  à  cette  droite  au  point  fixe  0  ;  trouver  le  lieu  décrit  par  un 
point  l,  lié  à  U  d'une  façon  invariable. 

On  prend  Téquation  de  U  en  coordonnées  polaires,  l'origine  étant  an 
point  L  et  Taxe  polaire  IX  étant  choisi  de  façon  que  Téquatiou  de  U  soit 
aussi  simple  que  possible.  Soit 

(1)     f{pji^)zio 
cette  équation  et  soit  V  langle  lox,  on  a  : 

(â)    TgV=^. 

P 
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Si  entre  (i)  et  (2)  on  élimine  bHy  on  a  une  certaine  relation  : 

9  (P,V)  =  o, 

qui  est  Téquation  da  lieu  cherché,  lorsqu'on  prend  le  point  0  pour  ori- 
gine et  ox  pour  axe  polaire. 

9.  On  considh^e  une  droite  A  et  sur  cette  droite,  deux  points  fixes*? ^Q  ; 
par  Q  on  mène  une  transversale  A',  sur  laquelle  on  abaisse  la  peipendi- 
culaire  PC,  puis  on  imagine  V ellipse  T  qui  a  pour  axes  CQ  et  CP  ;  trouver 
le  lieu  des  foyers  de  F. 

L'origine  étant  en  P,  A  étant  Taxe  polaire,  on  trouve  : 

p*  —  aAp  cos  (I)  4-  A*  sin"  w  z:  o    (PQ  n  h), 

La  courbe  qui  correspond  à  cette  équation  a  la  forme  d*un  folium  avec 
rebroussement.  En  posant 

wzih  COS  6),  et  V*  zz  A*  cos  aw 
on  a, 

p  :=  w  i  y. 

On  peut  appliquer,  pour  la  construction  de  la  tangente  en  un  point  pris 
sur  la  courbe,  une  remarque  qu'on  trouvera  plus  loin  (§  44^). 

iO.  Une  parabole  P,  de  forme  inuanable,  glisse  entre  deux  droites  reC" 
tangulaires  ox,  oy  ;  trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  I,  commun  à^  et  au 
diamètre  passant  par  0. 

En  désignant  par  9,  rinclinaisoii  variable  de  Taxe  de  P  sur  ox,  les 
données  d'un  point  I  sont  : 

X_  1  8y_  1 


P      COS  9  sin*  ?'     p       sin  9  cos*  <p 

L'équation  du  lieu  est 

64a;*i/*  zz  p'  [x*  H-  y*)'. 

La  courbe  U  qui  correspond  à  cette  équation  est  formée  de  quatre 
branches  paraboliques,  doublement  inûéchies. 

Les  points  d'inflexion  se  déterminent  facilement  en  remarquant  que  U 
a  pour  équation  polaire  : 

—  n:  1  —  COS  4W. 

P 
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On  trouve,  d'après  cela, 

-\   iz  4*  ces  4w. 


p  Q  -  "• 


et  les  pointa  d'inflexion  correspondent  à  : 


1  i5 


CCS  4«  =  —  —    P  —  77- 
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LES    COORDONNÉES    POLAIRES  (suite) 


(construction  des   courbes) 


413*9.    Idées   i^énérales  pour   la  fM^nstruction   des 
courbes  en  coordonnées  polaires . 

Lorsque  Téqualion  d'une  courbe  est 

(i)    /*(p,  sin  (ùy  cos  w)  iz  0, 

f  désignant  une  forme  entière  des  quantités  ;  p,  sin  w,  cos  w, 
il  est  évident  que  la  courbe  qui  correspond  à  cette  équation 
esi  une  courbe  algébrique,  dont  Téquation  cartésienne,  si 
Ton  désire  l'avoir,  s'obtient  en  s'appuyant  sur  les  formules  : 

X  t/ 

cos  (I)  in  -,  sin  (!)  z=  -,  p*:=zx*-h  y*. 

9  P 

En  faisant  varier  w  de  o  à  ax,  on  peut  tracer  toute  la 
courbe  qui  correspond  à  l'équation  proposée. 

Cette  variation  de  w,  entre  o  et  2x,  peut,  dans  certains  cas, 
être  limitée  à  un  intervalle  moindre,  lorsque  la  forme  de 
réquation  proposée  met  en  évidence  une  symétrie  de  la 
courbe,  par  rapport  à  une  ou  plusieurs  droites  passant  par 
le  pôle;  de  telle  sorte  qu'il  soit  possible  de  déduire  le  tracé 
total  de  la  courbe,  des  parties  obtenues  par  une  variation 
de  0),  moindre  que  aw. 
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Mais  les  axes  de  symétrie  n'existent  qu*exceptionneIle- 
ment  dans  les  courbes  et  Ton  ne  doit  pas  commencer  la  dis- 
cussion d'une  équation  en  coordonnées  polaires  par  la 
recherche  de  ces  droites  remarquables. 

Sans  se  préoccuper  de  ce  détail,  ni  de  beaucoup  d'autres,  il 
est  préférable  de  faire  varier  w,  pour  donner,  le  plus  rapide- 
ment possible,  une  première  forme  très  générale  du  tracé 
cherché. 

S'il  arrive  alors  que,  dans  cette  représentation  lr&  opproari- 
mative,  on  soit  conduit  à  tracer  deux  parties  delà  courbe  qui 
semblent  symétriques  par  rapport  à  une  droite  passant  par 
le  pôle;  on  vérifiera,  sans  tarder,  et  en  appliquant  les  prin- 
cipes que  nous  avons  donnés  plus  haut  (§  434),  que  la  sy- 
métrie soupçonnée  existe,  ou  non,  réellement. 

Ces  diverses  observations  s'appliquent  aux  équations  po- 
laires qui  renferment  des  fonctions  circulaires  de -,  de-,  etc.; 

a  J 

il  faut  seulement  ajouter  que,  dans  cette  hypothèse  nou- 
velle, on  doit,  en  général,  faire  varier  co  :  de  o  à  4^^  de  o 
à  6tc,  etc.. 

Ajoutons  encore  que,  quelle  que  soit  Péquation  proposée, 
avant  de  commencer  la  discussion  qu'elle  comporte,  on  doit 
déterminer  les  valeurs  remarquables  de  <o;  nous  appelons 
ainsi  celles  qui  rendent  p  nul  ou  infini  ;  et,  dans  la  variation 
de  («),  on  doit  s'arrêter  à  ces  valeurs  remarquables  et  aussi 

aux  valeurs  simples,  telles  que  o,  -,  — . 

2         2 

Quant  au  cas  où  Téquation  polaire  renferme  les  fonctions 

trigonométriques  des  multiples  de  w,  ce  cas  rentre,  évidem- 
ment, dans  celui  que  représente  l'équation  (i). 

Les  exemples  qui  suivent  feront  mieux  comprendre  que 
des  considérations  générales,  la  marche  qui  nous  paraît  de- 
voir être  adoptée  dans  la  construction  des  courbes  po- 
laires. 
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iflSS.  C^nsÉraeiion  d'une  courbe  en    eiHirdonnées 

polaires*  —  {Branches  finies.)  Soit 

(i)    p  =  -  sin  ao), 

réquation  proposée;  désignons  par  U  la  courbe  correspon- 
dante. 

Pour  étudier  la  variation  de  p,  considérons  la  dérivée  p'  ; 
nous  avons 

(q)    p'  z=  a  cos  aw. 

Cette  relation  prouve  que  p  va  constamment  en  croissant, 

quand  lo  varie  de  o  à  -. 

4 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  vérifier  que  les  axes  de  coordon- 
nées, ainsi  que  les  bissectrices  des  angles  formés  par  ces 
axes,  sont  des  axes  de  symétrie  de  U;  de  telle  sorte  que  le 
tracé  complet  de  cette  courbe  se  détermine  quand  on  a  obtenu 

la  partie  qui  correspond  à  la  variation  :  f  o  à  -  ]. 

On  peut  d'ailleurs  construire  la  courbe  U,  point  par  point, 
en  appliquante  remarque  suivante. 
Écrivons  l'équation  (i)  sous  la  forme  : 

(3)    a  r=  p  tgw  H-pcotg  (I). 

Soit  A  un  point  pris  sur  U  et  soit  BC  la  perpendiculaire 
élevée,  au  point  A,  à  OA. 
L'égalité  (3)  prouve  que  Ton  a 

BC  =  a. 

La  courbe  U  se  construit  donc,  point  par  point,  en  proje- 
tant l'origine  sur  une  droite,  de  longueur  constante,  dont 
les  extrémités  reposent  sur  les  axes  de  coordonnées. 

On  peut  aussi  remarquer  que  Ton  a,  dans  cet  exemple, 

Ig  V  ZI  -  Iff  2(1). 
2 
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Cette  relation   remarquable    permet  de  construire,  très 
simplement,  la  tangente  en  un  point  pris  sur  U. 

y 


Fig.  i83. 

Les  tangentes  parallèles  aux  axes  de  coordonnées  ont  une 
importance  évidente  dans  le  tracé  de  la  courbe  proposée. 
Elles  se  déterminent,  conformément  à  la  règle  donnée  pré- 
cédemment (§  433),  au  moyen  de  l'équation 


tg  V  1Z  cotg  (I). 


Celte  relation  donne 


ter  w 


1    tg   *(!)  tg   (I) 


ou, 


te"  (i)  iz  -. 

2 


L'angle  w  qui  correspond  à  cette  égalité  et  la  valeur  cor- 
respondante de  p  se  déterminent  par  des  constructions 
simples  et  sur  lesquelles  il  est  inutile  dMnsister. 

430*  C^nstructién  d*ane  «courbe  en  t^oordonnées 
polaires.  —  {Branches  infinies  y  hyperboliques,) 
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Proposons-nous  de  construire  la  courbe  U,  qui  correspond 
à  réquation 

(U)    p*  cos  (â)  (i  4-  sin  aw)  -h  2  (sin  w  —  cos  w)  z=  o. 


«• 


Cette  courbe  U  admet  des  points  à  l'infini  ;  cherchons 
d^abord  les  asymptotes  correspondantes  aux  directions 
asymptotiques  qui  sont,  dans  le  cas  présent,  Taxe  des  y  et 
la  seconde  bissectrice. 

On  voit  immédiatement  que  Taxe  des  y  est  la  première 
asymptote  et,  à  ce  propos,  on  peut  faire  cette  remarque  gé- 
nérale que  5t  Cl)  —  a  annule  le  coefficient  ç  (w)  de  lapins  haute 
puissance  de  p,  mais  n* annule  pas  <p'  (o))  ;  si,  de  plus^  réqua- 
tion ayant  pour  premier  terme  çP<^  (w),  n'a  pas  de  terme 
en  Ç^"^  ;  on  peut  dire  que  la  droite  menée  par  V origine,  et 

faisant  avec  Vaxe  polaire  l'angle  a,  est  une  asymptote  de  la 
courbe. 

Ceci  résulte  immédiatement  de  l'équation  établie  plus  haut 
(§  4i8). 

Revenons  à  Téquation  (U)  et  cherchons  à  déterminer  les 
asymptotes  qui  sont  parallèles  à  la  direction  de  la  seconde 
bissectrice.  Nous  allons  rencontrer  ici  une  petite  difficulté 
qui  nous  donnera  Toccasion  d'appliquer  la  remarque  que  nous 
avons  faite,  dans  la  leçon  précédente,  à  propos  de  la  détermi- 
nation des  asymptotes  parallèles. 

En  conservant  les  notations  adoptées  plus  haut,  nous 
avons 

9  ((*))  s:  cos  <i)  (1  +  sin  aw), 
/•(w)  =:  o, 

^(w)  s:  2(sin  w  —  cos  o); 
et,  par  suite, 

9'  (w)  =:  —  sin  (I)  —  sin  w  sin  2(0+2  cos  w  cos  2w, 
et, 
9''  ((!))  :=:  —  cos  (i>  —  cos  0)  sin  20)  —  4  sin  «o  cos  210  —  4  cos  w  sin  2(0 
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Cette  dernière  identité  peut  s'écrire  encore, 

ç"  ((!))  :=z  —  cos  w  (i  -4-  sin  2w)  —  4  sin  3co, 

Pour  w  =  a  zi  — ,  nous  avons 

4 

?''  (a)  =  —  2  /â. 
L'équation  de  Tasymptole  cherchée  étant 


i             .     /          3z\ 
-  =msin  (w r-]y 

9  \         ij 


nous  déterminons  donc  (§  428)  le  paramètre  m,  par  l'égalité 

î-i^  -m/'(a)+m'«Ka)=o. 

Dans  le  cas  présent,  nous  trouvons 

w*  zr  2. 

Ainsi,  il  y  a  deux  asymptotes  parallèles  à  la  seconde  bis- 
sectrice et  elles  correspondent  aux  équations 


i  =  v/âsin(a>^^) 


z=  ya  sm  I  0)  — 

P 

3î:> 


-  =:  —  V^  sin  (  w  —  ^?.  1  î 

P  \         4/ 

ou,  dans  le  système  cartésien,  aux  équations 

ip+  y  +  2  -0, 
X  -j-y  —  2  —  0. 

L'origine  est  centre  de  la  courbe  et  la  formule 

,  2  (cos  0)  —  sin  w) 

P  = — » 

cos  0)  (sin  (i>  +  cos  w)* 

prouve  que  l'on  doit  avoir 

cos  Cl)  (cos  0)  —  sin  o))  >  o  ; 
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il  n'y  a  donc  pas  de  point  réel  de  )a  courbe  dans  la  partie 
qui  est  comprise  entre  la  première  bissectrice  et  l'axe  yy'. 
On  peut,  d'après  ces  remarques  diverses,  tracer  la  courbe 
qui  a  l'aspect  général  indiqué  par  la  figure  ci-dessous  ('). 


\ 


^ 


I.  Celle  courbe  n'est  antre  chose  que  celle  que  uous  avoQS  proposée 
plua  hsut(Leç.  39,  ex.  5).  Elle  a  un  poiut  double  ft  l'iafini,  elle  est  donc 
uoicureale.  Sa  discussion  se  fait  «ans  diFBcultè,  soit  par  les  farmules  uul- 
cursales,  eoît  par  l'équatioa  cartésienne.  En  la  construisant  au  moyen  des 
coordonnées  poiairea,  nous  avons  voulu  montrer  pur  cet  exemple,  que,  en 
général,  11  y  OTolt  plu»  de  longueurs  et  de  dilUcultés  dans  les  discussions 
par  tes  coordonnées  polaires.  Ces  coordonnées  s'appliquent  aussi  bien 
que  pOT'slbie,  &  quelques  courbes,  ou  a  quelques  lieux  géométriques,  et  cer- 
taines questions  sembleot  particulièrement  Taites  pour  celte  partie  de  la 
géométrie  analytique.  Mais  en  deLors  de  ces  applicatious  asseï  restreintes, 
un  doit  préférer  l'emploi  de  la  géométrie  cartésienne. 
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La  forme  générale  de  celte  courbe  nous  conduit  naturelle- 
ment à  chercher  des  points  où  la  tangente  est  parallèle  à  oz. 
On  a,  d'abord, 

,  __  — cosa)(sin(â)4-co8ci))" — (coso) — sino))(2cos*w — sin*ci>  —  3sinfa»cos(«)i 

cos*  w  (cos  w  4-  sin  w)* 

et,  par  suite 

p'_  i  cos (0 (sin w 4- cos (â))* 4- (cos 0) — sin w) (2 cos' w — sin*w — 3sinwcos«) 
p      2  cos  (â)  (cos  <*)  —  sin  w)  (cos  w  +  sin  co) 

au  point  limite  M,  on  a  tgW  =  —  ^</w,  et  l'angle  que  nous 
cherchons  s'obtiendra  en  résolvant  l'équation 

cosw     cos(i)(sina>-|-cos(«))'+(cos(*)  — sinto)(«cos'co — sin*(i>  —  3sinû)coswi 

2 zz ^ 

sin  0)  cos  (*)  (cos  w  —  sin  w  )  (cos  w  -f-  sin  co) 

ou,  après  simplifications, 

sin*  (0  -f-  3  sin'  w  cos  w  —  sin'  w  cos*  w  -f-  3  sin  w  cos'  o)  —  2  cos*  eu  —  0. 
En  posant 

:5  z=  tg  0), 

on  a  donc 

2*  -h  32«  —  2'  +  32  —  2  -  o. 

Cette  équation  n'admet  pas  de  racine  commensurable  : 
mais  elle  peut  être  abaissée  par  la  méthode  des  facteurs 
commensurables  (V.  Alg.  ;  §  4<>^)-  On  trouve  ainsi  que  l'équa- 
tion précédente  peut  s'écrire 

(2'4-i)  (2*  4- 32  -  2)  =0. 

Les  points  M  et  M'  de  la  figure  correspondent  donc  aux 
valeurs  de  tg  w,  qui  sont  les  racines  de  Téquation  ; 

tg'  w  4-  3  Ig  ù)  —  2  zz  0, 

racines  que  Ton  peul  construire  facilement. 
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4L40.  Construction   d'une  «courbe  en 

polaires.  {Branches  infinies,  paraboliques.) 
Soit 

,  ,             îi  -4-  sin  (â) 
(0    9=~r ' 

1  -f-  ces  0) 


réqualion  d'une  courbe  U. 

Cette  courbe  admet  une  direction  asymptotique,  celle  de 
Taxe  ox*  ;  mais  la  dérivée  de  (i-4-cos  w)  s'annulant,  pour 
co=7c,  on  voit,  par  application  delà  formule  (§4*8)  que 
l'asymptote  est  rejelée  à  l'infini.  La  courbe  a  donc  des  bras 
de  forme  parabolique  et  dont  la  concavité,  vers  les  parties 
extrêmes,  tout  au  moins,  est  tournée  vers  Taxe  polaire  ox\ 


Fig.  i85. 


Fig.   i86. 


En  faisant  varier  w,  de  o  à  a  tc,  on  voit  que  la  courbe  a  la 
forme  générale  indiquée  par  la  figure  (i85).  Mais  on  peut 
étudier  plus  intimement  les  sinuosités  de  cette  courbe  et 
montrer  que  son  tracé  doit  être  conforme  à  celui  de  la  fig. 
(i86),  par  les  considérations  suivantes. 
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Entre  —  et  air.  la  valeur  de  p  passe  par  un  minimum  que 

2 

nous  allons  déterminer. 

Pour  abréger  un  peu  les  calculs,  remarquons  que  l'équa- 
tion (i)  peut  s'écrire  : 


2 


1  sin  -  --h  cos  -  )  +  2  sm  -  cos  -  , 

\  2  2/  2  2 


2  cos  - 


ou. 


.0)  .Cl) 

(3)    p^i-f-tg-H-lg'- 


Posons,  pour  simplifier  récriture. 


(i) 


nous  avons 
et,  par  suite. 


Prenons  la  dérivée  de  p',  nous  obtenons, 

p"r::r(i  +  20  +  2r. 

Au  point  M,  point  où  nous  étudions  la  forme  de  la  courbe, 
nous  avons. 


( 

p:=», 

par  conséquent, 

i 

,  :.  -  ;. 
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el,  par  suite, 

3       „      25  3     .  4 

P'=4'    P.=3-.c08o,.=-,sma,.=__ 

Cherchons  si,  en  ce  point  M,  la  courbe  tourne  sa  concavité 
ou  sa  convexité  vers  Torigine.  La  formule  A  (§  43o), 


P.        \Pi/ 


peut  encore  s'écrire,  en  développant  le  calcul  indiqué, 


_  P.  p:  -  ■'?':  -  9\ 


u  — 


PÎ 


et,  comme  p[  est  nul. 
D'ailleurs,  nous  avons 

P|~Pl-32  4^32* 

Nous  pouvons  conclure  de  ce  calcul,  qu'au  point  M,  la  fonc- 
tion u  étant  positive,  la  courbe  tourne  sa  convexité  vers  le 
pôle.  Entre  les  points  A  et  C,  le  tracé  indiqué  par  la  figure 
(i85)  doit  donc  être  modifié,  et  corrigé  comme  l'indique  la 
figure  (i  86). 

4UI1.  Remarque  I.  Lorsque  l'équation  d'une  courbe  F 
est  donnée  sous  la  forme, 

on  peutj  par  des  transformations  reposant  sur  l'identité, 

/^((o)-:?(co)^.(j/(a>)^....,j 

considérer  p  comme  étant  la  somme  des  rayons  vecteurs 

De  L.  Toub  il  4o 
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M,  t»,...  des  courbes  qui  correspondent,  respeclivemenl,  aux 
équations  : 

uzzo{(ù),     V  z=  <j/{a)),  ...  ; 

et  il  résulte  souvent  de  cette  remarque  une  construction  très 
simple  de  la  courbe  F,  point  par  point. 

C'est  ainsi  que,  dans  l'exemple  que  nous  venons  de  traiter, 
ayant  remarqué  que  Téquation  proposée  peut  s'écrire 

1  (0 

(i)    pzz htg-, 

cos  — 

en  considérant  les  deux  courbes  qui  ont  pour  équation. 
Tune, 

(2)       M=-* 


%4 


cos  - 

2 


l'autre, 


(3)    «  =  tg^, 


on  a. 


p  —  w  -f-  «. 

L'équation  (a)  représente  une  parabole  ;  Téquation  (3)  une 
strophoïde  ;  Tune  et  l'autre  de  ces  courbes  peuvent  se  cons- 
truire, point  par  point,  et  cette  remarque  permet  de  déter- 
miner  un  point  quelconque  de  la  courbe  considérée  par  un 
procédé  très  simple. 

4L^9,  Remarque  II.  Lorsque  Féquation  d'une  courbe  F, 
se  présente  sous  la  forme  : 

p  -  rM, 

si  Ton  a , 

/  (w)  =:  <p  (w)  4-  ^  (w) 

on  pourra  construire  la  courbe,  point  par  point,  comme  nous 
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venons  de  le  montrer,   en  considérant  les  courbes  U  et  V 
qui  correspondent  aux  équations  : 

i^  =  9  (o)),     «  =:  tj^  (w)  ; 

nous  voulons  encore  faire  remarquer  que  Ton  peut  très  sim- 
•  plement  construire  la  tangente  en  un  point  a  de  F,  si  Ton 
sait  tracer  les  tangentes  à  ces  courbes  U  et  V  qu'on  pourrait 
nommer  les  auxiliaires  de  F. 

En  effet  si  Ton  considère  deux    transversales    voisines 
OAA'a,  OBB'6,  on  a 

A'a  =  OA,     B'ôirOB; 

il  résulte  de  cette  remarque  que  les  deux  droites  RAB,  R'A'B', 
sont  deux  transversales  réciproques  du  triangle  Oaô  et  que, 
par  suite,  les  points  R  et  R'  sont  symétriques  par  rapport  au 
point  U),  milieu  de  a6. 


Fig.  187. 

La  tangente,  au  point  a,  s'obtiendra  donc  en  menant,  par  ce 
point,  une  droite  qui  soit  partagée  en  deux  parties  égales  par 
les  tangentes  aux  courbes  auxiliaires  aux  points  A,  A'. 
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On  peut,  en  particulier,  appliquer  cette  remarque  à  la  cour- 
be à  bras  paraboliques  que  nous  avons  construite  tout  à 
riieure,  puisque  les  courbes  auxiliaires  sont  :  une  parabole, 
et  une  strophoïde  droite  (V.  §  22). 

Lorsqu'il  y  a  plus  de  deux  courbes  auxiliaires,  lorsque 
Ton  a  : 

et, 

/•((*))  =:  9  (w)  +  4;  (w)  +  X  W  ; 

on  construit  d*abord^  par  la  méthode  indiquée,  la  tangente 
à  la  courbe  qui  correspond  à  Téquation  : 

w  =:  <p  (w)  4-  (j;  (w)  ; 

et  Ton  est  ramené  au  cas  précédent. 

On  peut  aussi  remarquer  que  la  sous-normale  qui  corres- 
pond au  point  a,  est  la  somme  des  sous-normales  qui  corres- 
pondent aux  points  A,  A'. 


EXERCICES 


à.  Construire  la  courbe  U  qui  correspond  à  Véquaiion 

p*  cos*  0)  —  p  cos*  <i)  —  sin  <o  zz  0. 

Cette  courbe  est  une  parabole  cubique  ;  ou  Toit  pourquoi  il  suffit  de 
faire  varier  c»  de  o  à  ic.  Ou  étudiera  particulièrement  la  sinuosité  de  U 
dans  la  partie  qui  est  obtenue  en  faisant  varier  (0,  de  a  &  iz,  en  posant  : 

1t.  Tracer  la  courbe  qui  correspond  aux  équations 
quand  t  varie  de  — oaà-^-oo. 
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Cette  courbe  a  la  forme  d'une  rosace  constituée  par  quatre   foliums. 
9.  Vérifier  que  les  équations  suivantes  réprésentent  des  coniques: 


i" 

p  zz  vsecw  cosecw, 
1 

2*» 

p  z=V^a-|-g  sin2(i), 

V 

p--         ' 

(deux  droites), 

%J 

1  -H  sin  20) 

^0 

a  sin  <o  4-  6  cos  w 

(Parabole), 

^ 

1  +  sin  2(1) 

5<» 

2  cos  6) 

(id.), 

%f 

P  — 

1  —  cos  2(0 

6° 

p   —  2p  cos  (â) -H  2  —  0 

(Cercle  imagii 

70 

a  sin  G)  4-  6  côs  o) 

1 

a'  sin  20)  H-  6'  cos  20)  -+-  y' 

8* 

p*r=tgo)+cotgo), 

9^ 

1  —  2  sin  0) 

0     — 

3 — 4  cos  0) 

4.  Autour  d*un  point  A,  pris  sur  un  cercle  A,  de  centre  C,  on  fait  tourner 
une  corde  AB,  et  du  point  C  on  abaisse  sur  A  B  une  perpendiculaire  qui  ren- 
contre AB  enDf  et  ûk  enE,  Sur  DE  comme  diamètre  on  décrit  un  cercle  A' 
et  on  lui  mène  une  tangente  parallèle  à  CDE  ;  cette  tangente  rencontre  AB 
en  U7i  point  I  dont  on  demande  le  lieu  géométrique. 

On  trouve  immédiatement,  par  les  coordonnées  polaires,  Téquation  sui- 
vante : 

p  :=:  R  cos  o) sm  o)  H — , 

^  22 

le  lieu  demandé  est  donc  un  limaçon  de  Pascal. 

6.  On  donne  un  triangle  ABC;  trouver  le  lieu  des  points  d'où  Von  voit 
les  côtés  AB,  AC,  sous  le  même  angle. 
En  posant  : 

AB  =  c,    ACziô,    BAC=:e 

AB  étant  Taxe  polaire,  on  trouve  : 

p  {  a  sin  0)  —  6  sin  (6  —  0))  |  zzab  sin  (20)  —  0). 

La  courbe  qui  correspond  à  cette  équation  est  une  stropholde. 
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.On  examinera  le  cas  où  les  trois  points  ABC  sont  la  ligne  droite  et  on 
vérifiera  que  Tèquation  précédente  donne  bien  le  résultat  connu. 

•.  On  considère  un  point  mobile  k,  sur  une  parabole  P,  de  foyer  F;  la 
tangente  en  k  et  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  de  FA  se  coupent  e« 
un  point  I.  Démontrer  que  le  lieu  du  point  I  est  la  courbe  qui  correspond 
à  l'équation 

-  =  4  sin  -  CCS  - . 

p  3         3 

Vérifier  que  Véquation  cartésienne  est 

^  "^  4^  +  3/)  ' 

1.  Construire  la  courbe  qui  a  pour  équation 

sin  iù  +  cos  {ù  —  1 


p  = 


sm  0)  H-  cos  fa) 


Cette  équation  représente  une  concholde  de  droite  (§  441). 
8.  Vérifier  que  Véquation 

représente  une  conique. 

Dans  cet  exemple,  et  dans  les  cas  analogues,  Téquation  proposée  com- 
porte des  simplifications  évidentes  et  Ton  doit,  avant  de  commencer  la 
discussion  de  la  courbe  qui  correspond  à  l'équation  donnée,  simplifier 
celle-ci  autant  que  possible.  On  vérifiera  facilement  que  Téquation  (i) 
peut  être  remplacée  par  la  suivante  : 


a  —  6  COS  fa) 
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SECTIONS    PLANES 
DU  CYLINDRE  ET  DU  CONE   CIRCULAIRE  DROIT 


4148.  Théorème.  La  section  plane  d'un  cylindre  circu- 
laire droit  est  une  ellipse. 

Appelons,  pour  la  commodité  du  langage,  méridien  prin- 
cipal le  plan  qui  passe  par  l'axe  du  cône,  ou  du  cylindre,  et 
qui  est  perpendiculaire  au  plan  de  la  section  H.  Soient  ox  la 
trace  de.  H  sur  le  méridien  principal  et  oy  une  perpendicu- 


Aj' 


V    .''•*• 


y 


Fig.  188. 


laîre  élevée,  au  point  o,  au  plan  du  méridien  principal  ;  on 
peut  remarquer  que  cette  dernière  droite  est  située  dans  le 
plan  sécant  et  nous  allons  chercher  l'équation  de  la  courbe 
d'intersection,  dans  le  système  d'axes  yox. 
Soit  M  un  point  quelconque  de  y  ;  par  M,  menons  un  plan 
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perpendiculaire  à  Taxe  du  cylindre,  et  soit  A  le  cercle  ainsi 
obtenu.  Nous  avons 

MP   zrBP.CP. 

D*autre  part,  en  désignant  par  a  Imclinaison  du  plan  sécant 
sur  Taxe  du  cylindre,  et  par  R  le  rayon  du  cylindre,  nous 
pouvons  écrire 

BPrzicsina,    CP=:(OA— a:)sinai=  { -: — —  x]  sm  a. 

^  '  \sina         y 

L'équation  de  y  est  donc  ■ 

y'zizx  sin  a  (aR  —  x  sin  a), 

ou, 

y*  +  ^'  sin*  a  zz  a  Ra;  sin  a. 
ou  encore, 

y'4-(a?sina  — R)*  =  RV 

La  courbe  qui  correspond  à  cette  équation  est  une  ellipse  ; 
le  centre  de  cette  ellipse  est  situé  au  point  dont  les  coor- 
données sont  :  R  cosec  a^  et  o  ;  c'est-à-dire  au  point  H  milieu 

aR 

de  OA.  Les  axes  de  la  courbe  sont  :  2  R  et . 

sin  a 

Il  résulte  de  ces  remarques  diverses,  que  toute  ellipse  Y 
peut  être  considérée  comme  ayant  été  obtenue  par  la  section 
plane  d'un  cylindre  circulaire  droit  ;  il  suffit  de  prendre  un 
cylindre  circulaire  droit  dont  le  rayon  soit  égal  au  petit  axe 
de  Y  et  de  le  couper  par  un  plan  H  perpendiculaire  à  un 
méridien  de  la  surface,  la  trace  de  II  sur  ce  méridien  étant 
tellement  choisie,  que  la  partie  interceptée  par  les  deux 
génératrices  principales  U  et  V,  soit  égale  au  grand  axe  de  y'- 

4144L.  ISIection  Cylindriqae.  —  Méthode  Oéomé- 
trique.  Le  résultat  précédent  peut  encore  s'établir,  par  des 
considérations  géométriques  très  simples  (*). 

1.  Cette  élégante  méthode  que  nous  appliqaons  aussi,  un  peu  plus  loin, 
au  cas  de  la  section  plane  du  cône  droit,  est  due  &  Quetelet  et  à  Dandelin. 
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Inscrivons,  comme  l'indique  la  figure  ci-dessous,  deux 
cercles  tangents  à  AA'et  aux  génératrices  principales,  HH'GG'. 
Si  nous  disons  tourner  la  figure  autour  de  00*  (à  Texception 
de  la  droite  AA')  nous  engendrons  ainsi  :  i"  le  cylindre  pro- 
posé, 2'  deux  sphères  qui  sont  tangentes  à  cette  surface,  res- 
pectivement, le  long  des  cercles  HG,  H'G'.  D'ailleurs,  le  plan  H 
étant  perpendiculaire  au  méridien  principal,  la  droite  OF, 
qui  est  perpendiculaire  sur  AA',  est  aussi  normale  sur  II  ; 
ce  plan  est  donc  tangent  aux  sphères  0  et  0'. 


Flg.  .89. 

Ceci  posé,  les  tangentes  issues  d'un  point  à  une  sphère 
étant  égales,  on  a  : 

MF=ML,     MF'  =  ML', 
et,  par  conséquent, 

MF  +  MF'=LL'  =  HII'. 

Le  lieu  décrit  par  le  point  M  est  donc  une  ellipse  ayant 
pour  foyers  les  points  F  et  F'. 

44&.  Remarque.  Si  l'on  prolonge  AA'  et  HG,  ces  droites 
se  coupent  en  un  point  D  et  la  distance  qui  correspond  au 
foyer  F  est  une  droite  DE,  passant  pour  D,  et  perpendiculaire 
au  méridien  principal. 

Remarquons  d'abord  que  nous  avons  :  ' 

DG  _  DA  _  AG  . 
DH"DA'~A'H  ' 
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d'autre  part,  AF  =.  AG,  et    A'H  zz  MF  ;  et  nous  voyons  ainsi 
que 

DA       FA 


/  1?  A  /• 


DA'      FA 

le  point  D  est,  d'après  cela,  le  conjugué  harmonique  de  F  par 
rapport  aux  sommets  A,  A'.  La  directrice  passe  donc  par  le 
point  D  ;  comme  elle  est  située  dans  le  plan  II  et  qu'elle  est 
perpendiculaire  sur  AA',  cette  directrice  est  bien  la  droite  DE. 

44Bp  Théorème.  La  section  plane  d'un  cône  circtUaire 
droit  est  une  ellipsCy  quand  le  plan  sécant  rencontre  les  deux 
génératrices  principales  SU  et  SV,  en  deux  points  qui  déter- 
minent un  segment  de  droite  contenant  un  point  6  de  Vaxe. 

Lorsque  ce  point  G  est  extérieur  au  segment^  la  section  est 
une  hyperbole, 

Enfln^  la  section  est  une  parabole  lorsque  la  trace  du  plan 
sécant  est  parallèle  à  Vune  des  génératrices  principales. 

En  raisonnant  comme  nous  l'avons  fait  tout  à  l'heure  nous 
avons  d'abord, 

y*  =  BP .  CP. 
D'autre  part  les  triangles  OBP,  ACP,  donnent  : 

HP         a;         ,  PC  OA  — a; 

et 


sin  a      cos  0  sin  (a  +  2O)        cos  0 

Si  nous  posons  OS  zi  d  nous  avons  aussi, 

OA    _  d 

sin  2  6  "^  sin  (a  +  2Ô j^ 

et  nous  trouvons,  finalement, 

(1)    y"  cos* 6  =  0? sin  a  {  rf sin  a6 -^ a;  sin  (a -H  2Ô)  |. 

L'angle  a  est  compris  entre  o  et  x  ;  par  suite  sin  a  est  positif 
et  le  genre  de  la  conique  qui  correspond  à  (1)  dépend  seule- 
ment  de  sin  («4-  2  6).  La  section  est  une  ellipse,  une  hyper- 
bole, ou  une  parabole,  suivant  que  l'on  a  : 

a  +  2e<7:,     a-|-2e>r,      «  +  20—::. 
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En  cherchant  une  interprétation  géométrique  de  ces  con- 
ditions on  reconnaît  l'exactitude  de  la  proposition  énoncée. 

s 


'.^ 


Fig.  190. 

Dans  le  cas  de  Tellipse,  en  identifiant  Téquation  (1)  avec 
la  suivante  : 

(2)    y*- -.ar^-ha-ir, 

^  a  a 


on  trouve,  par  un  calcul  simple, 

sin  aO 


(3)    azzd--^ 


,    6«=,f  1^^"^^"'^ 


2  sin  (a  -i-20/    "        ^  sin  (a  +  2Ô)' 

4419.  Problème.  Placer  une  conique  donnéCy  sur  un  cône 
circulaire  droit  donné. 

Ce  problème  peut  être  considéré  comme  le  problème  in- 
verse du  précédent. 

Nous  supposons  que  a,  b,  et  0  sont  des  quantités  données, 
et  nous  nous  proposons  de  déterminer  les  inconnues  d  et  a. 

Prenons  d'abord  le  cas  de  Tellipse.  L'identification  des 
équations  (1)  et  (2)  conduit  à  l'égalité 

A*  _  sin  a  sin  (a  +  2Q) 


a' 


(*()S*  t) 
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Cette  relation  donne  : 

«•  —  ô*  __  cos*  0  —  sin  a  sin  (a  -f-  2O) 
«•      ~  cos"0 

D' autre  part,  on  peut  remarquer  que  Ton  a 

cos*  6  —  sin  a  sin  (a  -h  2Ô)  =:  ces*  0  —  sin"  a  cos  2B 
—  sin  a  cos  a  sin  2Ô. 

ou, 

cos*  0  —  sin  a  sin  (a  4-  2G)  z:  cos  *  ô—  sin*  a  (cos*Ô  —  sin"  6) 

—  sin  a  cos  a  sin  2O, 

c'est-à-dire, 

cos*  6  —  sin  a  sin  (a  +  26)  z:  cos*  6  cos*  a  -h  sin*  0  sin*  a 

—  2  sin  a  cos  a  sin  0  cos  ô, 

ou,  enfin, 

cos*  0  —  sin  a  sin  (a  -4-  2Ô)  =  cos*  (0  -4-  a). 

D'après  ce  calcul,  on  a  donc 

(4)    £^±co«(«+i). 
a  cosô 

L'angle  a  +  6  est  égal  à  l'angle  9  qui  mesure  l'inclinaison 
du  plan  sécant  sur  Taxe  du  cône,  et  la  formule  précédente 
permet  de  calculer  9;  puisque  Ton  a  c<a  et,  a  fortiori, 
c<ia  cosô. 

Lorsque  tp  est  connu,  la  formule 

,___  2asin(8  +  <p) 
d  ___  ^ 

sin  2  ô 

permet  de  calculer  d.  Ainsi  :  on  peut  toujours  placer  une 
ellipse  donnée  sur  un  cône  circulaire  droit  donné. 

On  peut  encore  remarquer,  d'après  la  formule  (4),  que  le 
problème  en  question  comporte  deux  solutions.  Les  plans 
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qui  correspondent  à  ces  solutions  sont  symétriques  par  rap- 
port à  l'axe  du  cône;  ce  dernier  fait  est  évident  a  priori. 

'lis.  Le  môme  calcul,  appliqué  au  cas  de  l'hyperbole, 
conduit  à  une  conséquence  semblable;  il  y  a  pourtant  une 
différence  importante  à  signaler,  et  l'on  trouva  que  l'on  ne 
peut  placer  une  hyperbole  donnée,  sur  un  cône  circulaire  droit 
donné,  que  si  Vangle  qui  renferme  les  branches  de  Vhyper- 
bole  est  plus  petit  que  l'angle  a  9,  formé  par  les  deux  semi- 
génératrices  principales  gui  renferment  l'axe  du  cône. 

•Uft.  Enfin,  on  voit  aussi  très  facilement  que  l'on  peut 
toujours  placer  une  parabole  sur  un  cône  circulaire  droit 
donné.  Mais  nous  n'insistons  pas  davantage  sur  ces  problèmes 
pour  lesquels  nous  indiquerons  d'ailleurs,  tout  à  l'heure, 
une  solution  géométrique. 

<1&0.  Sections  coniques.  —  Méthode  géométrique. 
Soit  SAA'  la  section  principale  par  rapport  au  plan  sécant  n. 
Considérons  le  triangle  SAA',  le  cercle  inscrit  0,  et  le  cercle 


exinscrit  0',  qui  correapond  au  cùté  AA'.  Les  considérations 
précédemment  employées  (§  444),  étant  appliquées  à  la  figure 
ei-dessus,  donnent  : 

MF  — ML,    MF'  =  ML', 
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et,  par  suite, 

MF  +  MF'=:LL'. 
Le  lieu  du  point  H  est  donc  une  ellipse  ayant  pour  foyers 
les  points  F  et  F*.  Le  grand  axe  de  celte  ellipse  a  une  lon- 
gueur égale  à  LL',  et  l'on  reconnaît  sans  peine  que  l'on  a 

LL'  =  GG'=AA'. 

Les  points  A  et  A'  sont  donc  les  sommets  de  l'ellipse»  co 
résultat  est  évident  a  priori,  les  foyei-s  étant  situés  surAA', 
et  les  points  A  et  A',  faisant  évidemment  partie  du  lieu. 

La  figure  (iga)  correspond  au  cas  de  la  section  hyper- 
bolique. On  a  : 

MF'=ML',    MF  =  ML, 
et,  par  suite, 

Mr  — MF=:LL'  =  GG'  =  AA'. 


Fig.  193. 

Dans  l'un  cl  l'autre  cas  les  points  D  et  D'  représentent  In 
trace  des  directrices  sur  le  méridien  principal.  En  effet  le 
triangle  SAA'  et  la  transversale  UGH  donnent  : 

SG    A^l    DA  _ 
AG  ■  SH  ■  DA'  ~  '  ■ 
Mais  on  a  : 

SG  =  SII,    AG  =  AF,    A'H=:A'F; 
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el  l'on  peut  écrire  : 

DA  _FA 
UA'~FA' 

Le  point  D  est  donc  conjugué  de  F,  par  rapport  au  seg- 
ment AA'.  On  conclut  de  cette  observation  que  la  directrice 
qui  correspond  au  foyer  F  est  une  perpendiculaire  au  méri- 
dien principal  ayant  pour  trace,  sur  ce  plan,  le  point  D. 

<ftSl .  Le  cas  de  la  parabole  exige  quelques  considérations 
particulières. 

Soit  AA'  la  trace  du  plan  sécant  sur  le  méridien  qui  lui  est 
perpendiculaire;  droite  qui  est,  par  hypothèse,  parallèlle  à 
SU.  Traçons  le  cercle  tangent  aux  droites  AA',SG,SH,  et  soit 
D  le  point  de  concours  des  droites  GH,  AA'.  Élevons  au  point 
D  une  perpendiculaire  DE  au  plan  du  méridien  principal;  au 
plan  SGU,  par  conséquent;  nous  allons  montrer  que  la  courbe 
de  section  a  tous  ses  points  également  éloignés  de  F  et  de  D£. 


\l/ 


Fig.  193. 
Soit  M  un  point  quelconque  de  cette  section  ;  SM  rencontre 
le  cercle  de  contact  GH  au  point  L,  et  si  par  M  on  mène  MR 
parallèle  à  AA'  on  voit  que  cette  droite,  étant  située  dans  le 
plan  sécant,  rencontre  DE  au  point  E.  D'ailleurs  les  droites 
ME  et  SU  étant  parallèles,  les  trois  points  E,  L,IIsont  en 
ligne  droite  car  ils  peuvent  être  considérés  comme  des  points 
communs  à  deux  plans,  savoir  :  i°  le  plan  des  droites  SU,  MË  ; 
a-  le  plan  de  contact  GLH,  de  la  sphère  et  du  cùae. 
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Ces  remarques  étant  faites,  on  peut  observer  que  le 
triangle  LSH  étant  isocèle,  le  triangle  semblable  EML  est,  lui 
aussi,  isocèle.  On  a  donc 

ME  =  ML. 

Enfin  les  droites  ML  et  MF  sont  égales  comme  étant  deux 
tangentes  issues  du  même  point  M,  à  la  sphère  0.  On  a  donc, 
finalement, 

MF  =  ME, 

égalité  qui  prouve  que  la  section  considérée  est  une  parabole 
ayant  pour  foyer  F  et  pour  directrice  la  droite  DE. 

ift&9.  Problème.  Placer  une  ellipse^  une  hyperbole^  ou 
une  parabole  sur  un  cane  circulaire  droit  donné.  (SoIoéIob 
géométrique.) 

Prenons  le  cas  de  Tellipse.  Si  du  point  A  (fig.  191)  on  abaisse 
une  perpendiculaire  AA''  sur  Taxe  du  cône  on  reconnaît,  par 
des  considérations  élémentaires  que  A'A'' —  FF'.  D'ailleurs 

l'angle  AA'^A'  est  connu,  il  est  égal  à  —  +  O'SA'.  La  détermi- 
nation du  triangle  AA'A"  se  trouve  ramenée,  par  cette  remar- 
que, au  problème  suivant  :  construire  un  triangle  connaissant 
le  plus  grand  côté  AA  ',  Vangle  opposé^  et  un  autre  côté  K'k', 
L'angle  opposé  au  plus  grand  côté  étant  obtus,  on  sait  que 
ce  problème  ne  comporte  alors  qu'une  solution,  et  que  cette 
solution  existe  toujours. 

Le  cas  de  l'hyperbole  se  traite  par  des  considérations  ana- 
logues. On  considère  (fig.  191)  le  triangle  AA'K  et  l'on  recon- 
naît d'abord,  que  AK  =  FF'.  On  est  encore  conduit  à  construire 
un  triangle  avec  les  données  du  cas  douteux  ;  mais  Tangle 
aigu  connu  étant  opposé  au  plus  petit  des  deux  côtés  donnés, 
on  sait  que  ce  problème  n'est  pas  toujours  possible  et  la 
discussion  élémentaire  qu'il  comporte  conduit  au  résultat  déjà 
signalé,  Vhyperbole  ne  peut  être  placée  sur  le  cône  donné  que 
si  Vangle  des  asymptotes  est  plus  petit  que  Vangle  du  cône. 
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Enfin,  si  la  courbe  proposée  est  une  parabole,  en  prenant 
SP  =  SQ  zi  — ,p  désignant  le  paramètre  de  la  parabole  pro- 
posée, et  en  faisant  la  construction  quMndique  la  figure  ;  la 
droite  A,  droite  parallèle  à  SG',  est  la  trace,  sur  le  méridien 
principal,  du  plan  sécant  cherché. 


Fig.  194. 


41S3.  Cène  oircalaire  oblique.  —  Sections  antl- 
parallèles.  La  surface  engendrée  par  une  droite  mobile 
passant  constamment  par  un  point  fixe  S,  et  s^appuyant  sur  un 
cercle  C,  est  un  cône  circulaire  oblique,  quand  le  point  S  se 
projette  sur  le  plan  de  C  en  un  point  H  qui  n'est  pas  le  centre 
0  de  ce  cercle.  Le  plan  ASB  qui  passe  par  la  droite  SH  et  par 
le  point  0  est  \q  plan  principal  du  cônCy  et  nous  retrouverons 
cette  expression  dans  la  géométrie  analytique  à  trois  dimen- 
sions pour  exprimer  une  propriété  qui  appartient  à  la  figure 
que  nous  considérons:  toutes  les  cordes  du  cône  qui  sont  per- 
pendiculaires au  plan  ASB  étant  partagées,  par  la  surface, 
en  deux  parties  égales. 

Le  cône  circulaire  oblique  admet  d'autres  sections  circu- 
laires que  celles  qui  sont  fournies  par  le  plan  ACB  et  par  les 

De  L.  Tomb  il  4 1 
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plans  parallèles.  Menons  en  effet  dans  le  plan  principal,  une 
droite  A'B',  anti-parallèle  de  AB,  et  coupons  le  cûne  par  un 
plan  A'C'B'  perpendiculaire  au  plan  principal;  nous  allons 
montrer  que  la  section  ainsi  obtenue  est  un  cercle. 


Fig.   19:'). 


On  a,  en  effet, 


par  suite, 


MP  s=  PA .  PB,  et  PA  .PB  =  PA' . PB' ; 


MP'nPA'.PB'. 


(lomme  le  raisonnement  précédent  s'applique  à  un  point 
quelconque  de  la  courbe  A'C'B',  il  est  donc  démontré  que 
Fangle  A'MB'  est  droit,  quel  que  soit  le  point  de  cette  courbe; 
celle-ci  est  donc  une  circonférence. 

4U^4l.  Cônes  du  s€M*ond  ordre*  —  Transformation 
par  la  perspective.  Cette  étude  des  sections  planes  des 
cônes  à  base  circulaire  conduit  très  naturellement  à  chercher 
la  nature  et  le  genre  des  sections  planes  des  cônes  qui  ont 
pour  base  une  courbe  du  second  ordre.  Mais  nous  touchons 
ici  à  des  considérations  qui  trouveront  mieux  leur  dévelop- 
pement dans  la  troisième  partie  de  ce  cours ^  et  que  nous  ne 
pourrions  produire,  en  ce  moment,  qu^en  nous  appuyant  sur 
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des  principes  géométriques  qui  ne  doivent  pas  être  présentés 
ici.  Nous  voulons  seulement  dire  un  mot  de  la  méthode  de 
transformation  par  perspective,  que  Poneelet  a  découverte, 
et  qu'il  a  exposée  dans  son  Traité  des  propriétés  projectiles. 

Imaginons  une  courbe  U,  dans  un  plan  P  ;  soit  S  un  point, 
pris  en  dehors  de  P,  et  que  nous  nommerons  le  point  de  vue. 
Considérons  maintenant  un  plan  P'  et  désignons  par  A  la 
droite  d'intersection  de  P  et  de  P'. 

A  un  point  A  du  plan  P  correspond  sur  P'  un  point  A',  in- 
tersection de  ce  plan  et  de  la  droite  SA. 

A  une  droite  ABC,  correspond  une  droite  A'B'C,  intersec- 
tion du  plan  P'  et  du  plan  S,  ABC  ;  et  ces  deux  droites  cor- 
respondantes se  coupent,  au  point  M,  sur  A. 


Kig.  19*3. 

En  général,  à  une  courbe  U  correspond  une  courbe  U':  les 
deux  courbes  U,U',  coupent  A  aux  mêmes  points,  et  non 
seulement  elles  sont  du  même  ordre  et  de  la  même  classe, 
mais  elles  ont  des  points  multiples  en  même  nombre  ;  ces 
points,  correspondants  deux  à  deux,  offrant  les  mêmes  sin- 
gularités. 

En  particulier,  à  une  courbe  du  second  degré  correspond 
une  courbe  qui  est  aussi  du  second  degré  ;  en  d'autres  termes 
les  sections  planes  des  cônes  du  second  ordre  sont  des  ellipses^ 
des  hyperboles^  ou  des  paraboles^ 
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Nous  reviendrons  d'ailleurs  bientôt  sur  ce  dernier  point, 
dans  la  troisième  partie  de  ce  cours,  quand  nous  chercherons 
par  la  méthode  analytique  le  genre  des  sections  planes  des 
surfaces  du  second  ordre. 

Cette  transformation  des  figures  planes,  par  la  perspective, 
constitue  une  des  réalisations  géométriques  de  la  transfor- 
mation homographique  :  à  quatre  points  en  ligne  droite 
AyByC^D,  correspondent  quatre  points  A',B',C',D',  également 
en  ligne  droite,  et  les  rapports  enharmoniques  de  ces  deux 
couples  de  points  sont  égaux. 


EXERCICES 

i .  Démontrer^  géométriquement,  que  deux  sections  antiparallèles  donnent 
deux  cercles  qui  appartiennent  à  la  même  sphère. 

Soient  0,  0'  les  centrée  des  deux  sections,  on  Yoit  immédiatement  qne 
les  perpendiculaires  élevées,  en  ces  points,  au  plan  des  sections,  se  coupent 
en  un  point  a>  qui  est  a  la  même  distance  des  points  de  A  et  de  A%  puisqu'il 
représente  le  centre  du  cercle  qui  passe  par  les  points  A,  B  ;  A',  B'. 


ft.  Une  sphère  est  tangente  au  plan  horizontale,  trouver  l'ombre  portée 
par  cette  sphère,  sur  ce  plan^  par  un  flambeau  perpendiculaire  à  V  et  de 
hauteur  h» 
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Pour  faire  cette  épure  on  appliquera  le  tliéorème  de  Dandelin. 

3.  Le  lieu  des  sommett  des  cônes  de  révolution  qui  passent  par  une  ellipse 
donnée  est  une  hyperbole  située  dans  le  plan  qui  passe  par  le  grand  axe  de 
cette  ellipse,  perpendiculairement  au  plan  de  celte  courbe. 

On  applique  la  remarque  faite  plus  haut  et  d*aprës  laquelle  A'A^  =  FF/ 
(fig.  19»). 

4.  On  coupe  un  cône  circulaire  droit  par  un  plan  P  et  Von  projette  la 
Section  obtenue  sur  un  plan  Q  passant  par  le  sommet  S,  du  cône  donné,  per- 
pendiculairement à  Vaxe  de  ce  cône.  Démontrer  que  cette  projection  U  a 
pour  foyer  S  et  pour  directrice  la  droite  d'intersection  A,  des  plans  P  et  Q. 

Cette  proposition  s'établit  très  simplement  par  des  considérations  géomé- 
triques ;  on  fait  voir  que  le  rapport  des  distances,  d'un  point  de  U,  &  S  et 
à  A,  est  constant  et  égal  <i  tg  a  tg  0  ;  u  étant  l'angle  d'inclinaison  des  plans 
P  et  Q,  et  âO  désignant  l'angle  au  sommet  du  cône. 

5 .  Démontrer  que  le  petit  axe  de  la  section  est  une  moyenne  géométrique 
entre  les  rayons  des  sections  faites  dans  le  cône,  par  les  plans  qui  passent 

par  les  extrémités  du  grand  axe, 

8.  Que  Von  mène  un  plan  parallèle  à  la  base  du  cône  circulaire  droit,  et 
situé  à  la  même  distance  de  son  sommet  que  le  plan  de  la  section  conique 
proposée  :  ce  plan  coupera  le  cône  suivant  un  cercle,  dont  le  diamètre  sera 
le  paramètre  de  la  conique. 

(Théorème  de  Jacques  BernouUi.) 


NOTE 


CONSTRUCTION    GRAPHIQUE    DES    RACINES 

D'UNE   ÉQUATION 


Parmi  les  applications  delà  géométrie  analytique  à  Talgèbre, 
nous  signalerons  la  construction  graphique  des  racines  d'une 
équation  donnée.  Nous  indiquerons  d'abord  le  principe  de 
la  méthode,  puis  nous  appliquerons  celle-ci  à  quelques 
exemples. 

t.  Principe.  Soit  f{x)  le  résultant  des  deux  formes  : 
9(^^y)>  ^(^>y)/  *^  ^^^  construit  les  deux  [courbes  U,  V,  qui 
correspondent  aux  équations 

Vahcisse  x'  d'tin  point  W  commun  à  V  et  à  V,  est  une  des 
racines  de  V équation  f{x)  rz  o. 

En  effet,  appelons  y'  l'ordonnée  du  point  M';  les  deux 
équations 

admettent  une  racine  commune  xf\  le  résultant  f{x)  s'annule 
donc  pour  x  =:  a?',  et  Ton  a 

f{x!)  n  o. 

La  réciproque  n'a  pas  toujours  lieu  et  il  peut  arriver  que 
U  et  V. n'aient  aucun  point  commun,  réel,  l'équation  /"^o, 
admettant,  malgré  cela,  des  racines  réelles.  11  suffit,  pour 
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citer  un  cas  évident  de  cette  singularité,  que  U  et  V  aienl 
deux  points  imaginaires  conjugués  situés  sur  une  parallèle 
à  Taxe  des  y. 
Rar  exemple,  Téquation 

x^  —  a*x*  +  x*  —  a*  —  P*  =  o 

peut  être  considérée  comme  résultant  de  Télimination  de  y 
entre  les  deux  formes  : 

y"  -  a?'  +  a*  -h  P',    y'  -h  a;»  —  a*a;*. 

Dans  cet  exemple,  la  courbe  U  est  une  hyperbole  équilatère 

dont  les  sommets  sont  sur  Taxe  ox  à  une  dislance  dz  v^a*  -h  3*» 
de  Torigine  ;  V  est  une  courbe  en  forme  d'ovale,  comprise 

entre  les  droites  qui  correspondent  aux  équations  :  a:  ^  a, 
xzz  —  d.  Dans  ces  conditions  U  et  V  ne  peuvent  avoir  aucun 
point  commun,  réel,  et  pourtant  Téquation  proposée  a,  au 
moins,  deux  racines  réelles. 
Dans  la  pratique,  on  peut  éviter  cette  difficulté  en  posant 

(i)    f{x)^\{x)--}f.{x\ 

et  en  construisant  les  courbes  qui  ont  pour  équation,  res- 
pectivement, 

y-\[x),    y=z[f.(x). 

Dans  d'autres  cas,  on  pose  yzz^{x),  et  Ton  fait,  avec 
cette  relation  et  l'équation  proposée  /"(a?)  zr  o,  diverses  com- 
binaisons qui  aboutissent  à  une  équation  F  (x^y)  =  o.  On 
cherche  alors  les  abcisses  des  points  communs  aux  courbes 
qui  correspondent  aux  équations 

y—  v(ir)z=o,    F'(a?,y)  =  o. 

Mais  cette  méthode  peut  introduire  des  solutions  étran- 
gères. 

Lorsqu'on  fait  usage  de  l'identité  (i)  on  doit  remarquer 
que  cette  identité  pouvant  être  établie  d'une  infinité  de  façons 
différentes,  on  doit  choisir  naturellement,  parmi  ces  iden- 
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lités  diverses,  celle  qui  donne  lieu  à  des  courbes  connues, 
ou  à  des  courbes  dont  le  tracé  peut  êlre  obtenu  facilement 
et  avec  une  certaine  précision. 

9.  Applii^ation  an  se€»ond  deg^ré.  Soit 

a?*  +  pa;  +  g  z=  o. 

réquation  proposée.  En  posant 

y  —  j?',    et   y  -h  px  +  q  zz  o, 

on  a  une  première  construction  au  moyen  d'une  droite  et 
d'une  parabole  P  qui  est  la  même  pour  toutes  les  équations 
que  nous  allons  considérer. 

On  peut  aussi  résoudre  la  question  en  écrivant  Téquation 
proposée  sous  la  forme  : 


(-+?y+y'=y+f-?. 


En  construisant  le  cercle  A  qui  a  pour  équation 

les  abcisses  des  points  communs  à  A  et  à  Taxe  des  Xy  sont 
les  racines  cherchées. 

3«  Remarque.  Avant  d*aborder  Féquation  du  troisième 
degré  nous  ferons  une  remarque  générale,  remarque  ayant 
pour  but  de  montrer  comment  on  obtient  l'équation  du  cercle 
passant  par  les  trois  points  communs  à  deux  coniques  F,  y, 
qui  ont  seulement  une  direction  asymptotique  commune. 

Prenons  Taxe  ox  parallèle  à  cette  direction  et  soient 

(r)    Ay  +  2B'xy  +  aCa?  +  2Cy  +  A"=io, 

(ï)    ^y  +  26"a?y  +  ^<^^  "*"  ^^'y  -+"  û"  —  ®> 

les  équations  des  coniques  considérées.  Nous  en  déduisons  : 

y  (A'y  -^  2B"a?  4-  aC)  :=.  —  (aCic  -+-  A^ , 
y  {(fy  -h  2b"y  +  9.&)  zz  —  {'zcx  -h  a") 


n 
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et,  par  combinaison,  en  supposant  y  ;2f  o, 

a'y  -f-  ^b^x  +  2c'  "  2cx  +  a^ 

Cette  équation,  mise  sous  la  forme  entière,  donne 

(i)    ox* -+- îgicy  +  Ya;  +  5y  f  e  — o, 
en  posant 

a  =  4  {B'c  —  Cb"). 

On  doit  observer  d'ailleurs  que  a  n'est  pas  nul,  car  si  Ton 
avait 

BV  =  Cô^ 

les  coniques  considérées  auraient  une  asymptote  commune, 
savoir  la  droite  qui  correspond  à  Tune  ou  à  l'autre  des  équa- 
tions suivantes  : 

B"y-+-Ciro,    b"y-hczzo. 

Multiplions  les  équations  (F),  (y),  et  (i),  respectivement, 
par  X,  ix,  et  +  1  ;  après  addition,  nous  obtenons  le  résultat 
suivant  : 

U  désignant  une  forme  linéaire  d'à;  et  d'y.  Si  nous  posons 
(3)    XA'-hixa'  — a  =  o,    B'^X -+- ^V  4- 3  =  o, 

ces  équations  donnent  pour  X  et  (x  des  valeurs  finies  et  bien 
déterminées.  En  effet,  le  déterminant  des  inconnues  : 

A'       a' 
B"       b" 

est  différent  de  zéro,  si,  comme  nous  le  supposons,  les  deux 
coniques  considérées  ont  une  seule  direction  asymptotique 
commune.  L'équation  (a)  représente  donc  le  cercle  passant 
par  les  trois  points  communs,  situés  à  distance  finie,  des 
coniques  (F)  et  (y). 
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^  Équation  do  troisième  de^ré.  Considérons  main- 
tenant réquation 

(i)    af-hpx^  +  qx-hrzzo, 

et  posons,  comme  plus  haut, 

(P)   y=x\ 
Nous  avons,  d'abord, 

(3)    ooy+py-k-qx-^rzio, 

puis,  en  appliquant  la  méthode  que  nous  venons  d'exposer, 

y'-^pxy-^  qy-hrx:=:Oy 
et,  finalement, 

(A)    x*'hy*-+-y{q'-p'  —  t)-i-ir(r--pg)— pr  =  o. 

En  construisant  i**  le  cercle  qui  correspond  à  cette  équation, 
2<*  la  parabole  P  ;  les  racines  cherchées  sont  des  abcisses  des 
points  communs.  Le  cercle  A  et  la  parabole  P,  ayant  quatre 
points  communs,  nous  avons  donc  introduit  une  solution 
étrangère.  Cette  solution  est  a:  =  p. 

5.  Éq..tl..  d.  quatrième  degré.  Prenons  enfin  le  cas 
de  réquation  du  quatrième  degré,  et  supposons  qu'elle  ait 
été  débarrassée  du  terme  en  x*  ;  soit 

a;*  -h  px*  4-  ça?  +  r  iz:  o, 

cette  équation.  Posons  encore, 

y  =  cc*. 

et  nous  avons 

y'  -hpy  '•hqx-hr:=:  o. 

Ces  deux  dernières  égalités  donnent,  par  combinaison, 
X*  -h  y*  -h  (p  —  i)  y  -h  qx  -¥-  r  =  o. 

Le  cercle  A'  qui  correspond  à  cette  équation  et  la  para- 
bole P,  ont  quatre  points  communs  dont  les  abcisses  sont  les 
racines  cherchées. 
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S.  Applieation  aux  équations  trancieeDdaaÉes.  La 

conslruclion  graphique  des  racines  d'une  équation  donnée 
s'applique  très  heureusement  à  la  séparation  des  racines 
d'une  équation  donnée  et  notamment  à  celle  des  racines  des 
équations  transcendantes. 
Si 

(i)    f{x)=  o, 
représente  l'équation  proposée  et  si  l'on  a 

après  avoir  construit^  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  les  courbes 
qui  correspondent  aux  équations 

y-\  {x\    y  =  \L  (a?). 

Si  Ton  prouve,  par  ce  tracé,  qu'il  existe  un  seul  point  M 
commun  à  ces  courbes  entre  deux  parallèles  à  l'axe  des 
y  (a?  —  a,  a;  =  6)  ;  il  sera  par  cela  même  démontré  que  l'é- 
quation (i)  admet  une  seule  racine  dans  l'intervalle  (2,  ^). 

Après  avoir  ainsi  séparé  une  racine,  on  pourra  calculer, 
par  les  méthodes  connues  {Alg.  lec.  38),  des  valeurs  de  plus 
en  plus  approchées  de  cette  racine. 

Dans  quelques  cas,  il  pourra  être  avantageux  de  transfor- 
mer, avant  tout  calcul,  l'équation  donnée. 

V.  Exemple.  Résoudre  Véquation  (') 

(i)    X  zn  100. 

Prenons  les  logarithmes  des  deux  membres  dans  le  sys- 
tème vulgaire,  nous  avons 

X  \ogxn:  2. 


1 .  CeUe  équalion  a  été  considérée  par  Euler.  (BuUetin  des  sciences,  par    ^ 
Férussac,  J829.) 
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Changeons  de  variable  et  posons 

réqualion  proposée  devient 

(a)    2X  -h  log  X  =  0, 
et  nous  allons  considérer  les  deux  équations 

y  +  2X  =  o,    y=\og  X. 

La  première  représente  une  droite  qui  passe  par  l'origine 
et  par  le  point  (1,  — 2);  l'autre  est  la  logarilhmique  dont  la 
forme  est  bien  connue  (V.  Alg.^  §  266). 
Nous  déduisons  de  là  que  l'équation  (2)  a  une  seule  racine 
•  •  réelle,  .comprise  entre  o  et  1 . 

On  peut  resserrer  cet  intervalle  et  reconnaître,  immédiate- 
ment, que  cette  racine  est  comprise  entre  -  et  7. 

ô     4 

En  partant  de  ces  limites,  et  en  appliquant  la  méthode  de 
Newton,  on  trouve 

X  =  0,277994  , 

et,  par  suite, 

X  =  3,59728  ...   . 


FIN 


QUESTIONS   D'EXAMENS  (1883) 


ÉCOLE  CENTRALE 


PREMIÈRE  SESSION  (1883;.  —  On  donne  deux  axes  Ox,  Oy,  un  point  A 
sur  Ox,  un  point  B  sur  0^  : 

1»  Former  l'équation  générale  des  paraboles  telles  que,  pour  chacun 
d'elles,  0^  soit  la  corde  des  contacts  des  tangentes  menées  du  point  A,  et 
Ox  la  corde  des  contacts  des  tangentes  menées  du  point  B. 

a''  Trouver  le  lieu  des  points  de  rencontre  de  chacune  de  ces  paraboles 
avec  celui  de  ses  diamètres  qui  passe  par  un  point  H  donné  sur  Ox. 

On  déterminera  un  nombre  de  conditions  géométriques  suffisant  pour 
pouvoir  tracer  le  lieu  et  on  cherchera  comment  doit  être  placé  le  point  El, 
pour  que  ce  lieu  se  réduise  à  des  droites. 

30  Déterminer  le  paramètre  variable  que  renferme  Téquation  générale  du 
n**  I,  de  façon  qu*elle  représente  une  parabole  passant  par  un  point  donné 
P,  et  chercher  dans  quelles  régions  du  plan  doit  se  trouver  le  point  P, 
pour  que  le  problème  soit  possible. 

2»  SESSION  (1883).  —  On  donne,  dans  un  plan,  un  rectangle  ABCD  et 
un  point  quelconque  P  ;  par  ce  point,  on  mène  une  droite  de  direction 
arbitraire  PR  ;  des  quatre  sommets  du  rectangle  on  abaisse  des  perpendi- 
culaires AA^  BB/,  CC',  DD/  sur  cette  droite. 

Ceci  posé,  on  demande  de  démontrer  : 

1°  Que,  parmi  toutes  les  droites  PR,  issues  du  point  P,  il  en  existe  une, 
PR',  pour  laquelle  la  somme  r*  des  carrés  des  distances  des  quatre  som- 
mets dn  rectangle  à  cette  droite  est  maxima,  et  une  autre,  PR^,  pour 
laquelle  cette  somme  est  minima  ; 

jo  Que  les  deux  droites  PR'  et  PR''  sont  rectangulaires  ; 

3**  Que  le  lieu  des  points  P,  pour  lesquels  le  maximum  de  r*  conserve 
une  valeur  donnée  (i*,  est  une  conique,  et  que  la  tangente  à  cette  conique 
au  point  P  est  la  droite  PR'.  —  Que,  de  même,  le  lieu  des  points  P^  pour 
Jesquels  le  minimum  de  f*  conserve  une  valeur  donnée  X*,  est  une  co'^ 
nique,  et  que  la  tangente  à  cette  conique  au  point  P  est  la  droite  PR*^  ; 

4^  Que  ces  deux  coniques  sont  homofocales  et  que  leurs  foyers  com- 
muns sont  indépendants  des  valeurs  attribuées  aux  deux  paramètres  pi*,  X*. 
Donner  la  position  de  ces  foyers  et  examiner  en  particulier  le  cas  011 
Tune  des  deux  dimensions  du  rectangle  s'annulerait. 


QUESTIONS  D'EXAMENS  635 

ÉCOLE  NORMALE   SUPÉRIEURE 


GomposUion  do  S5  jain  1883.  —  On  donne  la  cissoïde  qui,  rapportée 
à  des  axes  de  coordonnées  rectangulaires,  a  pour  équation 

(a?*  +  y*)x  z=  ay\ 

Soient  xf^y'  les  coordonnées  d'un  point  M  du  plan.  On  propose  do 
former  :  i"  l'équation  du  troisième  degré  qui  a  pour  racines  les  coeffi- 
cients angulaires  des  droites  qui  joignent  le  point  0  aux  points  de  contact 
des  trois  tangentes  à  la  cissoïde  issues  du  point  M  ;  a»  Téquation  du 
cercle  qui  passe  par  ces  points  de  contact. 

Montrer  que^  si  les  trois  tangentes  sont  réelles,  le  point  }f  est  intérieur 
au  cercle. 

On  considère  Tensemble  des  cercles  (C,„)  dont  chacun  jouit  de  cette 
propriété  que  les  tangentes  à  la  cissoïde  en  trois  des  quatre  points  où  il 
la  rencontre  concourent  en  un  même  point  :  Soit  M  ce  point  de  concours 
pour  le  cercle  G,„. 

On  demande  le  lieu  des  centres  des  cercles  C^  qui  passent  par  un  point 
donné  P  du  plan,  ainsi  que  le  lieu  des  points  M  relatifs  à  ces  cercles.  Ou 
examinera  en  particulier  le  cas  où  le  point  P  est  situé  sur  la  cissoïde  et 
ne  fait  pas  partie  des  trois  points  communs  au  cercle  C^  et  à  la  cissoïde 
pour  lesquels  les  tangentes  concourent. 

Combien  passe-t-il  de  cercles  C^  par  deux  points  donnés  P,  Q  du  plan  ? 
Peut^n  disposer  de  ces  deux  points  de  façon  qu'ils  appartiennent  à  une 
infinité  de  cercles  C;;^  ? 


ÉCOLE  POLYTECHNIQUE 


20  Jaln  488S.  —  On  donne  une  parabole  P  et  une  droite  D,  On 
demande  le  lieu  des  points  tels  que  les  tangentes  menées  de  ce  point  à 
la  parabole  forment  avec  la  droite  D  un  triangle  de  surface  donnée. 


AGRÉGATION  DE  MATHEMATIQUES 

CONCOURS    DE    1883 


Mathématiqnes  élémentaires. 

trouver  la  hauteur  AB  et  les  bases  AD,   BG  d'un  trapèae  rectangle 
ÀBCD,  connaissant  la  longueur  /  du  côté  oblique  CD  l'aire  a*  du  trapèze, 

et  le  volume  7  né*  engendré  par  la  révolution  de  la  figure  autour  de  CD. 
4 


636  QUESTIONS  DEXAiMENS 

Discuter  des  formules  trouvées,  et  déterminer  le  minimum  de  6*.  On 
examinera  les  cas  particuliers  suivants  : 

Izza;    lzz3a. 

Hathématlqaes  spéeiales. 

D*un  point  donné  P  on  mène  des  normales  à  un  ellipsoïde  donné. 

]0  Démontrer  que  par  les  pieds  de  ses  six  normales,  on  peut  faire  pawer 
une  infinité  de  surfaces  du  second  ordre  S  concentriques  à  rellipsoîde  ; 

30  Trouver  le  lieu  que  doit  décrire  le  point  P  pour  que  les  surfiices  S 
soient  de  révolution; 

30  Déterminer  le  cône  lieu  des  axes  de  révolution  des  surfaces  S  ; 

4®  Sur  la  section  de  ce  cône  par  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe  mineur 
de  l'ellipsoïde,  indiquer  les  points  par  lesquels  passe  Taxe  de  révolution 
quand  la  surface  S  est  un  ellipsoïde,  un  hyperbololde  à  une  on  k  deux 
nappes,  un  cône,  un  cylindre,  ou  un  système  de  deux  plans  parallèlfs. 

Compasitlon  snr  le  propanmie  de  lieenee. 

Théorie,  —  On  donne  un  corps  quelconque,  dont  les  diverses  parties 
sont  douées  d'un  pouvoir  attractif  suivant  la  loi  de  Newton,  et  on  admet, 
comme    préalablement  démontré,  que   les  composantes  de    Tattraction 

exercée  sur  un  point  M,  ayant  pour  coordonnées  x,  y,  z,  sont  représentées, 

dV    dW    dW 
à  un  facteur  constant  près,  par  les  dérivées  -7-  »  t"  »  tt"  <itt  potentiel  V,  re- 

ax    ay     dz 

latif  au  point  M.  Prouver  qu'on  a  toujours 

g  étant  la  densité  de  la  masse  attirante  au  point  de  cette  masse  qui  coïn- 
cide avec  le  point  M. 

Démontrer  que  toute  fonction  U  qui,  mise  à  la  place  de  V  dans  Féqua- 
tion  précédente,  satisfait  à  cette  équation,  ne  diffère  pas  du  potentiel  V; 
si  elle  remplit  en  outre  les  conditions  suivantes  :  1*  la  fonction  U  est  con- 
tinue ainsi  que  ses  dérivées  partielles  du  premier  ordre  ;  3<*  les  produits 

Ua;.Uy.U.,    a:«g,y^.^^ 

restent  finis  quand  une  ou  plusieurs  des  variables  x,  y^  z  deviennent 
infinies,  la  masse  attirante  étant  limitée. 

Application,  —  Étant  donné  un  ellipsoïde  E,  on  sait  qu'en  chaque  point 
de  Tespace  se  coupent  trois  surfaces  du  second  degré  homofoccJes  à  E; 
désignons  par  X,  (&,  v,  les  demi-axes  de  ces  surfaces  parallèles  an  grand 
axe  de  l'ellipsoïde  E.  On  considère  une  masse  indéfinie  douée  d'un  pouvoir 
attractif  suivant  la  loi  de  Newton,  et  dont  la  densité  en  chaque  point  est 
exprimée  par  une  fonction  de  >,  (ji,  v.  On  demande  quelle  doit  être  la 
forme  la  plus  générale  de  cette  fonction  pour  que  les  surfaces  de  niveau 
soient  des  ellipsoïdes  homofocaux  à  £.  Cette  forme  étant  trouvée,  calculer 
Tattraction  de  la  masse  sur  un  point  quelconque. 
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